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4.1.2 W÷asnósci aproksymacji funkcji falkowych . . . . . . . . . . . . . . 70

4.1.3 Falkowe modele obliczeniowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.2 Empiryczne modele obliczeniowe. Algorytmy obliczeniowe identy…kacji . . 73

4.3 Przyk÷adowa analiza falkowego algorytmu obliczeniowego identy…kacji (al-
gorytm ilorazowy) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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otrzymywany wed÷ug algorytmu ilorazowego
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Wprowadzenie

Zadanie identy…kacji polega na wyznaczeniu matematycznego opisu zale·znósci pomi ¾edzy
wej́sciem a wyj́sciem obiektu. Zadanie to jest determinowane przez nast ¾epuj ¾ace czynniki
(por. [52], [95], [108], [127]):

² obiekt identy…kacji i informacj ¾e aprioryczn ¾a o obiekcie,

² mo·zliwósci pomiarowe i dane pomiarowe zebrane w trakcie eksperymentu (informa-
cj ¾e pomiarow ¾a),

² wybran ¾a klas ¾e modeli obiektu, oraz

² zastosowany algorytm identy…kacji.

Obiekt identy…kacji i informacja aprioryczna. W niniejszej pracy, obiektem iden-
ty…kacji jest nieliniowa charakterystyka elementu statycznego, b ¾ed ¾acego cz¾ésci ¾a sk÷adow ¾a
z÷o·zonego systemu dynamicznego o strukturze blokowej (systemu o strukturze zbudowanej
z wyodr¾ebnionych elementów (podsystemów) nieliniowych statycznych i liniowych dyna-
micznych).

Problematyka identy…kacji charakterystyk nieliniowych w tego typu systemach jest te-
matem szeregu prac (zob. np. [6], [8]-[11], [18], [44]-[57], [61]-[63], [66]-[70], [87]-[90], [103],
[107]-[108], [117], [124], [127]). Jej znaczenie wynika z szerokiego zakresu zastosowań sy-
stemów o strukturze blokowej, przyk÷adowo: w sterowaniu [155], mechanice [134], biocy-
bernetyce [59], medycynie [75], [96], chemii [36], czy w przetwarzaniu sygna÷ów [101].

Zak÷adamy, ·ze dost ¾epna informacja aprioryczna o identy…kowanej nieliniowósci jest nie-
wielka. Przyjmujemy jedynie, ·ze nieliniowa charakterystyka jest ograniczona; natomiast od
pozosta÷ych elementów dynamicznych systemu wymagamy tylko aby by÷y asymptotycznie
stabilne.

Dane pomiarowe. Eksperyment. W pracy przyjmujemy, ·ze identy…kacja przebiega w
warunkach losowych, tj., ·ze wej́scie z÷o·zonego systemu jest pobudzane sygna÷em losowym,
a jego wyj́scie podlega losowym zak÷óceniom. Sytuacja taka odpowiada tzw. eksperymen-
towi biernemu i, z praktycznego punktu widzenia oznacza, ·ze charakterystyka nieliniowa
w systemie ma býc identy…kowana w trakcie jego normalnej pracy (zob. np. [37, str. 39],
[40, str. 306]). Ponadto, zak÷adamy, ·ze posiadane pomiary pochodz ¾a z wej́scia i wyj́scia
ca÷ego systemu. Warunek ten jest istotny w wielu zastosowaniach, w których od÷ ¾aczenie
(lub rozdzielenie) systemu w celu identy…kacji jego elementów jest, b ¾ad́z niemo·zliwe (np.
w badaniach biomedycznych [102], [120], [154], czy analizie jakósci wody [29]), b ¾ad́z ko-
sztowne (np. w identy…kacji charakterystyk nieliniowych kolumn destylacyjnych [19] lub
obiektów elektrotermicznych [125]).
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Klasa modeli. Przyj ¾ete ogólne postulaty odnósnie nieliniowósci b ¾ed ¾acych obiektem
identy…kacji wymagaj ¾a (w celu umo·zliwienia zbie·znósci algorytmom identy…kacji) dobra-
nia odpowiednio szerokiej klasy ich modeli (por. [44]-[57], [70], [86], [107]-[108], [112]-[113],
[116], [124]). W pracy stosujemy modele falkowe, które opieraj ¾a si ¾e na szeregach ortogo-
nalnych funkcji falkowych Daubechies1. Funkcje te stanowi ¾a now ¾a rodzin¾e uk÷adów orto-
gonalnych. Ich teorii póswi ¾econe s ¾a m. in. prace [16], [26], [92], [130]-[131] i monogra…e
[2], [5], [23], [27], [98], [118] i [152]. Szereg prac traktuje równie·z o ich zastosowaniach:
[99]-[100], [148]-[149]. Poza dziedzinami, takimi jak geologia [58], przetwarzanie sygna÷ów
i obrazów [17], [24], [93], [94], [110], [118], [145], medycyna [1], [126], [146], [144], chemia
[38]-[39], energetyka [74], czy statystyka matematyczna [3], [65], [104], pewn ¾a liczb ¾e za-
stosowań mo·zna odnaléźc równie·z w obszarze modelowania systemów [106]. Przyk÷adami
mog ¾a býc tu aplikacje odpowiednich modeli falkowych w sterowaniu samolotami woj-
skowymi [12], monitorowaniu procesów technologicznych i wykrywaniu uszkodzeń [25],
[76]-[77], [97], [147] i w medycynie [102], [120], [154]. Natomiast zastosowaniom falek w
identy…kacji dynamicznych systemów nieliniowych o strukturze blokowej póswi ¾econe s ¾a
jedynie prace [70], [82] i [108] i cz ¾ésciowo [124].

Przyj ¾ecie falek Daubechies jako podstawy modeli identy…kowanych nieliniowósci wynika
z nast¾epuj ¾acych przes÷anek:

² Falki te stanowi ¾a baz¾e ortogonaln ¾a przestrzeni funkcji ca÷kowalnych z kwadratem.
W÷asnóśc ta pozwala identy…kowác z ich pomoc ¾a szerok ¾a klas ¾e charakterystyk nie-
liniowych.

² W odró·znieniu od innych szeregów ortogonalnych, analityczne w÷asnósci algorytmów
identy…kacji opartych o falki Daubechies nie zosta÷y, jak dot ¾ad, zbadane.

Algorytmy identy…kacji. Poj ¾ecie „algorytmy identy…kacji” jest w pracy rozumiane
dwojako:

² jako zbiór formu÷ prowadz ¾acych do uzyskania empirycznego modelu falkowego iden-
ty…kowanej charakterystyki nieliniowej, oraz

² jako zestaw procedur obliczeniowych, umo·zliwiaj ¾acych efektywne wyznaczenie em-
pirycznych modeli falkowych na podstawie danych pomiarowych.

Rozró·znienie to wynika ze specy…cznych w÷asnósci funkcji falkowych Daubechies, które
nie s ¾a dane za pomoc ¾a jawnych wzorów, ale przy pomocy formu÷ rekurencyjnych. Z tej
przyczyny, bezpósrednie zastosowanie falkowych algorytmów identy…kacji (tj. prosta im-
plementacja odpowiednich wzorów wykorzystuj ¾acych falki Daubechies) nie jest mo·zliwe i
wymaga opracowania odpowiednich algorytmów obliczeniowych uwzgl ¾edniaj ¾acych t¾e ce-
ch¾e funkcji falkowych. Problem staje si ¾e istotny zw÷aszcza przy losowym pobudzeniu we-
j́scia systemu z powodu braku standardowych procedur obliczeniowych (zob. uwaga 1.2
w rozdziale pierwszym).

1Ze wzgl ¾edu na brak polskoj ¾ezycznych publikacji dotycz ¾acych funkcji falkowych, w pracy stosujemy
dos÷owne t÷umaczenia terminów angielskich z tej dziedziny.
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Cele pracy

W pracy postawiono nast ¾epuj ¾ace cele:

² Sformu÷owanie i zbadanie w÷asnósci falkowych algorytmów identy…kacji charaktery-
styk nieliniowych.

² Zaproponowanie komputerowych (obliczeniowych) algorytmów identy…kacji, opar-
tych na prostej aproksymacji funkcji falkowych i zbadanie wp÷ywu zastosowanej
aproksymacji falek na rezultat identy…kacji.

² Opracowanie sprawnych obliczeniowo algorytmów wyznaczania modeli falkowych.

² Przeprowadzenie badań empirycznych. Eksperymentalne zbadanie w÷asnósci algo-
rytmów dla ma÷ej i umiarkowanej liczby pomiarów.

² Eksperymentalne porównanie algorytmów falkowych z algorytmami opartymi na
szeregach trygonometrycznych.

Zagadnieniom tym póswi ¾econe s ¾a kolejne rozdzia÷y pracy:

Rozdzia÷ pierwszy zawiera podstawowe wiadomósci dotycz ¾ace teorii falek. Rozdzia÷
drugi póswi¾econy jest przedstawieniu klasy rozpatrywanych systemów nieliniowych oraz
ich schematu zast ¾epczego. Podajemy w nim tak·ze przyk÷adowe systemy z tej klasy i de…-
niujemy za÷o·zenia dotycz ¾ace warunków identy…kacji.

W rozdziale trzecim prezentujemy falkowe algorytmy identy…kacji oraz odpowiadaj ¾ace
im klasy empirycznych modeli falkowych charakterystyk nieliniowych. W formie twierdzeń
i wniosków przedstawiamy warunki zbie·znósci modeli falkowych do identy…kowanych nie-
liniowósci, zarówno w sensie lokalnym (punktowym) jak i globalnym (ca÷kowym), średnio-
kwadratowo i wed÷ug prawdopodobieństwa. Pokazujemy wp÷yw regularnósci (g÷adkósci)
identy…kowanych charakterystyk, funkcji g ¾estósci prawdopodobieństwa wej́scia systemu
oraz cech zastosowanych w modelach funkcji falkowych na szybkóśc zbie·znósci poszcze-
gólnych modeli. W szczególnósci pokazujemy, ·ze w praktycznych sytuacjach, przy braku
informacji na temat g÷adkósci identy…kowanej charakterystyki, modele falkowe zbiegaj ¾a
do niej, w sensie ca÷kowego b÷¾edu średniokwadratowego, z gwarantowan ¾a szybkósci ¾a rz ¾edu
O

¡
N¡1=2

¢
.

Na tréśc rozdzia÷u czwartego sk÷adaj ¾a si ¾e komputerowe algorytmy identy…kacji falkowej.
Proponujemy tam, oparte na prostych aproksymacjach funkcji falkowych, obliczeniowe we-
rsje algorytmów falkowych i pokazujemy, ·ze (przy ÷atwych do spe÷nienia wymaganiach)
s ¾a one asymptotycznie równowa·zne (pod wzgl ¾edem warunków i szybkósci zbie·znósci od-
powiednich modeli empirycznych) algorytmom „teoretycznym”, opartym na oryginalnych
funkcjach falkowych.

Wyniki teoretyczne ilustrujemy i uzupe÷niamy w rozdziale pi ¾atym rezultatami badań
symulacyjnych. Pokazujemy w nim zachowanie modeli falkowych przy ma÷ej i umiarkowa-
nej liczbie pomiarów, przy znanej i nieznanej funkcji g¾estósci wej́scia systemu, dla g÷ad-
kich i nieg÷adkich charakterystyk, przy skorelowanych zak÷óceniach oraz ró·znych typach
systemów. Porównujemy tak·ze w÷asnósci falkowych algorytmów z algorytmami wykorzy-
stuj ¾acymi szereg trygonometryczny.

W ostatnim rozdziale podsumowujemy uzyskane wyniki oraz przedstawiamy, naszym
zdaniem wa·zne, poznawczo i praktycznie, zagadnienia otwarte, wymagaj ¾ace dalszych ba-
dań.



Rozdzia÷ 1

Falkowa analiza wielorozdzielcza

W rozdziale przedstawiamy elementy teorii falek wybrane pod k ¾atem ich zastosowania w
falkowych algorytmach identy…kacji.

W teorii falek podstawow ¾a rol ¾e odgrywa para funkcji falkowych: ' (x), nazywana falk ¾a-
ojcem (ang. father wavelet) lub funkcj ¾a skaluj ¾ac ¾a (ang. scaling function) oraz Ã (x), zwana
falk ¾a-matk ¾a (ang. mother wavelet) ([27], [93], [98], [118] i [152]).

Przesuni ¾ecia (translacje) funkcji skaluj ¾acej ' (x), tj. 'n (x)
def
= ' (x ¡ n), n 2 Z, gene-

ruj ¾a baz¾e ortonormaln ¾a przestrzeni V0 b¾ed ¾acej podprzestrzeni ¾a przestrzeni L2 (R) funkcji
ca÷kowalnych z kwadratem

V0 = span f' (x ¡ n) ; n 2 Zg ½ L2 (R)

Translacje jej skalowanych wersji

'mn (x)
def
= 2

m
2 ' (2mx ¡ n) (1.1)

stanowi ¾a natomiast bazy ortonormalne podprzestrzeni Vm ½ L2 (R)

Vm = span f'mn (x) ; n 2 Zg ; m 2 Z

formuj ¾acych analiz ¾e wielorozdzielcz ¾a (ang. multiresolution analysis) przestrzeni L2 (R),
tj. ÷ańcuch zagnie·zd·zonych podprzestrzeni

¢ ¢ ¢ V¡1 ½ V0 ½ V1 ½ ¢ ¢ ¢ ½ Vm¡1 ½ Vm ½ Vm+1 ¢ ¢ ¢ ½ L2 (R) (1.2)

o nast¾epuj ¾acych w÷asnósciach\
m2Z

Vm = f0g oraz
[

m2Z

Vm = L2 (R) (1.3)

Z (1.2) i (1.3) wynika zatem, ·ze dowolna funkcja ca÷kowalna z kwadratem jest, w kolej-
nych podprzestrzeniach Vm (tj. ze wzrostem skali m), aproksymowana z rosn ¾ac ¾a dok÷ad-
nósci ¾a (rozdzielczósci ¾a).

Falkami nazywamy skalowane przesuni ¾ecia pojedynczej falki-matki Ã (x)

Ãml (x)
def
= 2

m
2 Ã (2mx ¡ l) ; l; m 2 Z (1.4)

10
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Podstawow ¾a cech ¾a falek jest nast ¾epuj ¾aca w÷asnóścZ
R

Ãml (x) dx = 0 (1.5)

Falki tworz ¾a bazy ortonormalne wzajemnie ortogonalnych podprzestrzeni Wm ½ L2 (R)

Wm = span fÃml (x) ; l 2 Zg ; m 2 Z

stanowi ¾acych podstaw¾e falkowej dekompozycji przestrzeni L2 (R)

L2 (R) =
1M

m=¡1
Wm (1.6)

Podprzestrzenie Wm s ¾a ortogonalnymi dope÷nieniami podprzestrzeni Vm w ÷ańcuchu
(1.2) i zawieraj ¾a elementy Vm+1 le·z ¾ace poza Vm

Vm © Wm = Vm+1 (1.7)

Powy·zszy zwi ¾azek jest podstaw ¾a równowa·znej z (1.6) dekompozycji L2 (R) z÷o·zonej z
podprzestrzeni typu V i W

L2 (R) = VM

1M
m=M

Wm; M 2 Z (1.8)

W oparciu o t ¾e dekompozycj ¾e, dowoln ¾a podprzestrzeń VK, K 2 Z, mo·zna przedstawíc za
pomoc ¾a nast¾epuj ¾acej sumy jej podprzestrzeni

VK = VM

K¡1M
m=M

Wm; K > M (1.9)

1.1 Rodzina funkcji falkowych Daubechies

Funkcje falkowe Daubechies 'p (x) i Ãp (x) stanowi ¾a rodzin¾e funkcji falkowych o zwar-
tym nósniku. Ich w÷asnósci zale·z ¾a od liczby naturalnej p zwanej indeksem (numerem)
falkowym.

Uwaga 1.1 Najprostszym (i chronologicznie pierwszym, zob. [60]) ich przyk÷adem s ¾a
funkcje o indeksie p = 1, zwane funkcjami Haara. Funkcja skaluj ¾aca '1 (x) i falka-matka
Haara Ã1 (x) dane s ¾a (jako jedyne w rodzinie funkcji Daubechies) prostymi wzorami (por.
Rys. 1.1)

'1 (x) = I[0;1) (x) oraz Ã1 (x) = I[0; 1
2) (x) ¡ I[ 1

2
;1) (x) (1.10)

gdzie IS (x) jest funkcj ¾a wskáznikow ¾a zbioru S

IS (x) =

½
1 x 2 S
0 x =2 S
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Rys. 1.1 Funkcja skaluj ¾aca '1 (x) i falka Haara Ã1 (x)

W÷asnósci funkcji falkowych Daubechies. Przedstawimy teraz w÷asnósci funkcji
falkowych wykorzystane w dalszej cz ¾ésci pracy podczas konstruowania i analizy propono-
wanych algorytmów identy…kacji i modeli falkowych:

² Zwarty nósnik. Funkcje falkowe Daubechies maj ¾a zwarte nósniki o d÷ugósci 2p ¡ 1

supp 'p (x) = [0; 2p ¡ 1) oraz supp Ãp (x) = [1 ¡ p; p)

a ich skalowane translacje nósniki o d÷ugósciach 2p¡1
2m (por. (1.1) i (1.4))

supp 'p
mn (x) =

·
n

2m
;
n + (2p ¡ 1)

2m

¶
oraz supp Ãp

ml (x) =

·
l + (1 ¡ p)

2m
;
l + p

2m

¶
(1.11)

² Znikaj ¾ace momenty. Falki Daubechies Ãp (x) posiadaj ¾a p znikaj ¾acych momentówZ
R

xk ¢ Ãp (x) dx =

Z p

1¡p

xk ¢ Ãp (x) dx = 0; k = 0; : : : ; p ¡ 1 (1.12)

² Brak jawnych wzorów. Oprócz przypadku, gdy p = 1, funkcje falkowe Daubechies
nie maj ¾a jawnej postaci ale stanowi ¾a granice procedur rekurencyjnych (zob. np. [26]-
[27]). W pracy [130, str. 616] podano przyk÷adowy sposób konstrukcji tych funkcji

'p
(r) (x) =

p
2

2p¡1X
t=0

ct'
p
(r¡1) (2x ¡ t) oraz Ãp

(r) (x) =
p

2
1X

t=¡2(p¡1)

(¡1)t c1¡t'
p
(r¡1) (2x ¡ t)

(1.13)
gdzie

'p
(0) = I[0;1) (x)

We wzorach (1.13), fctg2p¡1
t=0 jest zbiorem wspó÷czynników Daubechies, specy…cznym

dla ka·zdej rodziny funkcji 'p (x) i Ãp (x) (zob. np. [27]).
W Dodatku C.5, str. 137, przedstawilísmy jedn ¾a z metod wyznaczania tych
wspó÷czynników, a w znajduj ¾acych si ¾e tam tabelach C.1-C.2, zestawilísmy ich
wartósci dla numerów falkowych p = 2; : : : 6.
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Uwaga 1.2 Przedstawiona w (1.13) metoda konstrukcji funkcji falkowych Daubechies nie
pozwala (dla skónczonych r) wyznaczýc wartósci funkcji falkowych 'p (x) i Ãp (x). Istnie-
j ¾ace (osobne) procedury s÷u·z ¾ace do ich wyznaczania dzia÷aj ¾a poprawnie jedynie w punktach
le·z ¾acych na siatce binarnej (tj. w punktach o postaci n=2q, gdzie n; q 2 Z; q < 1) (przy-
k÷ad takiej procedury, pochodz ¾acej z pracy [131], przedstawiamy w Dodatku A.3, str. 115)

Rys. 1.2 Funkcja skaluj ¾aca Daubechies '2 (x) oraz odpowiadaj ¾aca jej falka Ã2 (x)

Skalowane i przesuwane funkcje falkowe Daubechies 'p (x) i Ãp (x) (por. (1.1) i (1.4))

'p
mn (x) = 2

m
2 'p (2mx ¡ n) oraz Ãp

ml (x) = 2
m
2 Ãp (2mx ¡ l) (1.14)

generuj ¾a, dla ka·zdego p, w÷asne przestrzenie V p
m i W p

m, a zatem te·z, odmienne dla ka·zdej
z rodzin, analizy wielorozdzielcze (por. (1.2))

¢ ¢ ¢ V p
¡1 ½ V p

0 ½ V p
1 ½ ¢ ¢ ¢ ½ V p

m¡1 ½ V p
m ½ V p

m+1 ¢ ¢ ¢ ½ L2 (R) (1.15)

i, odpowiadaj ¾ace im, falkowe dekompozycje przestrzeni L2 (R) (por. (1.8))

L2 (R) = V p
M

1M
m=M

W p
m (1.16)

1.2 Aproksymacja falkowa

Niech F (x) b ¾edzie dowoln ¾a funkcj ¾a ca÷kowaln ¾a z kwadratem, F (x) 2 L2 (R). Jej rozwi-
ni ¾ecie w szereg falkowy, odpowiadaj ¾acy dekompozycji (1.16) ma postác

F (x) =

1X
n=¡1

®p
Mn'p

Mn (x) +

1X
m=M

1X
l=¡1

¯p
mlÃ

p
ml (x) (1.17)

gdzie ®p
Mn i ¯p

ml s ¾a wspó÷czynnikami Fouriera tej funkcji, zwanymi równie·z jej wspó÷czyn-
nikami falkowymi (ang. wavelet coe¢cients), o postaciach (por. (1.11))

®p
Mn =

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

F (x) 'p
Mn (x) dx oraz ¯p

ml =

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

F (x) Ãp
mldx (1.18)
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Rzut ortogonalny (najlepsza aproksymacja) funkcji F (x) w wybranej przestrzeni V p
K ;

K 2 Z, K > M , jest dany nast ¾epuj ¾aco (por. (1.9))

F (x; K; p) =

1X
n=¡1

®p
Mn'p

Mn (x) +
K¡1X
m=M

1X
l=¡1

¯p
mlÃ

p
ml (x) (1.19)

Pierwszy sk÷adnik F (x; K; p) mo·zna traktowác jako wst¾epne (zgrubne) przybli·zenie funk-
cji F (x), uzupe÷nione (w drugim ze sk÷adników) o szczegó÷y funkcji F (x) zawarte w prze-
strzeniach W p

m; m = M; : : : ; K ¡1. Na mocy twierdzenia Parsevala, b÷ ¾ad tej aproksymacji,
w metryce przestrzeni L2 (R) wynosi

ISE F (x; K; p) = kF (x) ¡ F (x; K; p)k2
2 =

Z
R

[F (x) ¡ F (x; K; p)]2 dx =

=

1X
n=¡1

(®p
Mn)2 +

1X
m=M

1X
l=¡1

(¯p
ml)

2 +

¡
Ã 1X

n=¡1
(®p

Mn)2 +
K¡1X

m=M

1X
l=¡1

(¯p
ml)

2

!
=

=

1X
m=K

1X
l=¡1

(¯p
ml)

2 (1.20)

jest wi ¾ec równy sumie kwadratów wspó÷czynników falkowych ¯p
ml funkcji F (x), niewyko-

rzystanych w aproksymacji F (x; K; p).

Asymptotycznie (dla K d ¾a·z ¾acych do nieskończonósci) otrzymujemy, dla dowolnego in-
deksu falkowego p, dok÷adn ¾a (w sensie b÷ ¾edu (1.20)) reprezentacj ¾e funkcji F (x), a zatem:

ISE F (x; K; p) ! 0, gdy K ! 1 (1.21)

Przestrzenie V p
m nosz ¾a nazw¾e przestrzeni aproksymacji (ang. approximation spaces lub

resolution spaces), natomiast W p
m cz¾esto nazywane s ¾a przestrzeniami detali (szczegó÷ów)

(ang. detail spaces).

Aproksymacja falkowa w skończonym przedziale. Za÷ó·zmy teraz, ·ze funkcja F (x)
znika poza pewnym skończonym przedzia÷em S = [a; b], (zob. przyk÷ad na Rys. 1.3).

Zauwa·zmy, ·ze wspó÷czynniki falkowe ®p
Mn i ¯p

ml odpowiadaj ¾ace funkcjom falkowym
'p

Mn (x) i Ãp
ml (x) których nósniki le·z ¾a poza przedzia÷em S s ¾a równe zero, dzi ¾eki czemu

szereg falkowy funkcji F (x) redukuje si ¾e do postaci (por. (1.17))

F (x) =

nmax(M;p)X
n=nmin(M;p)

®p
Mn'p

Mn (x) +

1X
m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

¯p
mlÃ

p
ml (x) (1.22)

zawieraj ¾acej w ka·zdej skali m skończon ¾a liczb ¾e wyrazów. Granice sumowań nmin (M; p),
nmax (M; p), lmin (m; p), lmax (m; p) wyznaczane s ¾a z nast ¾epuj ¾acych warunków

n + (2p ¡ 1)

2M
> a

n

2M
< b

oraz

l + p

2m
> a

l + (1 ¡ p)

2m
< b

(1.23)
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i wynosz ¾a

nmin (M; p) =
¥
2Ma

¦ ¡ 2p + 2

nmax (M; p) =
§
2Mb

¨ ¡ 1
oraz

lmin (m; p) = b2mac ¡ p + 1

lmax (m; p) = d2mbe + p ¡ 2
(1.24)

gdzie bxc (dxe) oznacza najwi ¾eksz ¾a (najmniejsz ¾a) liczb ¾e ca÷kowit ¾a nie wi ¾eksz ¾a (nie mniej-
sz ¾a) ni·z x (zob. [42, str. 87] i Dodatek A.1, str. 114).

Rys. 1.3 W rozwini ¾eciu falkowym funkcji F (x) znikaj ¾acej poza przedzia÷em S = [a; b] wyst ¾epuj ¾a
jedynie funkcje falkowe 'p

Mn (x) i Ãp
ml (x), m > M , których nósniki (przedstawione w postaci

szarych prostok ¾atów) przecinaj ¾a si ¾e z tym przedzia÷em. Rysunek odpowiada sytuacji, gdy numer
falkowy p = 2 (zauwa·zmy, ·ze nósniki poszczególnych funkcji falkowych w tej samej skali nachodz ¾a
na siebie)

W konsekwencji, aproksymacje funkcji F (x) w przestrzeniach V p
K , K > M; przyjmuj ¾a

postác (por. (1.19))

F (x; K; p) =

nmax(M;p)X
n=nmin(M;p)

®p
Mn'p

Mn (x) +
K¡1X

m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

¯p
mlÃ

p
ml (x) (1.25)

i zawieraj ¾a, dla dowolnych skończonych skal M i K, skończon ¾a liczb ¾e wspó÷czynników
®p

Mn i ¯p
ml. Aproksymacje (1.25) stanowi ¾a podstaw¾e do skonstruowania falkowych modeli

teoretycznych w prezentowanych w pracy falkowych algorytmach identy…kacji.

1.3 Szybka transformata falkowa FWT

Pomi¾edzy funkcjami skaluj ¾acymi a falkami Daubechies o tym samym numerze falkowym
p zachodz ¾a nast ¾epuj ¾ace relacje (por. (1.13))

'p (x) =
p

2

2p¡1X
t=0

ct'
p (2x ¡ t) oraz Ãp (x) =

p
2

1X
t=¡2(p¡1)

(¡1)t c1¡t'
p (2x ¡ t) (1.26)
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które stanowi ¾a podstaw¾e, zaproponowanego w pracy [92], algorytmu tzw. szybkiej
transformaty falkowej (ang. fast wavelet transform (FWT)) s÷u·z ¾acego do wyznaczania
wspó÷czynników falkowych ®p

mn i ¯p
ml. Algorytm ten oblicza wspó÷czynniki falkowe w

skali m na podstawie wspó÷czynników z wy·zszej skali m + 1 za pomoc ¾a wzorów

®p
mn =

2p¡1X
t=0

ct®
p
m+1;2n+t oraz ¯p

ml =
1X

t=¡2(p¡1)

(¡1)t c1¡t®
p
m+1;2l+t (1.27)

Zwroćmy uwag¾e na nast¾epuj ¾ace w÷asnósci tego algorytmu, w odniesieniu do zadania wy-
znaczania wspó÷czynników falkowych w aproksymacjach (1.25):

² Algorytm nie de…niuje sposobu wyznaczania wspó÷czynników pocz ¾atkowych ®p
Kn

(zob. np. dyskusj ¾e na ten temat w pracy [28]).

² Jego z÷o·zonóśc obliczeniowa jest funkcj ¾a liniow ¾a wzgl ¾edem liczby wspó÷czynników
®p

Kn, (por. np. [92], [131]).



Rozdzia÷ 2

Nieliniowe systemy o strukturze
blokowej

Proponowane i badane w pracy algorytmy s÷u·z ¾a do identy…kacji nieliniowej charaktery-
styki elementu statycznego, b ¾ed ¾acego cz¾ésci ¾a z÷o·zonego systemu o strukturze blokowej.
Systemy z rozwa·zanej klasy zawieraj ¾a zarówno statyczne elementy nieliniowe jak i liniowe
elementy dynamiczne.

W literaturze mo·zna znaléźc szereg prac póswi ¾econych identy…kacji tego typu systemów.
W odniesieniu do zagadnienia identy…kacji charakterystyk nieliniowych, w wielu pracach
na ten temat (np. [6], [8]-[11], [18], [62]-[63], [87]-[90], [103], [117], [127]) autorzy rozwa-
·zaj ¾a systemy, w których identy…kowana charakterystyka nale·zy do znanej klasy funkcji o
skończonej liczbie parametrów. Z tego punktu widzenia, znacznie szersz ¾a klas ¾e systemów,
badano w pracach ([44]-[57], [70], [86], [107]-[108], [124]), w których o charakterystyce
zak÷adano jedynie, ·ze jest ograniczona lub ca÷kowalna z kwadratem.

2.1 Zastosowania praktyczne

Jak wspomniano we wprowadzeniu, inspiracj ¾e dla rozwoju badań nad identy…kacj ¾a syste-
mów o strukturze blokowej stanowi stale rosn ¾acy obszar dziedzin, w jakich pojawiaj ¾a si ¾e
ich zastosowania. Oprócz zastosowań w sterowaniu (zob. np. [125] i [155]), szereg aplikacji
pojawi÷o si ¾e tak·ze w medycynie [96], biocybernetyce [59], [75] i chemii [36]. Kolejnymi przy-
k÷adami mog ¾a býc: praca [143], w której przedstawiono zastosowania systemów o struktu-
rze blokowej do opisu pojedynczych komórek nerwowych (neuronów) oraz ich cz¾ésci (m.
in. synaps, zob. Rys. 2.5), jak równie·z komórek receptorowych zmys÷u s÷uchu; czy te·z prace
[78], [83], [105], w których systemy Hammersteina s ¾a wykorzystywane w dynamicznych
sztucznych sieciach neuronowych. Omawiane systemy stanowi ¾a równie·z podstaw¾e modeli
urz ¾adzeń stosowanych w przemýsle spo·zywczym (np. kolumn rekty…kacyjnych, zob. np.
[19]). Nale·zy tak·ze odnotowác ich zastosowania w przetwarzaniu sygna÷ów [54], [55] i [101].

17
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2.2 System zast ¾epczy. Warunki identy…kacji

Klas¾e rozwa·zanych w pracy nieliniowych systemów dynamicznych o strukturze blokowej
(Rys. 2.1) mo·zna opisác za pomoc ¾a ogólnego równania zast ¾epczego (por. [108])

yk = R (xk) + » (xk¡1; xk¡2; : : :) + zk (2.1)

W równaniu tym wyodr¾ebniamy identy…kowan ¾a nieliniowóśc R (x), natomiast pozosta÷ ¾a
cz¾éśc systemu traktujemy jako źród÷o zak÷óceń f»k = » (xk¡1; xk¡2; : : :)g (por. np. [48]),
oddzia÷uj ¾ace wraz z zak÷óceniami pomiarowymi fzkg na jej wyj́scie. Szczegó÷owa postác
zak÷óceń f»kg zale·zy od struktury identy…kowanego systemu, w ogólnósci jednak·ze, przy
losowym pobudzeniu, stanowi ¾a one ci ¾ag skorelowanych zmiennych losowych.

Rys. 2.1 Schemat zast ¾epczy klasy nieliniowych systemów dynamicznych o strukturze blokowej

Algorytmy proponowane w niniejszej pracy identy…kuj ¾a nieliniowóśc R (x) na podsta-
wie dost ¾epnego zbioru pomiarów wej́scia-wyj́scia systemu f(xk; yk)gN

k=1. Poka·zemy, ·ze z
tego powodu identy…kowana nieliniowóśc R (x) z Rys. 2.1 (wzór (2.1)) jest, w ogólnósci,
przesuni ¾et ¾a i przeskalowan ¾a wersj ¾a oryginalnych charakterystyk elementów nieliniowych
w tych systemach.

O systemie i warunkach identy…kacji przyjmujemy w pracy nast¾epuj ¾ace za÷o·zenia:

Z1. Wej́scie systemu jest pobudzane ci ¾agiem niezale·znych zmiennych losowych fxkgk2Z o
jednakowym rozk÷adzie. Funkcja g¾estósci prawdopodobieństwa wej́scia f (x) istnieje
oraz jest dodatnia i ograniczona dla wszystkich x nale·z ¾acych do pewnego przedzia÷u
S = [a; b] i równa 0 poza nim:

0 < ± 6 f (x) 6 Mf < 1; x 2 S (2.2)

dla pewnych, nieznanych ±; Mf > 0.

Z2. Nieliniowóśc R (x) jest ograniczona dla x z przedzia÷u S = [a; b]

jR (x)j 6 MR < 1; x 2 S (2.3)

Z3. Sygna÷ f»kgk2Z, pochodz ¾acy od systemu, mo·zna przedstawíc za pomoc ¾a ogólnej
formu÷y

»k =

1X
i=1

¸i³ (xk¡i) (2.4)

gdzie ³ (x) jest nieliniowósci ¾a paso·zytnicz ¾a, b ¾ed ¾ac ¾a (nieznan ¾a) funkcj ¾a, ograniczon ¾a
dla ka·zdego x 2 S = [a; b]

j³ (x)j 6 M³ < 1; x 2 S
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i dla której zachodzi E ³ (x1) = 0. Ci ¾ag f¸ig jest (równie·z nieznan ¾a) odpowiedzi ¾a
impulsow ¾a liniowego uk÷adu dynamicznego, o którym zak÷adamy, ·ze jest asympto-
tycznie stabilny,

P1
i=1 j¸ij < 1. Odpowiednie przyk÷ady podane s ¾a w punkcie 2.3.

Z4. Zak÷ócenie pomiarowe fzkgk2Z stanowi wyj́scie nieznanego elementu (podsystemu)
dynamicznego, o odpowiedzi impulsowej f!ig1

i=0, asymptotycznie stabilnego,P1
i=0 j!ij < 1 i pobudzanego bia÷ym szumem f"kgk2Z o zerowej wartósci

oczekiwanej, E "1 = 0, i skończonej wariancji, var "1 < 1

zk =
1X

i=0

!i"k¡i

Z5. Procesy fxkg i f"kg, a zatem te·z fxkg i fzkg, s ¾a wzajemnie niezale·zne.

Z6. Sygna÷y interakcyjne ÷ ¾acz ¾ace poszczególne elementy systemu, podobnie jak zak÷óce-
nia f»kg i fzkg, s ¾a niedost ¾epne dla pomiaru.

Przy tak sformu÷owanych za÷o·zeniach ogólne równanie zast¾epcze (2.1) przyjmuje postác

yk = R (xk) +

1X
i=1

¸i³ (xk¡i) +

1X
i=0

!i"k¡i (2.5)

Zwró́cmy uwag¾e, ·ze przedstawione powy·zej za÷o·zenia stawiaj ¾a niewielkie wymagania
co do zakresu wst¾epnej wiedzy o charakterystykach poszczególnych elementów systemu.
Za÷o·zenie Z2 obejmuje praktycznie dowoln ¾a charakterystyk¾e, jak ¾a mo·zna spotkác w za-
stosowaniach, a wraz z za÷o·zeniami Z1 i Z4, dotyczy sytuacji, w których identy…kacja ma
miejsce:

² podczas normalnej pracy systemu w stanie ustalonym (w trakcie tzw. eksperymentu
biernego),

² w warunkach losowych, tj. przy losowym pobudzeniu wej́śc systemu i losowym cha-
rakterze (niemierzalnych) zak÷óceń pomiarowych dzia÷aj ¾acych na jego wyj́scie,

² przy pomocy urz ¾adzeń o ograniczonym zakresie pomiarowym (np. woltomierze,
świat÷omierze, termometry).

Podobnie ogólny charakter ma za÷o·zenie Z3, które dotyczy dynamicznej cz¾ésci identy-
…kowanego systemu i nak÷ada tylko wymaganie, aby by÷a ona asymptotycznie stabilna.

Uwaga 2.3 Przy za÷o·zeniach Z1-Z5, xk, »k, zk i, w konsekwencji tak·ze yk, s ¾a stacjo-
narnymi (w szerszym sensie) procesami losowymi drugiego rz ¾edu, tj. dla ka·zdego z nich
istnieje sta÷a wartóśc średnia, ograniczona wariancja oraz funkcja autokowariancji zale·zna
tylko od odleg÷ósci w czasie pomi ¾edzy poszczególnymi realizacjami ka·zdego z procesów (zob.
np. [153, str. 64] i por. [108, str. 948]).

2.3 Przyk÷ady systemów o strukturze blokowej

Przedstawimy teraz przyk÷adowe systemy o strukturze blokowej i dla ka·zdego z nich wy-
znaczymy postác równania zast ¾epczego (2.5) oraz warunki potrzebne do spe÷nienia za÷o·zeń
Z2-Z3. W sposób szczególny zbadamy zwi ¾azki pomi ¾edzy nieliniowósci ¾a R (x) a charakte-
rystykami nieliniowymi elementów statycznych tych systemów.
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2.3.1 System statyczny

Jest to najprostszy z systemów (Rys. 2.2) nale·z ¾acych do rozwa·zanej klasy, w którym
»k ´ 0. Dla tego systemu równanie zast ¾epcze (2.5) redukuje si ¾e do postaci

yk = ¹ (xk) +

1X
i=0

!i"k¡i (2.6)

i nieliniowóśc R (x) w systemie zast¾epczym jest równa charakterystyce ¹ (x).

Rys. 2.2 System statyczny

2.3.2 System Hammersteina

W przedstawionych systemach Hammersteina (Rys. 2.3) nieliniowy element statyczny o
charakterystyce ¹ (x) ÷ ¾aczy si ¾e w kaskad¾e z liniowym elementem dynamicznym o odpo-
wiedzi impulsowej f¸ig1

i=0.

Rys. 2.3 System Hammersteina: a) z zak÷óceniami na wyj́sciu systemu, b) z zak÷óceniami na
wyj́sciu elementu nieliniowego

System z Rys. 2.3a mo·zna opisác za pomoc ¾a poni·zszego równania (por. (2.6))

yk =

1X
i=0

¸i¹ (xk¡i) +

1X
i=0

!i"k¡i

z którego, po przekszta÷ceniu do postaci

yk = ¸0¹ (xk) + E ¹ (x1)

1X
i=1

¸i +

1X
i=1

¸i [¹ (xk¡i) ¡ E ¹ (x1)] +

1X
i=0

!i"k¡i (2.7)

otrzymujemy w równaniu zast¾epczym (2.5), ·ze

R (x) = ¸0¹ (x) + s oraz ³ (x) = ¹ (x) ¡ E ¹ (x1) , gdzie s = E ¹ (x1)
1X

i=1

¸i (2.8)
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Aby system spe÷nia÷ za÷o·zenia Z2-Z3 potrzeba zatem, aby j¹ (x)j < 1, dla x 2 S,j¸0j <
1 oraz

P1
i=1 j¸ij < 1.

W wersji systemu z Rys. 2.3b na wyj́scie elementu nieliniowego ¹ (x) dzia÷aj ¾a skorelo-
wane zak÷ócenia zewn¾etrzne z0

k =
P1

i=0 ´i"k¡i. Otrzymujemy teraz, ·ze

yk =

1X
i=0

¸i¹ (xk¡i) +

1X
i=0

¸iz
0
k¡i

sk ¾ad, po przekszta÷ceniach, mamy (por. (2.7))

yk = ¸0¹ (xk) + E ¹ (x1)

1X
i=1

¸i +

1X
i=1

¸i [¹ (xk¡i) ¡ E ¹ (x1)] +

1X
i=0

1X
j=0

¸i´j"k¡(i+j)

a zatem, podobnie jak poprzednio (por. (2.8)), dostajemy, ·ze

R (x) = ¸0¹ (x) + s oraz ³ (x) = ¹ (x) ¡ E ¹ (x1) , gdzie s = E ¹ (x1)
1X

i=1

¸i (2.9)

Zak÷ócenia zewn¾etrzne zk przyjmuj ¾a natomiast postác (por. za÷o·zenie Z4)

zk =

1X
i=0

!i"k¡i, gdzie !i =
iX

j=0

¸j´i¡j

W stosunku do wymagań stawianych systemowi Hammersteina z Rys. 2.3a, zak÷adamy
dodatkowo, ·ze element dynamiczny z odpowiedzi ¾a f´ig jest asymptotycznie stabilny, tj.,
·ze

P1
i=0 j´ij < 1.

Uwaga 2.4 Ze wzorów (2.8) oraz (2.9) wynika, ·ze dla systemów Hammersteina nielinio-
wóśc R (x) w równaniu zast ¾epczym (2.5) nie jest równa charakterystyce elementu statycz-
nego ¹ (x), ale stanowi jej skalowan ¾a i przesuni ¾et ¾a wersj ¾e

R (x) = ¸0¹ (x) + s (2.10)

gdzie parametr ¸0 i przesuni ¾ecie s s ¾a sta÷ymi zale·znymi od systemu. Taka relacja pomi ¾edzy
prawdziw ¾a charakterystyk ¾a ¹ (x) a identy…kowan ¾a nieliniowósci ¾a R (x) jest konsekwencj ¾a
z÷o·zonej struktury systemu i przyj ¾etych w za÷o·zeniu Z6 ograniczén pomiarowych. To·zsa-
móśc R (x) ´ ¹ (x) zachodzi tylko w szczególnych wypadkach, gdy ¸0 = 1 oraz np. gdy
charakterystyka ¹ (x) i funkcja g ¾estósci wej́scia f (x) s ¾a, odpowiednio, nieparzyste i syme-
tryczne wzgl ¾edem środka przedzia÷u S (wówczas E ¹ (x1) = 0, a st ¾ad s = 0).

2.3.3 System równoleg÷y

W poni·zszym przyk÷adzie, system stanowi po÷ ¾aczenie równoleg÷e nieliniowego elementu
statycznego z dynamicznym podsystemem liniowym (Rys. 2.4)

Jego równanie ma postác (por. (2.6) i (2.7))

yk = ¹ (xk) +
1X

i=0

¸ixk¡i +
1X

i=0

!i"k¡i (2.11)
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Rys. 2.4 Przyk÷ad systemu o strukturze równoleg÷ej

Zak÷adaj ¾ac teraz, ·ze ¸0 = 0 (tj. ·ze podsystem dynamiczny wnosi opó́znienie) otrzymujemy,
·ze

yk = ¹ (xk) +
1X

i=1

¸ixk¡i +
1X

i=0

!i"k¡i =

= ¹ (xk) + E x1

1X
i=1

¸i +

1X
i=1

¸i (xk¡i ¡ E x1) +

1X
i=0

!i"k¡i

W rezultacie, w równaniu (2.5) nieliniowósci R (x) i ³ (x) s ¾a dane nast¾epuj ¾aco (por. (2.8))

R (x) = ¹ (x) + s oraz ³ (x) = x ¡ E (x1) , gdzie s = E x1

1P
i=1

¸i (2.12)

Dla spe÷nienia za÷o·zeń Z2-Z3 nale·zy przyj ¾ác, ·ze j¹ (x)j < 1 dla x 2 S oraz
P1

i=1 j¸ij < 1.
Natomiast warunek j³ (x)j < 1 jest spe÷niony na mocy za÷o·zenia Z1 (tj. zerowania si ¾e
funkcji g¾estósci wej́scia f (x) poza przedzia÷em S).

Rys. 2.5 Dynamiczne systemy nieliniowe o strukturze równoleg÷ej stosowane s ¾a przy modelo-
waniu powierzchni komórek nerwowych [143, str. 94]

Uwaga 2.5 Nieliniowóśc R (x) jest równa charakterystyce ¹ (x) jedynie w szczególnych
przypadkach, gdy s = 0 (np. jésli E x1 = 0 lub

P1
i=1 ¸i = 0). W przypadku gdy ¸0 6= 0 (tj.
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gdy w podsystemie dynamicznym nie wyst ¾epuje opó́znienie), zale·znóśc (2.11) komplikuje
si ¾e i przybiera postác

yk = ¹ (xk) + ¸0xk + E x1

1X
i=1

¸i +

1X
i=1

¸i (xk¡i ¡ E x1) +

1X
i=0

!i"k¡i

Wtedy, nawet jésli s = 0, to nieliniowóśc R (x) pozostaje zniekszta÷cona w stosunku do
charakterystyki ¹ (x) przez liniowy sk÷adnik ¸0x

R (x) = ¹ (x) + ¸0x

W sytuacji, gdy ¸0 = 1, mo·zna w celu identy…kacji ¹ (x) skorzystác z faktu, ·ze ¹ (x) =
R (x) ¡ x.

2.3.4 System szeregowo-równoleg÷y

Jest to system z Rys. 2.6, b ¾ed ¾acy uogólnieniem systemów przedstawionych poprzednio.

Rys. 2.6 Przyk÷ad systemu szeregowo-równoleg÷ego z dwoma elementami nieliniowymi o cha-
rakterystykach · (x) i µ (x)

Liniowe podsystemy dynamiczne w obu ga÷ ¾eziach maj ¾a odpowiedzi impulsowe, odpowie-
dnio, f´ig i f#ig i zak÷adamy, ·ze w ga÷ ¾ezi górnej wyst¾epuje opó́znienie, tj. #0 = 0. Wyj́scie
takiego systemu mo·zna opisác nast ¾epuj ¾acym równaniem (por. (2.6), (2.7) i (2.11))

yk = ´0· (xk) + E · (x1)

1X
i=1

´i + E µ (x1)

1X
i=1

#i

+
1X

i=1

f´i [· (xk¡i) ¡ E · (x1)] + #i [µ (xk¡i) ¡ E µ (x1)]g +
1X

i=0

!i"k¡i (2.13)

Nieliniowóśc R (x) w równaniu zast ¾epczym (2.5) ma teraz postác (por. (2.8) i (2.12))

R (x) = ´0· (x) + s; s = E · (x1)
1X

i=1

´i + E µ (x1)
1X

i=1

#i (2.14)

Jésli zachodzi odwrotna sytuacja (opó́znienie istnieje w ga÷ ¾ezi dolnej, tj. ´0 = 0 oraz
#0 6= 0), to wówczas

R (x) = #0µ (x) + s
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Gdy równoczésnie ´0 6= 0 oraz #0 6= 0, to nieliniowóśc R (x) jest równa wa·zonej i przesu-
ni ¾etej sumie obu charakterystyk nieliniowych

R (x) = ´0· (x) + #0µ (x) + s

Aby przedstawíc zak÷ócenia f»kg w postaci jak w za÷o·zeniu Z3, skorzystamy z nast ¾epuj ¾acej
notacji wektorowej (zob. [108])

¸i = [´i; #i]

³ (x) = [· (x) ¡ E · (x1) ; µ (x) ¡ E µ (x1)]

dzi ¾eki której otrzymujemy, ·ze

»k =
1X

i=1

¸i³
T (xk¡i) (2.15)

Z (2.14) i (2.15) wynika, ·ze za÷o·zenia Z2-Z3 s ¾a spe÷nione, gdy j· (x)j ; jµ (x)j < 1 dla
x 2 S oraz j#0j ; j´0j < 1 i

P1
i=1 j´ij ;

P1
i=1 j#ij < 1.

2.3.5 System o wielu wej́sciach (MISO)

Za÷o·zenie Z4 dotycz ¾ace zak÷óceń zewn¾etrznych jest natury ogólnej. Nie formu÷uje si ¾e w
nim ścis÷ych wymagań co do struktury korelacyjnej zewn¾etrznych zak÷óceń (która mo·ze
býc dowolna), ·z ¾adaj ¾ac jedynie aby zewn¾etrzny sygna÷ zak÷ócaj ¾acy zk by÷ (podobnie jak za-
k÷ócenie »k) stacjonarnym procesem o zerowej wartósci oczekiwanej i skończonej wariancji,
opisanym jak w Z4. Warunki te s ¾a spe÷niane przez typowe rodzaje zak÷óceń:

² Zak÷ócenia nieskorelowane (szum bia÷y), dla których zk = "k.

² Zak÷ócenia skorelowane (szum kolorowy), b ¾ed ¾ace wyj́sciem asymptotycznie stabil-
nych elementów dynamicznych, pobudzanych przez stacjonarny bia÷y szum "k.

O szumie f"kg zak÷ada si ¾e jedynie, ·ze E "1 = 0 oraz var "1 < 1 (por. Z4).

Wobec du·zej dowolnósci rozk÷adu zk, równanie (2.5) mo·ze zatem pos÷u·zýc do opisu sy-
stemów o wielu stochastycznie niezale·znych wej́sciach (systemów addytywnych wzgl ¾edem
swoich wej́śc – zob. np. [114, str. 170])

Rys. 2.7 System równoleg÷y z dwoma niezale·znymi wej́sciami

Przyk÷ad takiego systemu przedstawiony jest na Rys. 2.7. Przyjmuj ¾ac w nim, ·ze wej́scia
²k i xk s ¾a stacjonarne i od siebie stochastycznie niezale·zne, górn ¾a ga÷ ¾áz systemu mo·zna
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uznác za źród÷o skorelowanego zak÷ócenia, dzia÷aj ¾acego na wyj́scie systemu Hammersteina
w dolnej ga÷ ¾ezi. Równanie ca÷ego systemu jest teraz nast¾epuj ¾ace (por. np. (2.7))

yk =
1X

i=0

¸i¹ (xk¡i) +
1X

i=0

!iµ (²k¡i)

Przekszta÷caj ¾ac je do postaci równania zast ¾epczego (2.5)

yk = ¸0¹ (xk) + E ¹ (x1)

1X
i=1

¸i + E µ (²1)

1X
i=0

!i

+

1X
i=1

¸i [¹ (xk¡i) ¡ E ¹ (x1)] +

1X
i=0

!i [µ (²k¡i) ¡ E µ (²1)]

otrzymujemy, ·ze

R (x) = ¸0¹ (x) + s; s = E¹ (x1)
1X

i=1

¸i + E µ (²1)
1X

i=0

!i

³ (x) = ¹ (x) ¡ E ¹ (x1) ; "k = µ (²k) ¡ E µ (²1)

Przyjmujemy tu, ·ze j¹ (x)j < 1 dla x 2 S, var µ (²1) < 1, oraz ·ze oba elementy dyna-
miczne s ¾a asymptotycznie stabilne, j¸0j < 1,

P1
i=1 j¸ij < 1 i

P1
i=0 j!ij < 1.

Podsumowanie

Przedstawiona w rozdziale klasa systemów nieliniowych obejmuje systemy o strukturze
blokowej, w której mo·zna wyodr¾ebníc element statyczny o charakterystyce nieliniowej, i
w których nie wyst¾epuje sprz¾e·zenie zwrotne od wyj́scia systemu.

Ze wzgl ¾edu na z÷o·zon ¾a struktur¾e systemów oraz przyj ¾ete ograniczenia pomiarowe (za-
÷o·zenie Z6) obiektem identy…kacji nie jest oryginalna charakterystyka elementu statycz-
nego, ale ogólnie nieliniowóśc R (x) stanowi ¾aca jej przesuni ¾et ¾a i przeskalowan ¾a wersj ¾e. Ze
wzgl ¾edu na szeroki obszar, w jakim rozwa·zana klasa systemów znajduje swoje zastosowa-
nia (zob. przyk÷ady w punkcie 2.1), wa·zna wydaje si ¾e býc jednak·ze mo·zliwóśc identy…kacji
nawet przybli·zonych w powy·zszym sensie charakterystyk nieliniowych systemów, za to w
warunkach bardzo ma÷ej wiedzy wst¾epnej, zarówno o w÷asnósciach samych charakterystyk
jak i pozosta÷ych elementów systemu oraz przy ograniczonych mo·zliwósciach pomiarów w
systemie (por. [45]). Przyj ¾ete przez nas za÷o·zenia Z1-Z6 odpowiadaj ¾a takim wymaganiom.



Rozdzia÷ 3

Falkowe algorytmy identy…kacji

W rozdziale prezentujemy i badamy falkowe algorytmy identy…kacji nieliniowósci R (x)
w systemie zast¾epczym przedstawionym na Rys. 2.1 w rozdziale drugim. Proponowane
algorytmy prowadz ¾a do wyznaczenia empirycznych modeli falkowych, opartych o falkowe
aproksymacje identy…kowanych nieliniowósci (por. wzór (1.25) w punkcie 1.2). Algorytmy
te mog ¾a znaléźc zastosowanie przede wszystkim w sytuacjach, gdy wiedza wst ¾epna na te-
mat identy…kowanej nieliniowósci jest niewielka (gdy np. wiadomo jedynie, ·ze nieliniowóśc
jest ograniczona) (por. te·z np. [43]-[57], [70], [86], [107]-[108], [112]-[113], [116], [124]).

Stosowane cz¾esto w takich wypadkach tradycyjne algorytmy identy…kacji wykorzystu-
j ¾ace modele b ¾ed ¾ace wielomianami o arbitralnie przyj ¾etym stopniu (zob. np. [8]-[9], [87],
[103] czy te·z [127]) w naturalny sposób ograniczaj ¾a klas ¾e nieliniowósci, dla której mog ¾a
zbiegác, do zbioru charakterystyk wielomianowych stopnia nie wy·zszego ni·z wybrany.
Natomiast przedstawiane algorytmy falkowe (podobnie jak i inne algorytmy identy…kacji,
wykorzystuj ¾ace modele oparte na szeregach ortogonalnych) pozwalaj ¾a (asymptotycznie)
odkrýc dowolne – w praktyce – nieliniowósci, znacz ¾aco poszerzaj ¾ac klas ¾e mo·zliwych do
identy…kacji charakterystyk, a tym samym, dziedzin¾e potencjalnych zastosowań.

W÷asnósci asymptotyczne (warunki i szybkóśc zbie·znósci) algorytmów ortogonalnych
badano dot ¾ad m.in. dla szeregów Fouriera [44], [50], [56], [86], Hermite’a [44], [50], [55],
Laguerre’a [46], Legendre’a [54] i Czebyszewa [112].

W pracy [44] zauwa·zono, ·ze asymptotyczne w÷asnósci algorytmów ortogonalnych, uzy-
skane wczésniej dla systemów statycznych w [50], nie ulegaj ¾a zmianie, gdy identy…kowana
nieliniowóśc (jej wersja) jest charakterystyk ¾a statycznego elementu nieliniowego w syste-
mie Hammersteina, a w pracy [108] uogólniono t ¾e obserwacj ¾e na szersz ¾a klas ¾e z÷o·zonych
systemów o strukturze blokowej (obejmuj ¾ac ¾a, oprócz wspomnianego wy·zej systemu Ham-
mersteina, równie·z prezentowane w rozdziale drugim systemy równoleg÷e i o strukturze
mieszanej).

Algorytmy falkowe z funkcjami falkowymi Haara badano w pracach [70] i [108]. W ni-
niejszej pracy, algorytmy identy…kacji wykorzystuj ¾a dowolne funkcje falkowe Daubechies,
podobnie jak wczésniej w [49], [71]-[72] i [109], jednak w zastosowaniu do innych algoryt-
mów. Rozpatruje si ¾e trzy typy algorytmów i wynikaj ¾ace z nich klasy empirycznych modeli
falkowych. Dwa z nich (algorytm ilorazowy i algorytm bezpósredni) znajduj ¾a zastosowa-
nie w sytuacjach, w których funkcja g¾estósci wej́scia systemu jest znana, trzeci (algorytm

26
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ilorazowy z estymacj ¾a funkcji g¾estósci wej́scia) dotyczy przypadku, gdy tej funkcji nie
znamy.

A. Znana g ¾estóśc prawdopodobień-
stwa wej́scia systemu

3.1 Algorytm ilorazowy

Podstawa teoretyczna. W przypadku znanej funkcji g ¾estósci prawdopodobieństwa
wej́scia f (x) klasa teoretycznych modeli falkowych nieliniowósci R (x), stanowi ¾aca pod-
staw¾e do skonstruowania algorytmu identy…kacji, sk÷ada si ¾e z modeli opartych o zapropo-
nowan ¾a w pracy [50] faktoryzacj ¾e nieliniowósci R (x)

R (x) =
G (x)

f (x)
; gdzie G (x)

def
= R (x) ¢ f (x) (3.1)

Modele z tej klasy (otrzymywane dla ró·znych p) dane s ¾a nast ¾epuj ¾acym ilorazem

RG (x; K; p) =
G (x; K; p)

f (x)
(3.2)

w którym G (x; K; p) (dla danego K i p) jest teoretycznym modelem falkowym (aproksy-
macj ¾a) funkcji G (x) (por. wzór (1.25) w punkcie 1.2)

G (x; K; p) =

nmax(M;p)X
n=nmin(M;p)

®p
Mn'p

Mn (x) +
K¡1X

m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

¯p
mlÃ

p
ml (x) (3.3)

o wspó÷czynnikach ®p
Mn i ¯p

ml równych wspó÷czynnikom jej rozwini ¾ecia w szereg falkowy
(por. wzór (1.18) w punkcie 1.2)

®p
Mn =

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

G (x) 'p
Mn (x) dx oraz ¯p

ml =

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

G (x) Ãp
ml (x) dx (3.4)

Granice sumowań w modelu (3.3) wynosz ¾a (por. (1.24))

nmin (M; p) =
¥
2Ma

¦ ¡ 2p + 2

nmax (M; p) =
§
2Mb

¨ ¡ 1
oraz

lmin (m; p) = b2mac ¡ p + 1

lmax (m; p) = d2mbe + p ¡ 2
(3.5)

gdzie a; b s ¾a granicami przedzia÷u S.

Algorytm identy…kacji. Modele empiryczne. Zadaniem algorytmu identy…kacji
jest wyznaczenie empirycznego modelu falkowego nieliniowósci R (x) na podstawie zbioru
pomiarów f(xk; yk)gN

k=1 wej́scia i wyj́scia systemu (por. punkt 2.2 w rozdz. 2). Wobec zna-
jomósci funkcji g ¾estósci f (x) oraz teoretycznej postaci modelu falkowego (wzory (3.2)-
(3.3)) zadanie to sprowadza si ¾e do oszacowania (estymacji) nieznanych (przy nieznajomo-
ści R (x)) wspó÷czynników ®p

Mn i ¯p
ml modelu G (x; K; p) (dla dowolnego p) w oparciu o
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pomiary f(xk; yk)gN
k=1. Opieraj ¾ac si ¾e na znanym spostrze·zeniu, ·ze przy za÷o·zeniach Z1-Z5

wspó÷czynniki modeli G (x; K; p) s ¾a równe przedstawionym poni·zej wartósciom oczekiwa-
nym (zob. np. [44], [50], [104] lub [108])

®p
Mn = E [y1'p

Mn (x1)] oraz ¯p
ml = E [y1Ã

p
ml (x1)] (3.6)

mo·zemy je oszacowác za pomoc ¾a prostych estymatorów

®̂p
Mn =

1

N

NX
k=1

yk'p
Mn (xk) oraz ^̄p

ml =
1

N

NX
k=1

ykÃp
ml (xk) (3.7)

otrzymuj ¾ac w ten sposób klas ¾e (dla ró·znych p) estymatorów falkowych (empirycznych
modeli falkowych) nieliniowósci R (x), odpowiadaj ¾acych klasie modeli teoretycznych (3.2)-
(3.3):

R̂G (x; K; p) =
Ĝ (x; K; p)

f (x)
(3.8)

gdzie

Ĝ (x; K; p) =

nmax(M;p)X
n=nmin(M;p)

®̂p
Mn'p

Mn (x) +
K¡1X

m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

^̄p

mlÃ
p
ml (x) (3.9)

jest empirycznym modelem falkowym funkcji G (x).

Prowadzi to do sformu÷owania nast ¾epuj ¾acego algorytmu identy…kacji (algorytm tego
typu dla innych uk÷adów funkcji ortogonalnych badany by÷ w [43], natomiast dla falek w
[72]):

Algorytm ilorazowy:
Krok 1. Na podstawie pomiarów f(xk; yk)gN

k=1 oblicz oszacowania ®̂p
Mn oraz ^̄p

ml

wed÷ug wzorów (3.7) :
Krok 2. Wyznacz empiryczny model nieliniowósci R (x) jako iloraz (3.8), z liczni-
kiem danym przez (3.9).

Analiza w÷asnósci modeli empirycznych R̂G (x; K; p), dla ró·znych p, sprowadza si ¾e do
zbadania w÷asnósci modelu Ĝ (x; K; p) w liczniku zale·znósci (3.8).

3.1.1 Analiza w÷asnósci modeli empirycznych Ĝ (x; K; p)

Zbie·znóśc oszacowań ®̂p
Mn i ^̄p

ml

×atwo zauwa·zýc, ·ze na mocy za÷o·zeń Z3-Z5, estymatory ®̂p
Mn i ^̄p

ml dane wzorem (3.7) s ¾a
nieobci ¾a·zone

E ®̂p
Mn = ®p

Mn oraz E ^̄p

ml = ¯p
ml (3.10)

Ponadto, dla ich wariancji zachodz ¾a nast¾epuj ¾ace nierównósci

var ®̂p
Mn 6 1

N
(Avar + Acov) oraz var ^̄p

ml 6 1

N
(Bvar + Bcov) (3.11)

gdzie Avar; Bvar oraz Acov i Bcov s ¾a dodatnimi sta÷ymi, zale·znymi od cz¾ésci dynamicznej
systemu i charakteru zewn¾etrznych zak÷óceń (zob. (B.13) i (B.14) w Dodatku B.1, str.
116-120).

Z w÷asnósci (3.10) i (3.11) wnioskujemy zatem, ·ze:
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Lemat 3.1 Wspó÷czynniki ®̂p
Mn i ^̄p

ml modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) zbiegaj ¾a średnio-
kwadratowo do wspó÷czynników ®p

Mn i ¯p
ml modeli teoretycznych G (x; K; p) wraz z rosn ¾ac ¾a

liczb ¾a pomiarów N . Ponadto

MSE ®̂p
Mn = E (®p

Mn ¡ ®̂p
Mn)2 = E (E ®̂p

Mn ¡ ®̂p
Mn)2 = var ®̂p

Mn 6 1

N
(Avar + Acov)

oraz
MSE ^̄p

ml 6 1

N
(Bvar + Bcov)

Nale·zy podkréslíc, ·ze otrzymane wy·zej oszacowania nie zale·z ¾a od (patrz Dodatek B.1):

V1. Skorelowania zak÷óceń zewn¾etrznych zk.

V2. Struktury identy…kowanego systemu (z klasy rozwa·zanych systemów).

V3. Regularnósci identy…kowanej nieliniowósci R (x) i funkcji g ¾estósci f (x).

A. Analiza zbie·znósci punktowej modeli Ĝ (x; K; p)

Dekomponuj ¾ac b÷ ¾ad średniokwadratowy modelu Ĝ (x; K; p) w ustalonym punkcie x

MSE Ĝ (x; K; p) = E
nh

G (x) ¡ E Ĝ (x; K; p)
i

+
h
E Ĝ (x; K; p) ¡ Ĝ (x; K; p)

io2

=

=
h
G (x) ¡ E Ĝ (x; K; p)

i2

+ E
h
E Ĝ (x; K; p) ¡ Ĝ (x; K; p)

i2

=

= bias2 Ĝ (x; K; p) + var Ĝ (x; K; p) (3.12)

otrzymujemy dwa sk÷adniki b÷ ¾edu modelu: kwadrat obci ¾a·zenia, bias2 Ĝ (x; K; p) (wynika-
j ¾acy z niedoskona÷ósci teoretycznego modelu falkowego (G (x; K; p) = E Ĝ (x; K; p)) – je-
dynie aproksymuj ¾acego, dla skończonych skal K, funkcj ¾e G (x)) i wariancj ¾e var Ĝ (x; K; p),
b ¾ed ¾ac ¾a konsekwencj ¾a losowej natury wspó÷czynników ®̂p

Mn i ^̄p

ml (pomiarów f(xk; yk)g).

Wariancja wyj́scia modelu var Ĝ (x; K; p). Z (3.10) wynika, ·ze modele empiryczne
Ĝ (x; K; p) – dla poszczególnych K i p – s ¾a nieobci ¾a·zonymi estymatorami modeli teore-
tycznych G (x; K; p)

E Ĝ (x; K; p) = G (x; K; p) (3.13)

i w konsekwencji

var Ĝ (x; K; p) = E
h
G (x; K; p) ¡ Ĝ (x; K; p)

i2

St ¾ad oraz z obliczeń przedstawionych w Dodatku B.2 (str. 120) otrzymujemy, ·ze w ka·zdym
punkcie x 2 S wariancja wyj́scia modelu empirycznego Ĝ (x; K; p) spe÷nia nierównóśc

var Ĝ (x; K; p) 6 2K

N
¢ Cvar (3.14)

gdzie Cvar jest dodatni ¾a sta÷ ¾a, okréslon ¾a w Dodatku B.2. Zale·zy ona od dynamiki systemu i
dzia÷aj ¾acych zak÷óceń. Wnioskujemy zatem, ·ze rz ¾ad wariancji var Ĝ (x; K; p) zale·zy jedynie
od liczby pomiarów N i przyj ¾etych skal K modeli (por. w÷asnósci V1-V3, str. 29).
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Obci ¾a·zenie bias2 Ĝ (x; K; p). Ze wzgl ¾edu na (3.13) kwadrat obci ¾a·zenia wyj́scia modeli
empirycznych Ĝ (x; K; p) w punkcie x jest równy kwadratowi b÷ ¾edu aproksymacji w tym
punkcie funkcji G (x) za pomoc ¾a jej falkowych modeli teoretycznych G (x; K; p):

bias 2Ĝ (x; K; p) =
h
G (x) ¡ E Ĝ (x; K; p)

i2

= [G (x) ¡ G (x; K; p)]2 (3.15)

Ma on zatem, w przeciwieństwie do wariancji, przyczyny natury deterministycznej i nie
zale·zy od liczby pomiarów N . B÷ ¾ad ten maleje do zera, ze wzrostem skali K, w tych
punktach x, w których funkcja G (x) jest ci ¾ag÷a (zob. [80, twierdzenie 2.1]), tj. gdy np.
jednoczésnie nieliniowóśc R (x) i funkcja g¾estósci f (x) s ¾a ci ¾ag÷e,

bias 2Ĝ (x; K; p) ! 0 dla K ! 1 (3.16)

Zbie·znóśc punktowa modeli Ĝ (x; K; p)

Z (3.14) wynika, ·ze w ustalonej skali K i przy rosn ¾acej liczbie pomiarów N znika sk÷a-
dowa losowa, wyra·zana przez wariancj ¾e i w konsekwencji b÷ ¾ad średniokwadratowy modelu
Ĝ (x; K; p) staje si ¾e (asymptotycznie) równy kwadratowi obci ¾a·zenia

MSE Ĝ (x; K; p) ! bias2 Ĝ (x; K; p) dla N ! 1; K = const (3.17)

Dalsza poprawa dok÷adnósci modelu wymaga zatem zredukowania obci ¾a·zenia poprzez
zwi ¾ekszenie skali K we wzorze (3.9) (por. (3.16)). Post ¾epowanie takie, przy ustalonej
liczbie pomiarów N , prowadzi jednak·ze do wzrostu sk÷adowej wariancji, a tym samym
zwi ¾ekszenia b÷ ¾edu MSE Ĝ (x; K; p) (s ¾adz ¾ac po oszacowaniu (3.14))

MSE Ĝ (x; K; p) ! 1 dla K ! 1; N = const (3.18)

Takie przeciwstawne (ze wzgl ¾edu na parameter K skali modelu) zachowanie si ¾e obu sk÷a-
dowych b÷ ¾edu średniokwadratowego (3.12) cechuje równie·z algorytmy identy…kacji oparte
o inne szeregi ortogonalne (zob. np. [50]). Jego rozwi ¾azaniem jest uzale·znienie szybko-
ści wzrostu skali K od liczby pomiarów N , tak aby jednoczésnie spe÷nione by÷y ogólne
warunki (por. np. [50], [70], [108])

K = K (N) ! 1 oraz
2K(N)

N
! 0 dla N ! 1 (3.19)

Dzi ¾eki temu, wraz ze wzrostem liczby pomiarów znikaj ¾a obie sk÷adowe b÷¾edu średniokwa-
dratowego modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) i modele te zbiegaj ¾a do wartósci funkcji G (x)
w ka·zdym punkcie jej ci ¾ag÷ósci, w przedziale S = [a; b]. Otrzymalísmy zatem nast¾epuj ¾acy
lemat:

Lemat 3.2 Jésli nieliniowóśc R (x) i funkcja g ¾estósci f (x) s ¾a ci ¾ag÷e w punkcie x 2 S =
[a; b], a skala K modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) zale·zy od liczby pomiarów N tak, ·ze
spe÷nione s ¾a warunki

K = K (N) ! 1 oraz 2K(N)=N ! 0, gdy N ! 1
to dla dowolnego p modele te zbiegaj ¾a w tym punkcie średniokwadratowo do nieliniowósci
G (x)

MSE Ĝ (x; K (N) ; p) = E
h
G (x) ¡ Ĝ (x; K (N) ; p)

i2

! 0 gdy N ! 1 (3.20)
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Szybkóśc zbie·znósci punktowej modeli Ĝ (x; K; p)

Szybkóśc punktowej zbie·znósci średniokwadratowej empirycznych modeli falkowych
Ĝ (x; K; p) (tempo zmniejszania si ¾e b÷ ¾edu MSE w (3.20) ze wzrostem skali K) b ¾edziemy
badác w zale·znósci od regularnósci (g÷adkósci) identy…kowanej nieliniowósci R (x) i
funkcji g ¾estósci f (x) oraz zastosowanych w modelach funkcji falkowych. Skupimy si ¾e przy
tym na jego pierwszej sk÷adowej – obci ¾a·zeniu bias2 Ĝ (x; K; p) poniewa·z, jak pokazalísmy
wczésniej, wariancja wyj́scia var Ĝ (x; K; p) (rz ¾ad jej wielkósci) od tych w÷asnósci nie
zale·zy (por. (3.14)).

Badania dotyczýc b ¾ed ¾a nast ¾epuj ¾acej klasy funkcji ci ¾ag÷ych (por. np. [93, str. 166]):

De…nicja 3.1 Funkcja G (x) nale·zy do klasy C¸ (a; b), ¸ > 0 (jest w przedziale (a; b)
funkcj ¾a ci ¾ag÷ ¾a z wyk÷adnikiem ¸), je·zeli istnieje dodatnia sta÷a L¸, taka, ·ze

j² (x; v)j def
= jG (x) ¡ t (x; v)j 6 L¸ jx ¡ vj¸ (3.21)

dla wszystkich x; v 2 (a; b), gdzie t (x; v) jest wielomanem Taylora funkcji G (x) stopnia
q ¡ 1; q = d¸e, w punkcie v

t (x; v) =

q¡1X
r=0

Tr ¢ (x ¡ v)r ; Tr =
G(r) (v)

r!
(3.22)

Funkcja G (x) nale·zy do klasy C¸; ¸ > 0, w przedziale domkni ¾etym [a; b], jésli w punktach
brzegowych a i b jest ci ¾ag÷a z wyk÷adnikiem ¸, odpowiednio, prawo- i lewostronnie.

Powy·zsza klasa, w zale·znósci od wartósci wyk÷adnika ¸, obejmuje ró·zne znane rodzaje
funkcji nieliniowych (zob. przyk÷ady na Rys. 3.1 i 3.2). W szczególnósci:

² Dla ¸ 2 (0; 1) mamy q = d¸e = 1, st ¾ad we wzorze (3.22) t (x; v) = G (v) i warunek
(3.21) przyjmuje nast ¾epuj ¾ac ¾a postác

jG (x) ¡ G (v)j 6 L¸ jx ¡ vj¸ ; L¸ > 0

Do klasy C¸ [a; b] ; ¸ 2 (0; 1) nale·z ¾a zatem funkcje, dla których w przedziale [a; b]
zachodzi warunek Höldera z wyk÷adnikiem ¸.

² Dla ¸ = 1 do klasy C1 [a; b] nale·z ¾a funkcje spe÷niaj ¾ace w przedziale [a; b] warunek
Lipschitza

jG (x) ¡ G (v)j 6 L jx ¡ vj ; L > 0

² Dla ¸ = s + ®, gdzie s = 0; 1; : : : oraz ® 2 (0; 1], klasa C¸ [a; b] odpowiada cz¾esto
rozwa·zanej w literaturze statystycznej klasie funkcji o s ci ¾ag÷ych pochodnych w
przedziale [a; b], z ostatni ¾a pochodn ¾a spe÷niaj ¾ac ¾a w tym przedziale warunek Höldera
z wyk÷adnikiem ® (zob. np. [64, str. 93] i [112]).
Przyk÷adami funkcji posiadaj ¾acych s ci ¾ag÷ych pochodnych s ¾a np. funkcje sklejane
stopnia s+1. Zauwa·zmy przy tym, ·ze w przedzia÷ach pomi¾edzy w¾ez÷ami interpolacji,
funkcje sklejane nale·z ¾a do klasy C¸, przy dowolnym ¸ > 0.

Ponadto zauwa·zmy, ·ze:
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0 0.5 1 0 0.5 1

Rys. 3.1 Funkcja 3
p

(x ¡ 0:5) (z lewej) nale·zy do klasy C1=3. Funkcja arctan (4¼ ¡ 2¼) nale·zy
natomiast do klasy C¸ z dowolnym ¸ > 0

² Funkcje b ¾ed ¾ace w przedziale [a; b] wielomianami nale·z ¾a do klasy C¸ [a; b], przy do-
wolnym ¸ > 0 (ponadto, jésli wielomiany te s ¾a stopnia s < ¸, to wówczas zachodzi
j² (x; v)j = 0).

² Funkcje z klasy C1 (np. sin x, arctan x) nale·z ¾a w swoich dziedzinach do klasy C¸,
dla dowolnego ¸ > 0, w dowolnym przedziale [a; b].

0 0.5 1 0 0.5 1

Rys. 3.2 Funkcje odcinkami sta÷e nale·z ¾a w przedzia÷ach pomi ¾edzy skokami do klasy C¸, przy
dowolnym ¸ > 0

W trakcie analizy b ¾edziemy te·z korzystác z nast ¾epuj ¾acych w÷asnósci funkcji nale·z ¾acych
do tej klasy:

G1. Jésli identy…kowana nieliniowóśc R (x) i funkcja g¾estósci f (x) nale·z ¾a, odpowiednio,
do klas C¯ [a; b] i C® [a; b], to funkcja G (x) (= R (x) ¢ f (x)) nale·zy do klasy C¸ [a; b],
gdzie ¸ = min f®; ¯g (w÷asnóśc ta dla ró·znych przypadków szczególnych zosta÷a
pokazana w pracach [44], [50], [70], [108]).

G2. Jésli charakterystyka nieliniowa elementu statycznego systemu (z rozwa·zanej klasy
systemów) nale·zy do klasy C¯ [a; b], to równie·z identy…kowana nieliniowóśc R (x) do
niej nale·zy (por. uwagi 2.4 i 2.5 w punkcie 2.3).

Szybkóśc zbie·znósci b÷ ¾edu obci ¾a·zenia bias2 Ĝ (x; K; p). Analiz ¾e szybkósci zbie·zno-
ści b÷ ¾edu obci ¾a·zenia rozpoczniemy od spostrze·zenia, ·ze w ka·zdym punkcie x, w którym
funkcja G (x) jest ci ¾ag÷a, dla funkcji falkowych Daubechies zachodzi równóśc (zob. [80,
twierdzenie 2.1])

G (x) =

nmax(M;p)X
n=nmin(M;p)

®p
Mn'p

Mn (x) +

1X
m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

¯p
mlÃ

p
ml (x) (3.23)
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st ¾ad (patrz wzór (3.3))

G (x) = G (x; K; p) +
1X

m=K

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

¯p
mlÃ

p
ml (x)

a zatem

G (x) ¡ G (x; K; p) =

1X
m=K

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

¯p
mlÃ

p
ml (x) (3.24)

Z kolei, ze wzgl ¾edu na zwartóśc nósnika falek (por. wzór (1.11) w rozdz. 1) w ustalonym
punkcie x dla ka·zdej skali m aktywne (ró·zne od zera) s ¾a tylko niektóre falki (patrz Rys.
3.3) i w rezultacie suma po prawej stronie wzoru (3.24) redukuje sie do postaci (por. [49]
i [71])

1X
m=K

lmax(x;m;p)X
l=lmin(x;m;p)

¯p
mlÃ

p
ml (x)

gdzie

lmin (x; m; p) = b2mxc ¡ p + 1 oraz lmax (x; m; p) = b2mxc + p ¡ 1 (3.25)

W konsekwencji, b÷ ¾ad obci ¾a·zenia empirycznych modeli falkowych Ĝ (x; K; p) w punkcie
x jest równy

bias Ĝ (x; K; p) = G (x) ¡ G (x; K; p) =
1X

m=K

lmax(x;m;p)X
l=lmin(x;m;p)

¯p
mlÃ

p
ml (x) (3.26)

A zatem szybkóśc zmniejszania si ¾e b÷ ¾edu obci ¾a·zenia w ustalonym punkcie x zale·zy (w
szczególnósci) od szybkósci zmniejszania si ¾e, ze wzrostem skali K, wspó÷czynników falko-
wych ¯p

ml odpowiadaj ¾acych falkom Ãp
ml (x) o nósniku zawieraj ¾acym punkt x (zob. Rys.

3.3)

Rys. 3.3 B÷ ¾ad obci ¾a·zenia empirycznych modeli falkowych Ĝ (x; K; p) w punkcie x zale·zy tylko
od tych wspó÷czynników falkowych ¯p

ml, dla których nósniki odpowiednich falek Ãp
ml zawieraj ¾a

punkt x (rysunek przedstawia sytuacj ¾e, gdy p = 2)

W Dodatku B.3 (str. 123) pokazalísmy, ·ze jésli w przedziale zawieraj ¾acym nósnik falki
Ãp

ml (x) funkcja G (x) jest ci ¾ag÷a z wyk÷adnikiem ¸ > 0, to wówczas przy du·zej skali m dla
odpowiadaj ¾acego tej falce wspó÷czynnika ¯p

ml zachodzi nast ¾epuj ¾ace oszacowanie

j¯p
mlj 6 2¡ (2°+1)m

2 C°; ° = min f¸; pg (3.27)
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gdzie C° jest dodatni ¾a sta÷ ¾a, zale·zn ¾a od R (x), f (x) i falek Ãp (x) (zob. lemat 2.16, str.
126).

Jésli zatem w s ¾asiedztwie punktu x, obejmuj ¾acym nósniki wszystkich falek wyst¾epu-
j ¾acych we wzorze (3.26), funkcja G (x) jest ci ¾ag÷a z wyk÷adnikiem ¸, to wówczas, korzy-
staj ¾ac z powy·zszego oszacowania oraz wzoru (3.26) mo·zna pokazác (zob. Dodatek B.4,
str. 126), ·ze kwadrat b÷ ¾edu obci ¾a·zenia empirycznego modelu falkowego Ĝ (x; K; p) spe÷nia
asymptotycznie (tj. dla du·zych wartósci K) w punkcie x nast¾epuj ¾ac ¾a nierównóśc

bias2 Ĝ (x; K; p) 6 2¡2°K ¢ Cbias; ° = min f¸; pg (3.28)

gdzie dodatnia sta÷a Cbias zale·zy (podobnie jak sta÷a C°) od w÷asnósci R (x) ; f (x) i falek
Ãp (x). Punkty brzegowe tego s ¾asiedztwa mo·zna wyznaczýc korzystaj ¾ac z granic indeksów
l (przesuni ¾éc) falek, danych w (3.25) oraz ze wzorów (1.11) okréslaj ¾acych nósniki falek
Ãp

ml (x):

ax
def
=

lmin (x; K; p) + 1 ¡ p

2K
oraz bx

def
=

lmax (x; K; p) + p

2K

otrzymuj ¾ac, ·ze

ax =

¥
2Kx

¦ ¡ 2p + 2

2K
oraz bx =

¥
2Kx

¦
+ 2p ¡ 1

2K

W dalszej cz ¾ésci pracy b ¾edziemy korzystác z poni·zszego za÷o·zenia precyzuj ¾acego w÷a-
snósci identy…kowanej nieliniowósci R (x) i funkcji g ¾estósci f (x) (a zatem tak·ze funkcji
G (x), por. (3.1)), dla których otrzymalísmy oszacowanie (3.28):

Z7. Nieliniowóśc R (x) i funkcja g¾estósci f (x) nale·z ¾a do klas

R (x) 2 C¯ [ax; bx) oraz f (x) 2 C® [ax; bx) ; [ax; bx) ½ S; ®; ¯ > 0

gdzie

ax =

¥
2Kx

¦ ¡ 2p + 2

2K
oraz bx =

¥
2Kx

¦
+ 2p ¡ 1

2K

Funkcja G (x) nale·zy zatem do klasy C¸ [ax; bx), gdzie ¸ = min f®; ¯g (por. w÷a-
snóśc G1). Wyznaczony przedzia÷ jest prawostronnie otwarty poniewa·z przedzia÷y
zawieraj ¾ace nósniki falek Daubechies s ¾a równie·z prawostronnie otwarte (por. (1.11)
w punkcie 1.1).

Uwaga 3.6 Jésli w przedziale [ax; bx) funkcja G (x) jest wielomianem stopnia s, to w mo-
delach teoretycznych G (x; K; p) opartych na funkcjach falkowych Daubechies o numerach
p > s, ze wzgl ¾edu na posiadanie przez falki p znikaj ¾acych momentów (zob. (1.12), punkt
1.1) zachodzi (por. wzór (3.4) i zob. Rys. 3.4)

¯p
ml = 0; dla m > K; l = lmin (x; m; p) ; : : : ; lmax (x; m; p)

a zatem, w punkcie x 2 [ax; bx) znika obci ¾a·zenie modeli (por. (3.26))

bias Ĝ (x; K; p) = 0 (3.29)

i, w konsekwencji, dla ka·zdego x 2 [ax; bx) b÷ ¾ad średniokwadratowy MSE sk÷ada si ¾e tylko
z wariancji wyj́scia modeli:

MSE Ĝ (x; K; p) = var Ĝ (x; K; p)
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Rys. 3.4 Wspó÷czynniki falkowe ¯p
ml przy falkach Ãp

ml le·z ¾acych wewn ¾atrz przedzia÷ów ci ¾ag÷ósci
nieliniowósci G (x) znikaj ¾a jésli jest ona w tych przedzia÷ach wielomianem stopnia mniejszego
ni·z numer falkowy p. Na rysunku przedstawiono sytuacj ¾e, gdy p = 3. Nósniki falek Ãp

ml od-
powiadaj ¾acych zerowym wspó÷czynnikom ¯p

ml zaznaczono kolorem bia÷ym (a; b; c; d - dowolne
sta÷e)

Na podstawie nierównósci (3.28) wnioskujemy, ·ze przy za÷o·zeniu Z7 (wtedy
¸ = min f®; ¯g):

B1. Wraz ze wzrostem skali K, kwadrat b÷ ¾edu obci ¾a·zenia empirycznych modeli falkowych
Ĝ (x; K; p) maleje wyk÷adniczo do zera w punktach ci ¾ag÷ósci R (x) i f (x).

B2. Szybkóśc zmniejszania si ¾e tego b÷ ¾edu zale·zy od g÷adkósci nieliniowósci R (x) i funk-
cji g¾estósci f (x) oraz od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru
falkowego p).

B3. Wp÷yw na b÷ ¾ad obci ¾a·zenia modeli Ĝ (x; K; p) w punkcie x ma jedynie g÷adkóśc R (x)
i f (x) w otoczeniu punktu x (w przedziale [ax; bx)).

B4. Oszacowanie (3.28) jest prawdziwe dla wszystkich punktów x nale·z ¾acych do

przedzia÷u
·b2Kxc

2K ;
b2Kxc+1

2K

¶
(bowiem w modelach falkowych p > 1).

Szybkóśc średniokwadratowej zbie·znósci punktowej modeli R̂G (x; K; p). Nie-
równósci (3.14) i (3.28) pozwalaj ¾a nast¾epuj ¾aco oszacowác asymptotyczny b÷ ¾ad średnio-
kwadratowy modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) w ustalonym punkcie x:

MSE Ĝ (x; K; p) 6
µ

2¡2°K +
2K

N

¶
¢ CMSE (3.30)

gdzie CMSE = max fCbias; Cvarg. Minimalizuj ¾ac oszacowanie wzgl ¾edem parametru skali
K otrzymujemy nast¾epuj ¾ac ¾a regu÷ ¾e lokalnego doboru skali K modeli empirycznych (w
otoczeniu punktu x) dla du·zej liczby obserwacji (por. warunki (3.19))

K = Kopt (N) =

¹
1

2° + 1
log2 2°N

º
(3.31)

Wstawienie tego wzoru do (3.30) daje lemat:



ROZDZIA× 3. FALKOWE ALGORYTMY IDENTYFIKACJI 36

Lemat 3.3 Jésli spe÷nione s ¾a warunki za÷o·zenia Z7, to w ka·zdym punkcie x nale·z ¾acym do

przedzia÷u
·b2Kxc

2K ;
b2Kxc+1

2K

¶
, asymptotyczny b÷ ¾ad średniokwadratowy modeli empirycznych

Ĝ (x; K; p), przy skali K dobieranej za pomoc ¾a regu÷y (3.31), spe÷nia nierównóśc

MSE Ĝ (x; Kopt (N) ; p) 6 N¡ 2°
2°+1 ¢ C°

MSE; ° = min f®; ¯; pg (3.32)

gdzie C°
MSE = 2 ¢ (2°)¡2°=(2°+1) CMSE.

B. Analiza zbie·znósci ca÷kowej modeli Ĝ (x; K; p)

W badaniach zbie·znósci ca÷kowej (globalnej) modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) pos÷u·zymy
si ¾e ca÷kowym (zintegrowanym) b÷ ¾edem średniokwadratowym, na który sk÷adaj ¾a si ¾e zinte-
growana wariancja IV Ĝ (x; K; p) i zintegrowany kwadrat obci ¾a·zenia ISB Ĝ (x; K; p)

MISE Ĝ (x; K; p) =

Z
S

h
G (x) ¡ E Ĝ (x; K; p)

i2

dx +

+

Z
S

E
h
E Ĝ (x; K; p) ¡ Ĝ (x; K; p)

i2

dx =

= ISB Ĝ (x; K; p) + IV Ĝ (x; K; p) (3.33)

Zbie·znóśc i szybkóśc zbie·znósci modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) w sensie tego b÷ ¾edu
wyznaczymy zarówno dla przypadku, gdy identy…kowana funkcja G (x) jest ci ¾ag÷a w
przedziale S, jak i w sytuacji, gdy G (x) posiada w nim skończon ¾a liczb ¾e punktów nieci-
¾ag÷ósci.

Wariancja IV Ĝ (x; K; p). Sk÷adow ¾a IV Ĝ (x; K; p) dla S = [a; b] mo·zna ÷atwo oszacowác
korzystaj ¾ac z oszacowania punktowej wariancji modelu empirycznego we wzorze (3.14)

IV Ĝ (x; K; p) =

Z
S

var Ĝ (x; K; p) dx 6 2K

N
¢ CIV (3.34)

gdzie CIV = (b ¡ a) Cvar.

Obci ¾a·zenie ISB Ĝ (x; K; p). Na mocy nieobci ¾a·zonósci estymatorów ®̂p
Mn oraz ^̄p

ml

(3.10), a zatem i wyj́scia modelu empirycznego Ĝ (x; K; p) w stosunku do modelu
teoretycznego G (x; K; p) (wzór (3.13)), ca÷kowe obci ¾a·zenie ISB Ĝ (x; K; p) jest równe
ca÷kowemu b÷ ¾edowi aproksymacji funkcji G (x) przez model teoretyczny G (x; K; p)
(tj. odleg÷ósci pomi ¾edzy modelem teoretycznym G (x; K; p) i funkcj ¾a G (x) w metryce
przestrzeni L2 (R))

ISB Ĝ (x; K; p) =

Z
S

h
G (x) ¡ E Ĝ (x; K; p)

i2

dx =

=

Z
S

[G (x) ¡ G (x; K; p)]2 dx = ISE G (x; K; p) (3.35)

a zatem ma charakter deterministyczny i nie zale·zy od liczby pomiarów N (por. (3.15)). Na
podstawie w÷asnósci (1.21) falkowej analizy wielorozdzielczej, obci ¾a·zenie ISB Ĝ (x; K; p)
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maleje do 0 wraz ze wzrostem skali K dla dowolnych (niekoniecznie ci ¾ag÷ych) funkcji G (x)
ograniczonych w przedziale S i znikaj ¾acych poza tym przedzia÷em (por. za÷o·zenia Z1 i Z2
w rozdz. 2) i dowolnego numeru falkowego p

ISB Ĝ (x; K; p) ! 0; gdy K ! 1 (3.36)

Zbie·znóśc ca÷kowa modeli Ĝ (x; K; p)

Podobnie jak to ma miejsce w przypadku b÷¾edu MSE (zob. dyskusj ¾e na str. 30), wzrost
liczby pomiarów N powoduje, ·ze przy ustalonej skali K modelu empirycznego Ĝ (x; K; p),
sk÷adowa wariancji b÷ ¾edu MISE maleje do 0 (zob. (3.34)). Zatem (por. wzory (3.33) i
(3.35))

MISE Ĝ (x; K; p) ! ISB Ĝ (x; K; p) dla N ! 1; K = const

Z kolei zwi ¾ekszanie skali K w modelu (w celu zmniejszenia sk÷adowej obci ¾a·zenia, por.
(3.36)) przy sta÷ej liczbie pomiarów N wi ¾a·ze si ¾e ze wzrostem wariancji (s ¾adz ¾ac wed÷ug
oszacowania (3.34)) i, w konsekwencji, zwi ¾ekszeniem b÷ ¾edu MISE

MISE Ĝ (x; K; p) ! 1 dla K ! 1; N = const

Uzale·zniaj ¾ac zatem skale K modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) we wzorze (3.9) od liczby
pomiarów N tak, aby spe÷nione by÷y warunki (por. (3.19))

K = K (N) ! 1 oraz 2K(N)=N ! 0 gdy N ! 1 (3.37)

otrzymujemy, ·ze:

Lemat 3.4 Jésli skala K falkowych modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) zale·zy od liczby po-
miarów tak, ·ze spe÷nione s ¾a warunki (3.37), to modele te zbiegaj ¾a w przedziale S do nie-
liniowósci G (x), w sensie ca÷kowego b÷ ¾edu średniokwadratowego

MISE Ĝ (x; K (N) ; p) ! 0 gdy N ! 1 (3.38)

Zauwa·zmy, ·ze fakt zbie·znósci ca÷kowej nie zale·zy od ci ¾ag÷ósci R (x) i f (x) (por. lemat
3.2).

Szybkóśc zbie·znósci ca÷kowej modeli Ĝ (x; K; p)

Analizuj ¾ac szybkóśc zbie·znósci b÷ ¾edu MISE Ĝ (x; K; p) jako pierwszy rozpatrzymy przy-
padek, gdy G (x) jest ci ¾ag÷a w przedziale S = [a; b].

Uwaga 3.7 Przyj ¾ete w za÷o·zeniu Z1 wymaganie, aby funkcja g ¾estósci f (x) by÷a dodatnia
w przedziale S i równa zero poza nim, powoduje, ·ze nieliniowóśc G (x) (= R (x) ¢ f (x)) jest
w punktach brzegowych a i b ogólnie nieci ¾ag÷a. Natomiast mo·ze býc ona ci ¾ag÷a w przedziale
S, jésli jest w tych punktach, odpowiednio, prawo- (w punkcie a) i lewostronnie (w punkcie
b) ci ¾ag÷a (Rys. 3.5).
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Rys. 3.5 Przy za÷o·zeniu Z1, identy…kowana funkcja G (x) = R (x) ¢ f (x) mo·ze býc w punk-
tach brzegowych a; b ci ¾ag÷a jednostronnie, od strony wn¾etrza przedzia÷u. Przyk÷ad na rysunku
odpowiada sytuacji, gdy wej́scie ma rozk÷ad jednostajny w przedziale [0; 1], tj. f (x) = I[0;1] (x)

a) Funkcja G (x) ci ¾ag÷a w przedziale S = [a; b]. Bior ¾ac pod uwag¾e, ·ze dla
dowolnego przedzia÷u S0 µ S zachodzi

MISE 0Ĝ (x; K; p) =

Z
S0

MSE Ĝ (x; K; p) dx

b÷ ¾ad ca÷kowy MISE modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) mo·zna teraz ÷atwo oszacowác, korzy-
staj ¾ac z lematu 3.3, dotycz ¾acego b÷ ¾edów punktowych MSE tych modeli. Uwzgl ¾edniaj ¾ac
ten lemat, otrzymujemy jako bezpósredni wniosek nast ¾epuj ¾acy:

Lemat 3.5 Jésli R (x) 2 C¯ [a; b] oraz f (x) 2 C® [a; b], to w przedziale S 0
G

def
= [a0

G; b0
G],

którego granice wynosz ¾a

a0
G =

§
2Ka

¨
+ 2p ¡ 2

2K
oraz b0

G =

¥
2Kb

¦ ¡ 2p + 2

2K
(3.39)

asymptotyczny ca÷kowy b÷ ¾ad średniokwadratowy modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) ze skal ¾a
K dobieran ¾a w zale·znósci od liczby pomiarów N wed÷ug regu÷y (por. (3.31))

K = Kopt (N) =

¹
1

2° + 1
log2 2°N

º
; ° = min f®; ¯; pg (3.40)

spe÷nia nast ¾epuj ¾ac ¾a nierównóśc

MISE 0Ĝ (x; Kopt (N) ; p) = E

Z
S0

G

h
G (x) ¡ Ĝ (x; Kopt (N) ; p)

i2

dx 6 N¡ 2°
2°+1 ¢ C°

MISE

(3.41)
gdzie C°

MISE = (b0
G ¡ a0

G) C°
MSE.

Powy·zszy lemat gwarantuje modelom Ĝ (x; K; p) zbie·znóśc rz ¾edu O
¡
N¡2°=(2°+1)

¢
, gdzie

° = min f®; ¯; pg. Gwarantowana szybkóśc zbie·znósci zale·zy zatem od g÷adkósci identy…-
kowanej nieliniowósci R (x), g÷adkósci funkcji g¾estósci f (x) i numeru falek p zastosowanych
w empirycznym modelu falkowym.

Przedzia÷ S 0
G = [a0

G; b0
G], jest (w ogólnósci) w¾e·zszy ni·z przedzia÷ S, S 0

G µ S. Zauwa·zmy
jednak, ·ze ze wzrostem skali K modeli, przedzia÷ S 0

G rozszerza si ¾e (zob. w÷asnóśc (A.1)
funkcji d¢e i b¢c)

a0
G ¡a <

2Ka + 2p ¡ 1

2K
¡a =

2p ¡ 1

2K
oraz b¡ b0

G < b¡ 2Kb ¡ 2p + 1

2K
=

2p ¡ 1

2K
(3.42)

i asymptotycznie (dla K ! 1) staje si ¾e on równy przedzia÷owi S, niezale·znie od zasto-
sowanych w modelach Ĝ (x; K; p) funkcji falkowych (numeru p).
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Uwaga 3.8 Jésli granice a i b przedzia÷u S le·z ¾a na siatce binarnej BH ; H 6 K (tj. punkty
brzegowe a i b mo·zna przedstawíc w postaci n=2H, n; H 2 Z; H < 1 – por. de…nicj ¾e BH

w Dodatku A.2, str. 114), to wówczas (zob. w÷asnósci (A.4) funkcji d¢e i b¢c) dla modeli
Ĝ (x; K; p) opartych o funkcje falkowe Haara (p = 1) zachodzi

a0
G =

§
2Ka

¨
2K

= a oraz b0
G =

¥
2Kb

¦
2K

= b

i przedzia÷ S 0
G jest równy przedzia÷owi S, a zatem takie modele zbiegaj ¾a w tym wypadku z

gwarantowan ¾a szybkósci ¾a zbie·znósci (3.41) i ° = min f®; ¯; 1g, w ca÷ym przedziale S.

b) Funkcja G (x) nieci ¾ag÷a w skończonej liczbie punktów. Analizuj ¾ac b÷ ¾ad
MISE falkowych modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) skupimy si ¾e teraz na jego sk÷adowej
obci ¾a·zenia ISB Ĝ (x; K; p), poniewa·z, jak pokazalísmy wczésniej, sk÷adowa wariancji ma
ten sam rz ¾ad dla dowolnych funkcji G (x) = R (x) ¢ f (x) spe÷niaj ¾acych za÷o·zenia Z1-Z2
(zob. (3.34)).

Przyjmijmy nast¾epuj ¾ace za÷o·zenie (por. za÷o·zenie Z7, str. 34)

Z7a. Nieliniowóśc R (x) i (lub) funkcja g¾estósci f (x) s ¾a w przedziale S odcinkami g÷adkie,
tj. maj ¾a w przedziale S skończon ¾a, ale nieznan ¾a liczb ¾e punktów nieci ¾ag÷ósci typu
skok i poza nimi nale·z ¾a, odpowiednio, do klas C¯ i C®.

Zauwa·zmy, ·ze nieliniowóśc G (x) ma przy za÷o·zeniu Z7a w przedziale S skończon ¾a liczb ¾e
punktów nieci ¾ag÷ósci typu skok, a pomi¾edzy nimi nale·zy do klasy C¸, ¸ = min f®; ¯g (Rys.
3.6)

Rys. 3.6 Przyk÷ady funkcji odcinkami g÷adkich w przedziale S = [a; b]

B÷ ¾ad obci ¾a·zenia ISB Ĝ (x; K; p) oszacujemy korzystaj ¾ac ze wzoru (3.24), równósci (3.35)
i to·zsamósci Parsevala

ISB Ĝ (x; K; p) =

1X
m=K

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

(¯p
ml)

2 (3.43)

Oznaczmy przez fvigD
i=1 ; D < 1, zbiór punktów nieci ¾ag÷ósci funkcji G (x), natomiast

przez ªv (m; p) zbiór indeksów l translacji tych funkcji falkowych Ãp
ml (x), których nósniki,

w skali m, zawieraj ¾a co najmniej jeden punkt nieci ¾ag÷ósci vi

ªv (m; p) = fl 2 flmin (m; p) ; : : : ; lmax (m; p)g : (9i 2 f1; : : : ; Dg : vi 2 supp Ãp
ml (x))g
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Mo·zemy teraz dokonác dekompozycji sumy (3.43) na dwa sk÷adniki

ISB Ĝ (x; K; p) =

1X
m=K

X
l2ªv(m;p)

(¯p
ml)

2 +

1X
m=K

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)
l =2ªv(m;p)

(¯p
ml)

2 (3.44)

Zauwa·zmy, ·ze ze wzgl ¾edu na to, i·z rozmiar (d÷ugóśc) nósnika falek Ãp
ml (x) w skali m

wynosi (2p ¡ 1) =2m (por. wzór (1.11) w rozdz. 1), a poszczególne falki wraz ze zmian ¾a l
przesuwane s ¾a ze skokiem 1=2m, dla ka·zdej ze skal m maksymalna liczba elementów zbioru
ªv (m; p) wynosi D (2p ¡ 1) (liczba elementów wewn¾etrznej sumy pierwszego sk÷adnika),
natomiast liczb ¾e elementów sumy wewn¾etrznej drugiego sk÷adnika mo·zna wtedy oszacowác
nast¾epuj ¾aco

lmax (m; p) ¡ lmin (m; p) + 1 ¡ D (2p ¡ 1) = d2mbe + p ¡ 2 ¡ b2mac + p ¡ D (2p ¡ 1) =

= d2mbe ¡ b2mac + 2p ¡ 2 ¡ D (2p ¡ 1) <

< 2m (b ¡ a)

Wykorzystuj ¾ac teraz oszacowania wspó÷czynników falkowych ¯p
ml dla funkcji G (x) nie-

ci ¾ag÷ych w przedziale zawieraj ¾acym nósnik falki Ãp
ml (x) (uzyskane w Dodatku B.3, str.

123)
j¯p

mlj 6 2¡ m
2 ¢ CGÃ

(ze sta÷ ¾a CGÃ = MRMf MÃ (2p ¡ 1), zale·zn ¾a od R (x), f (x) i zastosowanych w modelu
funkcji falkowych) i stosuj ¾ac je w odniesieniu do wspó÷czynników falkowych o indeksach l
ze zbioru ªv (m; p) (pierwsza suma), a oszacowanie ze str. 33 (por. (B.24) w Dodatku B.3)
w odniesieniu do pozosta÷ych wspó÷czynników (druga suma) otrzymujemy nast ¾epuj ¾ac ¾a
nierównóśc

ISB Ĝ (x; K; p) 6
1X

m=K

2¡mC2
GÃD (2p ¡ 1) +

1X
m=K

2¡2°mC2
° (b ¡ a) =

= 2¡K ¢ 2C2
GÃD (2p ¡ 1) + 2¡2°K ¢ C2

°(b¡a)

1¡2¡2° 6
6 2¡2%K ¢ C%

ISB (3.45)

gdzie C%
ISB = max

n
2C2

GÃD (2p ¡ 1) ;
C2

°(b¡a)

1¡2¡2°

o
oraz % = min

©
°; 1

2

ª
= min

©
®; ¯; 1

2

ª
(uwzgl ¾edniaj ¾ac wzór (3.40) i bior ¾ac pod uwag¾e, ·ze p > 1). Nierównóśc ta wraz z
(3.34) daje nast¾epuj ¾ace oszacowanie asymptotycznego b÷ ¾edu MISE falkowych modeli
empirycznych Ĝ (x; K; p) dla badanego przypadku

MISE Ĝ (x; K; p) 6 2¡2%K ¢ C%
ISB +

2K

N
¢ CIV 6

µ
2¡2%K +

2K

N

¶
CMISE (3.46)

gdzie teraz CMISE = max fC%
ISB; CIVg. Optymalizuj ¾ac to oszacowanie wzgl ¾edem parametru

skali K otrzymujemy tym razem (por. (3.40))

K = Kopt (N) =

¹
1

2% + 1
log2 2%N

º
(3.47)

Po podstawieniu wzoru (3.47) do oszacowania (3.46) uzyskujemy lemat:
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Lemat 3.6 Asymptotyczne b÷ ¾edy modeli empirycznych Ĝ (x; K; p), przy skali K dobiera-
nej za pomoc ¾a regu÷y (3.47), spe÷niaj ¾a nierównóśc

MISE Ĝ (x; Kopt (N) ; p) 6 N¡ 2%
2%+1 ¢ C%

MISE (3.48)

gdzie % = min f®; ¯; 1=2g i C%
MISE = 2 ¢ (2%)¡2%=(2%+1) CMISE.

Poniewa·z % = min f°; 1=2g 6 °, gwarantowana obecnie szybkóśc zbie·znósci ca÷kowej
przy wzróscie liczby pomiarów N jest dla ° > 1=2 (por. (3.40)) mniejsza ni·z we wzorze
(3.41). Nale·zy te·z podkréslíc, ·ze % w wyk÷adniku we wzorze (3.48) nie zale·zy od numeru
falkowego p, tzn. gwarantowana szybkóśc zbie·znósci ca÷kowej jest taka sama niezale·znie
od rodzaju falek zastosowanych w modelu empirycznym Ĝ (x; K; p).

3.1.2 Analiza w÷asnósci modeli empirycznych R̂G (x; K; p)

Ze wzgl ¾edu na postác (3.8), w÷asnósci empirycznych modeli R̂G (x; K; p) wynikaj ¾a jako
proste wnioski z w÷asnósci modeli empirycznych Ĝ (x; K; p), wykazanych w punkcie 3.1.1.

A. Analiza zbie·znósci punktowej modeli R̂G (x; K; p)

Korzystaj ¾ac z poni·zszego zwi ¾azku pomi¾edzy punktowymi b÷ ¾edami średniokwadratowymi
modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) i R̂G (x; K; p) w punkcie x (por. wzory (3.1), (3.8) i
(3.12))

MSE R̂G (x; K; p) = E

"
G (x)

f (x)
¡ Ĝ (x; K; p)

f (x)

#2

=
1

f 2 (x)
MSE Ĝ (x; K; p) (3.49)

wnioskujemy, ·ze modele empiryczne R̂G (x; K; p) zbiegaj ¾a średniokwadratowo do nielinio-
wósci R (x) w tych samych punktach x 2 S w których modele empiryczne Ĝ (x; K; p)
zbiegaj ¾a w takim sensie do funkcji G (x), dowodz ¾ac tym samym, w oparciu o lemat 3.2,
nast¾epuj ¾acego twierdzenia.

Twierdzenie 3.1 (Zbie·znóśc punktowa średniokwadratowa) Jésli identy…kowana
nieliniowóśc R (x) i funkcja g ¾estósci f (x) s ¾a ci ¾ag÷e w punkcie x 2 S = [a; b], a skala
K modeli empirycznych R̂G (x; K; p) zale·zy od liczby pomiarów N tak, ·ze spe÷nione s ¾a
warunki

K = K (N) ! 1 oraz 2K(N)=N ! 0, gdy N ! 1
to dla dowolnego p modele te zbiegaj ¾a w tym punkcie, średniokwadratowo, do nieliniowósci
R (x)

MSE R̂G (x; K (N) ; p) = E
h
R (x) ¡ R̂G (x; K (N) ; p)

i2

! 0 gdy N ! 1 (3.50)

Z (3.49) wynika równie·z, ·ze szybkósci zmniejszania si ¾e punktowego b÷¾edu średniokwa-
dratowego s ¾a – z dok÷adnósci ¾a do sta÷ej – dla obu modeli empirycznych R̂G (x; K; p) i
Ĝ (x; K; p) takie same, co po uwzgl ¾ednieniu lematu 3.3 prowadzi bezpósrednio do twier-
dzenia.
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Twierdzenie 3.2 (Szybkóśc średniokwadratowej zbie·znósci punktowej) Jésli
nieliniowóśc R (x) i funkcja g ¾estósci f (x) nale·z ¾a do klas

R (x) 2 C¯ [ax; bx) oraz f (x) 2 C® [ax; bx) ; ®; ¯ > 0; [ax; bx) ½ S

gdzie

ax =

¥
2Kx

¦ ¡ 2p + 2

2K
oraz bx =

¥
2Kx

¦
+ 2p ¡ 1

2K
(3.51)

a skale K modeli empirycznych R̂G (x; K; p) dobierane s ¾a wed÷ug wzoru (por. (3.31))

K = Kopt (N) =

¹
1

2° + 1
log2 2°N

º
, ° = min f®; ¯; pg (3.52)

to b÷ ¾edy średniokwadratowe tych modeli w dowolnym punkcie x 2
·b2Kxc

2K ;
b2Kxc+1

2K

¶
s ¾a

asymptotycznie nie wi ¾eksze ni·z

MSE R̂G (x; Kopt (N) ; p) 6 N¡ 2°
2°+1 ¢ CG°

MSE (3.53)

gdzie CG°
MSE = C°

MSE=f 2 (x) jest dodatni ¾a sta÷ ¾a (por. wzór (3.32)).

Z powy·zszych twierdzeń wynikaj ¾a nast¾epuj ¾ace w÷asnósci punktowe falkowych modeli
empirycznych R̂G (x; K; p) w sensie zachowania si ¾e b÷ ¾edu średniokwadratowego MSE:

RG1. Modele R̂G (x; K; p) zbiegaj ¾a do identy…kowanej nieliniowósci R (x) w ka·zdym punk-
cie jej ci ¾ag÷ósci, pod warunkiem, ·ze w tym punkcie równie·z funkcja g¾estósci f (x)
jest ci ¾ag÷a.

RG2. Tempo zmniejszania si ¾e b÷ ¾edu (3.53) modeli R̂G (x; K; p) ze wzrostem liczby po-
miarów N we wzorach (3.7) i (3.52) (szybkóśc zbiegania modeli do identy…kowanej
nieliniowósci R (x)) zale·zy od lokalnej (w przedziale [ax; bx)) g÷adkósci nieliniowósci
R (x) i funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x) oraz od zastosowanych w modelach
funkcji falkowych (numeru falkowego p; por. wzory (3.52)-(3.53)).

RG3. Jésli w przedziale [ax; bx) funkcja g¾estósci wej́scia jest g÷adsza od identy…kowanej
nieliniowósci R (x), tj. ® > ¯, a zastosowane w modelu empirycznym funkcje falkowe
maj ¾a numer p > ¯, to wówczas szybkóśc zbie·znósci b÷ ¾edu średniokwadratowego
modeli R̂G (x; K; p) z parametrem skali wybieranym wed÷ug wzoru (3.52) osi ¾aga
asymptotycznie optymaln ¾a pr¾edkóśc O

¡
N¡2¯=(2¯+1)

¢
(por. Dodatek B.7, str. 129).

RG4. Na zbie·znóśc modeli R̂G (x; K; p) i rz ¾ad szybkósci zbie·znósci nie wp÷ywa struktura
ani dynamika systemu (w rozwa·zanej klasie systemów) ani te·z skorelowanie zak÷óceń
zk. W szczególnósci zatem, szybkóśc ta jest taka sama co do rz¾edu dla systemów
statycznych, jak i dla systemów zawieraj ¾acych elementy dynamiczne.

Z punktowej zbie·znósci średniokwadratowej modeli R̂G (x; K; p) wynika ich punktowa
zbie·znóśc wed÷ug prawdopodobieństwa.

Wniosek 3.1 (Zbie·znóśc punktowa wg prawdopodobieństwa) Jésli spe÷nione
s ¾a za÷o·zenia twierdzenia 3.1, to modele empiryczne R̂G (x; K (N) ; p) zbiegaj ¾a do
nieliniowósci R (x) w punktach ci ¾ag÷ósci R (x) i f (x), wed÷ug prawdopodobiénstwa:

R̂G (x; K (N) ; p)
P! R (x) gdy N ! 1
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Kolejne twierdzenie charakteryzuje szybkóśc zbiegania empirycznych modeli
R̂G (x; K; p) do nieliniowósci R (x) wed÷ug prawdopodobieństwa.

Twierdzenie 3.3 (Szybkóśc zbie·znósci punktowej wg prawdopodobieństwa)
Jésli spe÷nione s ¾a za÷o·zenia twierdzenia 3.2, to dla b÷ ¾edu bezwzgl ¾ednego modeli
empirycznych R̂G (x; Kopt (N) ; p) zachodzi asymptotycznie, w ka·zdym punkcie

x 2
·b2Kxc

2K ;
b2Kxc+1

2K

¶
, nast ¾epuj ¾ace oszacowanie:

¯̄̄
R (x) ¡ R̂G (x; Kopt (N) ; p)

¯̄̄
= O

³
N¡ °

2°+1

´
(3.54)

wed÷ug prawdopodobiénstwa.

Dowód. Dowód wynika z twierdzenia udowodnionego w pracy [50, twierdzenie 3, str.
449], które cytujemy w Dodatku B.8, str. 129. Podstawiaj ¾ac w nim g (x) = G (x), ĝN (x) =
Ĝ (x; Kopt (N) ; p) oraz f̂N (x) = f (x) i przyjmuj ¾ac sg = 2°=(2° + 1) oraz sf = 1 otrzy-
mujemy (3.54).

Z twierdzenia wynika zatem kolejna w÷asnóśc modeli empirycznych R̂G (x; K; p):

RG3a. Jésli w przedziale [ax; bx) funkcja g¾estósci wej́scia jest g÷adsza od identy…kowanej nie-
liniowósci R (x), tj. ® > ¯, oraz zastosowane w modelach empirycznych R̂G (x; K; p)
funkcje falkowe maj ¾a numer p > ¯, to wówczas modele te zbiegaj ¾a do nieliniowo-
ści R (x) z pr¾edkósci ¾a O

¡
N¡¯=(2¯+1)

¢
, wed÷ug prawdopodobieństwa (por. w÷asnóśc

RG3).

B. Analiza zbie·znósci ca÷kowej modeli R̂G (x; K; p)

Z poni·zszej nierównósci (por. za÷o·zenie Z1 w rozdz. 2 i wzory (3.1), (3.8) oraz (3.49))

MISE R̂G (x; K; p) = E

Z
S

"
G (x)

f (x)
¡ Ĝ (x; K; p)

f (x)

#2

dx 6 1

±2 MISE Ĝ (x; K; p) (3.55)

oraz lematu 3.4 wynika ca÷kowa, średniokwadratowa zbie·znóśc falkowych modeli empirycz-
nych R̂G (x; K; p) w przedziale S = [a; b] do dowolnej, ograniczonej nieliniowósci R (x).

Zachodzi nast ¾epuj ¾ace twierdzenie.

Twierdzenie 3.4 (Średniokwadratowa zbie·znóśc ca÷kowa) Jésli skala K modeli
empirycznych R̂G (x; K; p) zale·zy od liczby pomiarów N tak, ·ze spe÷nione s ¾a warunki
(por. (3.37))

K = K (N) ! 1 oraz 2K(N)=N ! 0, gdy N ! 1;

to modele te zbiegaj ¾a w przedziale S = [a; b] do nieliniowósci R (x), w sensie ca÷kowego
b÷ ¾edu średniokwadratowego MISE

MISE R̂G (x; K (N) ; p) = E

Z
S

h
R (x) ¡ R̂G (x; K (N) ; p)

i2

dx ! 0; N ! 1
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Z tej samej nierównósci dla przedzia÷u S0
G µ S (por. wzory (3.39)) i trésci lematu 3.5

wynika z kolei poni·zsze twierdzenie, dotycz ¾ace szybkósci średniokwadratowej zbie·znósci
ca÷kowej modeli empirycznych R̂G (x; K; p) do nieliniowósci R (x).

Twierdzenie 3.5 (Szybkóśc średniokwadratowej zbie·znósci ca÷kowej)
(R (x) ; f (x) ci ¾ag÷e) Jésli nieliniowóśc R (x) i funkcja g ¾estósci f (x) nale·z ¾a do
klas

R (x) 2 C¯ [a; b] oraz f (x) 2 C® [a; b] ; ®; ¯ > 0

a skale K modeli empirycznych R̂G (x; K; p) dobierane s ¾a wed÷ug wzoru (por. (3.40))

K = Kopt (N) =

¹
1

2° + 1
log2 2°N

º
; ° = min f®; ¯; pg (3.56)

to w przedziale S 0
G

def
= [a0

G; b0
G], gdzie

a0
G =

§
2Ka

¨
+ 2p ¡ 2

2K
oraz b0

G =

¥
2Kb

¦ ¡ 2p + 2

2K

ich ca÷kowe b÷ ¾edy średniokwadratowe s ¾a asymptotycznie nie wi ¾eksze ni·z

MISE 0R̂G (x; Kopt (N) ; p) = E

Z
S0

G

h
R (x) ¡ R̂G (x; Kopt (N) ; p)

i2

dx 6 N¡ 2°
2°+1 ¢ CG°

MISE

(3.57)
gdzie CG°

MISE = ±¡2 ¢ C°
MISE jest dodatni ¾a sta÷ ¾a.

Nierównóśc (3.55) wraz z lematem 3.6 dowodzi równie·z szybkósci zbie·znósci tych modeli
gdy R (x) i f (x) s ¾a nieci ¾ag÷e:

Twierdzenie 3.6 (Szybkóśc średniokwadratowej zbie·znósci ca÷kowej)
(R (x) ; f (x) nieci ¾ag÷e) Jésli nieliniowóśc R (x) i (lub) funkcja g ¾estósci f (x)
maj ¾a w przedziale S = [a; b] dowoln ¾a, skónczon ¾a liczb ¾e punktów nieci ¾ag÷ósci (typu skok),
a pomi ¾edzy punktami nieci ¾ag÷ósci nale·z ¾a, odpowiednio, do klas C¯ oraz C®; ®; ¯ > 0 oraz
jésli skale modeli empirycznych R̂G (x; K; p) dobierane s ¾a wed÷ug wzoru (por. (3.47))

K = Kopt (N) =

¹
1

2% + 1
log2 2%N

º
; % = min

½
®; ¯;

1

2

¾
(3.58)

to ca÷kowe b÷ ¾edy średniokwadratowe tych modeli s ¾a asymptotycznie nie wi ¾eksze ni·z

MISE R̂G (x; Kopt (N) ; p) 6 N¡ 2%
2%+1 ¢ CG%

MISE (3.59)

gdzie CG%
MISE = ±¡2 ¢ C%

MISE jest dodatni ¾a sta÷ ¾a.

Z powy·zszych twierdzeń wnioskujemy nast ¾epuj ¾ace w÷asnósci empirycznych modeli
R̂G (x; K; p) w sensie b÷ ¾edu MISE:

RG5. Przy za÷o·zeniach twierdzenia 3.4, modele empiryczne R̂G (x; K; p) zbiegaj ¾a do do-
wolnych (ograniczonych na przedziale S = [a; b] – por. za÷o·zenie Z2) nieliniowósci
R (x), przy dowolnych (ograniczonych i dodatnich w tym przedziale – por. za÷o·zenie
Z1) funkcjach g¾estósci wej́scia f (x).
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RG6. Szybkóśc zbie·znósci modeli R̂G (x; K; p) zale·zy od g÷adkósci nieliniowósci R (x) i
funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x) w przedziale S = [a; b] oraz od numeru fal-
kowego p funkcji falkowych zastosowanych w modelach R̂G (x; K; p) (por. wzory
(3.56)-(3.57) i (3.58)-(3.59)).

RG7. Jésli w przedziale S = [a; b] funkcja g¾estósci wej́scia f (x) jest g÷adsza od identy…ko-
wanej nieliniowósci R (x), tj. ® > ¯ oraz zastosowane w modelu empirycznym falki
maj ¾a numer p > ¯, to wówczas model R̂G (x; K; p) zbiega do nieliniowósci R (x) z
asymptotycznie optymaln ¾a szybkósci ¾a O

¡
N¡2¯=(2¯+1)

¢
(por. Dodatek B.7, str. 129

i w÷asnóśc RG3).

RG8. Oszacowanie (3.59) gwarantuje w praktycznych zastosowaniach (dla ®; ¯ > 1=2)
minimaln ¾a szybkóśc zbie·znósci modeli falkowych R̂G (x; K; p) rz ¾edu O

¡
N¡1=2

¢
, nie-

zale·znie od numeru falki p.

RG9. Na zbie·znóśc i szybkóśc zbie·znósci nie wp÷ywaj ¾a, z dok÷adnósci ¾a do sta÷ych, ani
struktura ani dynamika systemu (z klasy rozwa·zanych systemów) ani te·z skorelo-
wanie zak÷óceń zk (por. w÷asnóśc RG4).

Przyk÷ady. Rozpatrzymy teraz kilka przyk÷adowych przypadków identy…kowanej nieli-
niowósci R (x) i funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x).

Niech nieliniowóśc R (x) i funkcja g¾estósci wej́scia f (x) b ¾ed ¾a odcinkami sta÷e w S =
[a; b]. Wówczas w przedzia÷ach pomi¾edzy skokami obie funkcje nale·z ¾a do klasy C1, a
zatem (por. (3.58)) % = 1=2 i wraz ze wzrostem liczby pomiarów N gwarantowany b÷ ¾ad
(3.59) maleje jak O

¡
N¡1=2

¢
.

Jésli R (x) i f (x) s ¾a ci ¾ag÷e w przedziale S i spe÷niaj ¾a, np. warunek Lipschitza
(® = ¯ = 1), wtedy gwarantowany rz ¾ad szybkósci zbie·znósci rósnie do poziomu
O

¡
N¡2=3

¢
(por. (3.56)-(3.57) bior ¾ac pod uwag¾e, ·ze p > 1 i ° = 1). W obu przypadkach

gwarantowane szybkósci nie zale·z ¾a od zastosowanych w modelach funkcji falkowych.

Jésli natomiast R (x) i f (x) s ¾a dwukrotnie ró·zniczkowalne (np. obie nale·z ¾a do klasy
C2:5 [a; b]), to wówczas modele oparte o falki Haara (p = 1) nadal zbiegaj ¾a z pr¾edkósci ¾a
O

¡
N¡2=3

¢
, natomiast dla modeli z falkami Daubechies o numerze p > 3 szybkóśc ta

wzrasta do maksymalnego (dla funkcji z klasy C2:5) poziomu O
¡
N¡5=6

¢
(por. (3.57) i

Dodatek B.7).

Dla bardzo g÷adkich funkcji R (x) i f (x) (®; ¯ À 1), szybkóśc zbie·znósci modeli falko-
wych zale·zy g÷ównie od zastosowanych w nich funkcji falkowych (numeru falkowego p).
Zauwa·zmy, ·ze ju·z przy falkach o numerze p = 5 otrzymujemy szybkóśc zbie·znósci rz ¾edu
O

¡
N¡10=11

¢
(zak÷adamy tu ®; ¯ > 5), a zatem praktycznie równ ¾a rz¾edowi O (N¡1), cha-

rakterystycznemu dla metod z parametryczn ¾a znajomósci ¾a funkcji R (x) i f (x) (por. np.
[7]).

C. Dobór falek w empirycznym modelu falkowym R̂G (x; K; p)

Opieraj ¾ac si ¾e na przeprowadzonej powy·zej analizie teoretycznej (i podanych przyk÷adach),
mo·zna podác nast ¾epuj ¾ace wskazówki dotycz ¾ace doboru funkcji falkowych w empirycznym
modelu falkowym (3.8)-(3.9), otrzymywanym wed÷ug algorytmu ilorazowego.
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A. Jésli oprócz informacji pomiarowej (zawartej w obserwacjach f(xk; yk)g) dost ¾epna
jest równie·z informacja wst ¾epna na temat g÷adkósci identy…kowanej nieliniowósci R (x) i
funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x) to, kieruj ¾ac si ¾e w÷asnósciami RG3 i RG7, nale·zy
zastosowác w nich funkcje falkowe o numerze p > min f®; ¯g.

Zastosowanie w modelach empirycznych R̂G (x; K; p) falek o wi¾ekszych numerach falko-
wych p, wi ¾a·ze si ¾e jednak·ze ze wzrostem komplikacji obliczeniowych zwi ¾azanych z otrzy-
mywaniem odpowiednich funkcji falkowych (zagadnienie to analizujemy szczegó÷owo w
rozdziale 4). Ponadto, ju·z przy numerach falkowych p > 2, ró·znice pomi¾edzy gwaranto-
wanymi szybkósciami zbie·znósci staj ¾a si ¾e nieznaczne i, przy odpowiednio g÷adkich R (x)
i f (x), wynosz ¾a (por. wzór (3.57) dla b÷ ¾edu MISE):

p MISE R̂G (x; Kopt (N) ; p)

2 O
¡
N¡4=5

¢ » O (N¡0:8)

3 O
¡
N¡6=7

¢ » O (N¡0:86)
4 O

¡
N¡8=9

¢ » O (N¡0:89)

5 O
¡
N¡10=11

¢ » O (N¡0:91)

Mo·zna si ¾e zatem spodziewác, ·ze zastosowanie modeli empirycznych R̂G (x; K; p) z funk-
cjami falkowymi o wysokich numerach falkowych p jedynie nieznacznie poprawi (asymp-
totyczn ¾a) szybkóśc zbie·znósci do identy…kowanej nieliniowósci R (x), w stosunku do ich
odpowiedników z funkcjami falkowymi o ma÷ych numerach p (por. te·z wyniki badań sy-
mulacyjnych w rozdz. 5).

B. W cz¾estych sytuacjach braku informacji wst¾epnej o R (x) i f (x) mo·zna jednak na
ogó÷ przyj ¾ác, ·ze funkcje te posiadaj ¾a skończon ¾a liczb ¾e punktów nieci ¾ag÷ósci i s ¾a odcin-
kami g÷adkie z ¯; ® > 1=2. Wówczas (por. w÷asnóśc RG8) przy regule doboru skali (3.58)
modele empiryczne zbiegaj ¾a globalnie (w sensie b÷ ¾edu MISE) do nieliniowósci R (x) z gwa-
rantowan ¾a szybkósci ¾a O

¡
N¡1=2

¢
(por. (3.59)), niezale·zn ¾a od liczby punktów nieci ¾ag÷ósci

w tej nieliniowósci i w funkcji g¾estósci wej́scia f (x) (w przedziale S = [a; b]).

Poniewa·z gwarantowana szybkóśc zbie·znósci nie zale·zy teraz tak·ze od zastosowanych w
modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p), to przyjmuj ¾ac, jako dodatkowe kryte-
rium wyboru, ÷atwóśc implementacji modeli, nale·zy stwierdzíc, ·ze najkorzystniejszy wybór
stanowi ¾a w takich sytuacjach (tj. przy braku informacji apriorycznej) modele oparte o falki
Haara (por. (1.10) i zob. rodz. 4; por. tak·ze [49], [70]-[71] i [108]).

Zauwa·zmy jednak, ·ze bior ¾ac pod uwag¾e punktowe (lokalne) w÷asnósci empirycznych
modeli falkowych R̂G (x; K; p) (por. w÷asnóśc RG2) zastosowanie funkcji falkowych o
wy·zszych numerach pozwala tym modelom lepiej „dopasowác” si ¾e do identy…kowanej
nieliniowósci w przedzia÷ach jej ci ¾ag÷ósci (por. (3.52) i (3.53)). Szczególnie widoczne jest
to w przypadku, gdy R (x) i f (x) s ¾a pomi¾edzy punktami skoków wielomianami. Wówczas
bowiem (zob. uwaga 3.6), jésli numer falkowy jest wi ¾ekszy od stopnia tych wielomianów,
znika obci ¾a·zenie modeli empirycznych R̂G (x; K; p) (por. wzory (3.29) i (3.49)).

3.2 Algorytm bezpósredni

Jedn ¾a z cech przedstawionego w poprzednim punkcie algorytmu ilorazowego jest zale-
·znóśc zbie·znósci i szybkósci zbie·znósci wyznaczanych przez niego modeli empirycznych
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R̂G (x; K; p) od w÷asnósci funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x). Zale·znóśc ta wynika z
postaci funkcji G (x) identy…kowanej w pierwszym kroku algorytmu ilorazowego, która
jest iloczynem nieliniowósci R (x) i funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x) (por. wzór (3.1)
w punkcie 3.1).

W szczególnósci, gdy na przyk÷ad f (x) jest nieci ¾ag÷a, gwarantowana szybkóśc średnio-
kwadratowej zbie·znósci ca÷kowej tych modeli jest co najwy·zej rz ¾edu O

¡
N¡1=2

¢
, nawet

jésli identy…kowana nieliniowóśc R (x) jest wielokrotnie ró·zniczkowalna (¯ À 1) a za-
stosowane w modelach falki maj ¾a wysoki numer p (zob. twierdzenie 3.6 na str. 44 oraz
w÷asnósci RG7-RG8).

Proponowany poni·zej algorytm identy…kacji jest pozbawiony tej wady i wyznaczone
przez niego modele empiryczne zbiegaj ¾a do nieliniowósci R (x) niezale·znie od w÷asnósci
funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x).

Podstawa teoretyczna. Klasa teoretycznych modeli falkowych (dla ró·znych p), stano-
wi ¾aca podstaw¾e algorytmu identy…kacji, sk÷ada si ¾e obecnie z modeli b ¾ed ¾acych aproksy-
macjami identy…kowanej nieliniowósci R (x) (por. (1.25) w punkcie 1.2 oraz wzory (3.2) i
(3.3) de…niuj ¾ace modele teoretyczne RG (x; K; p))

RR (x; K; p) =

n0
max(M;p)X

n=n0
min(M;p)

®p0
Mn'p

Mn (x) +
K¡1X

m=M

l0max(m;p)X
l=l0min(m;p)

¯p0
mlÃ

p
ml (x) (3.60)

w których wspó÷czynniki ®p0
Mn i ¯p0

ml s ¾a (bezpósrednio) wspó÷czynnikami falkowymi iden-
ty…kowanej nieliniowósci R (x) (por. z postaci ¾a wspó÷czynników modeli G (x; K; p) dan ¾a
wzorem (3.4))

®p0
Mn =

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

R (x) 'p
Mn (x) dx oraz ¯p0

ml =

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

R (x) Ãp
ml (x) dx (3.61)

Granice sumowań w modelach RR (x; K; p) wynosz ¾a (por. wzory w (3.5))

n0
min (M; p) =

§
2Ma

¨
n0

max (M; p) =
¥
2Mb

¦ ¡ 2p + 1
oraz

l0
min (m; p) = d2mae ¡ 1 + p

l0
max (m; p) = b2mbc ¡ p

(3.62)

gdzie a; b s ¾a granicami przedzia÷u S.

Algorytm identy…kacji. Modele empiryczne. Wobec nieznajomósci nieliniowósci
R (x), zadaniem algorytmu jest oszacowanie (estymacja) nieznanych wspó÷czynników ®p0

Mn

i ¯p0
ml modeli RR (x; K; p) (dla dowolnego p) na podstawie zbioru pomiarów f(xk; yk)gN

k=1

wej́scia-wyj́scia systemu (por. punkt 2.2 w rozdz. 2).

Wykorzystuj ¾ac w tym celu spostrze·zenie, ·ze przy za÷o·zeniach Z1-Z5, dla x 2 S = [a; b]
zachodz ¾a poni·zsze to·zsamósci (por. wzory w (3.6))

®p0
Mn =

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

R (x) 'p
Mn (x)

1

f (x)
f (x) dx = E

·
R (x1)

'p
Mn (x1)

f (x1)

¸
=

= E

½
[R (x1) + »1 + z1]

'p
Mn (x1)

f (x1)

¾
=
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= E

·
y1

'p
Mn (x1)

f (x1)

¸

¯p0
ml =

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

R (x) Ãp
ml (x)

1

f (x)
f (x) dx = E

·
R (x1)

Ãp
ml (x1)

f (x1)

¸
=

= E

½
[R (x1) + »1 + z1]

Ãp
ml (x1)

f (x1)

¾
=

= E

·
y1

Ãp
ml (x1)

f (x1)

¸
(3.63)

mo·zemy, dzi ¾eki znajomósci funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x), oszacowác te wspó÷czyn-
niki za pomoc ¾a nast ¾epuj ¾acych estymatorów (wspó÷czynników empirycznych) (por. esty-
matory w (3.7))

®̂p0
Mn =

1

N

NX
k=1

yk'p0
Mn (xk) oraz ^̄p0

ml =
1

N

NX
k=1

ykÃp0
ml (xk) (3.64)

gdzie

'p0
Mn (xk) =

'p
Mn (xk)

f (xk)
oraz Ãp0

ml (xk) =
Ãp

ml (xk)

f (xk)
(3.65)

otrzymuj ¾ac w ten sposób klas ¾e (dla ró·znych p) empirycznych modeli falkowych nielinio-
wósci R (x), odpowiadaj ¾acych klasie modeli teoretycznych (3.60) (por. z postaci ¾a modeli
empirycznych R̂G (x; K; p) dan ¾a wzorami (3.8) i (3.9))

R̂R (x; K; p) =

n0
max(M;p)X

n=n0
min(M;p)

®̂p0
Mn'p

Mn (x) +
K¡1X

m=M

l0max(m;p)X
l=l0min(m;p)

^̄p0
mlÃ

p
ml (x) (3.66)

Uzyskalísmy zatem nast ¾epuj ¾acy bezpósredni algorytm identy…kacji (algorytm tego typu
dla klasycznych uk÷adów funkcji ortogonalnych badany by÷ w pracy [43]):

Algorytm bezpósredni:

Krok 1. Na podstawie pomiarów f(xk; yk)gN
k=1 oblicz oszacowania ®̂p0

Mn i ^̄p0
ml wed÷ug

wzorów (3.64) i (3.65).
Krok 2. Wyznacz empiryczny model nieliniowósci R (x) wstawiaj ¾ac obliczone osza-
cowania do wzoru (3.66).

3.2.1 Analiza w÷asnósci modeli empirycznych R̂R (x; K; p)

Analiz ¾e w÷asnósci modeli R̂R (x; K; p) rozpoczniemy od uwagi, ·ze wspó÷czynniki empi-
ryczne ®̂p0

Mn i ^̄p0
ml w (3.64) s ¾a dobrze zde…niowane, gdy funkcja g¾estósci wej́scia systemu

f (x) jest dodatnia (por. wzory (3.63) i (3.65)). A zatem, na mocy za÷o·zenia Z1, gwarantu-
j ¾acego t ¾e w÷asnóśc f (x) jedynie w przedziale S = [a; b], nósniki funkcji falkowych 'p

Mn (x)

i Ãp
ml (x) odpowiadaj ¾ace wspó÷czynnikom empirycznym ®̂p0

Mn i ^̄p0
ml modeli R̂R (x; K; p),

musz ¾a zawierác si ¾e w tym przedziale. Nak÷ada to nast¾epuj ¾ace ograniczenia na indeksy
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translacji n i l funkcji falkowych w tych modelach (por. Rys. 3.7)

n

2M
> a

n + (2p ¡ 1)

2M
6 b

oraz

l + (1 ¡ p)

2m
> a

l + p

2m
6 b

i prowadzi do podanych we wzorze (3.62) granic sumowań w modelach teoretycznych i
empirycznych.

Przed przyst ¾apieniem do dalszej analizy poka·zemy, ·ze z powy·zszego wynikaj ¾a w ogól-
nósci (dla dowolnego numeru falkowego p) nast¾epuj ¾ace konsekwencje:

² zbie·znóśc i gwarantowane szybkósci zbie·znósci modeli empirycznych R̂R (x; K; p)
zachodz ¾a jedynie w podprzedziale przedzia÷u S,

² nósniki modeli empirycznych R̂R (x; K; p) s ¾a mniejsze ni·z przedzia÷ S = [a; b], st ¾ad
niektóre pomiary ze zbioru f(xk; yk)gN

k=1 nie s ¾a wykorzystywane przez algorytm bez-
pósredni przy wyznaczaniu tych modeli.

Przedzia÷ u·zyteczny modeli empirycznych R̂R (x; K; p). Analiza b÷ ¾edów obci ¾a·ze-
nia modeli falkowych opiera si ¾e na w÷asnósci falkowej analizy wielorozdzielczej (1.3) w
rozdz. 1 mówi ¾acej, ·ze zbiór funkcji falkowych (por. (1.14)-(1.16) w rozdz. 1)

f('p
Mn (x) ; Ãp

ml (x) ; M; m; n; l 2 Z) : m > Mg (3.67)

jest baz ¾a zupe÷n ¾a przestrzeni L2 (R), a zatem pozwala przedstawíc dowoln ¾a funkcj ¾e ca÷ko-
waln ¾a z kwadratem na ca÷ej prostej R (por. wzory (1.17) i (1.18) w rozdz. 1). Jak jednak
stwierdzilísmy powy·zej w przypadku modeli R̂R (x; K; p) do dyspozycji mamy jedynie
zbiór funkcji falkowych o postaci(

('p
Mn (x) ; Ãp

ml (x) ; M; m; n; l 2 Z) :
n = n0

min (M; p) ; : : : ; n0
max (M; p)

l = l0
min (m; p) ; : : : ; l0

max (m; p)
; m > M

)
(3.68)

Zbiór ten, ze wzgl ¾edu na zwartóśc nósników funkcji falkowych Daubechies, jest baz ¾a zupe-
÷n ¾a przestrzeni funkcji ca÷kowalnych z kwadratem jedynie w pewnym przedziale, w którym
spósród wszystkich funkcji falkowych ze zbioru (3.67) aktywne s ¾a tylko te, które nale·z ¾a
do zbioru wyznaczonego w (3.68). Granice tego przedzia÷u, oznaczane dalej przez a0

R i b0
R,

mo·zna zatem wyznaczýc na podstawie poni·zszych równósci (por. wzory w (3.62), postacie
nósników funkcji falkowych dane w (1.11), rozdz. 1 oraz Rys. 3.7)

a0
R =

n0
min (M; p) ¡ 1 + (2p ¡ 1)

2M
oraz b0

R =
n0

max (M; p) + 1

2M

z których otrzymujemy, ·ze

S 0
R

def
= [a0

R; b0
R) =

"§
2Ma

¨
+ 2p ¡ 2

2M
;

¥
2Mb

¦ ¡ 2p + 2

2M

!
(3.69)

Przedzia÷ S 0
R = [a0

R; b0
R) b¾edziemy nazywác przedzia÷em u·zytecznym modeli empirycznych

R̂R (x; K; p). Zwró́cmy uwag¾e, ·ze jest on w ogólnósci w¾e·zszy od przedzia÷u S.
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Rys. 3.7 Algorytm bezpósredni (wyznaczaj ¾acy empiryczne modele falkowe R̂R (x; K; p)) po-
zwala identy…kowác nieliniowósci R (x) w przedziale S0

R = [a0
R; b0

R), który jest w ogólnósci w¾e·zszy
ni·z przedzia÷ S = [a; b] (na rysunku przedstawiono przyk÷adowy model R̂R (x; K; p) z p = 2).
Szare prostok ¾aty odpowiadaj ¾a nósnikom funkcji falkowych tego modelu

Zauwa·zmy tak·ze, ·ze na mocy w÷asnósci (A.2) funkcji b¢c i d¢e (Dodatek A.1, str. 114),
d÷ugóśc tego przedzia÷u rósnie ze wzrostem skali M (por. wzory w (3.42)), poniewa·z:

a0
R ¡a <

2Ma + 2p ¡ 1

2M
¡a =

2p ¡ 1

2M
oraz b¡b0

R < b¡ 2Mb ¡ 2p + 1

2M
=

2p ¡ 1

2M
(3.70)

i (asymptotycznie, M ! 1) osi ¾aga d÷ugóśc przedzia÷u S (dla dowolnych p). St ¾ad, aby za
pomoc ¾a algorytmu bezpósredniego móc identy…kowác nieliniowóśc R (x) w jak najszer-
szym przedziale S 0

R, nale·zy w empirycznych modelach falkowych R̂R (x; K; p) przyjmowác
skal ¾e M = K (por. Rys. 3.8).

Rys. 3.8 Przedzia÷ u·zyteczny S0
R modeli empirycznych R̂R (x; K; p) osi ¾aga (w danej skali K)

najwi¾eksz ¾a d÷ugóśc (nieliniowóśc R (x) jest identy…kowana przez algorytm bezpósredni w naj-
szerszym podprzedziale S0

R ½ S) w przypadku, gdy parametry skali M i K w tych modelach s ¾a
równe (model wykorzystuje tylko funkcje skaluj ¾ace 'p

Kn (x)) (por. z Rys. 3.7)
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Nósnik modeli empirycznych R̂R (x; K; p). Nósnik modeli R̂R (x; K; p) jest dany na-
st¾epuj ¾acym wzorem

supp R̂R (x; K; p) =

n0
min(M;p)[

n=n0
min(M;p)

supp 'p
Mn (x) [

K¡1[
m=M

l0min(m;p)[
l=l0min(m;p)

supp Ãp
ml (x)

a zatem, przy granicach sumowań podanych we wzorze (3.62) i przy uwzgl ¾ednieniu postaci
nósników odpowiednich funkcji falkowych 'p

Mn (x) i Ãp
ml (x), jest równy (por. wzór (1.11)

w punkcie 1.1)

supp R̂R (x; K; p) =

b2M bc¡2p+1[
n=d2M ae

£
n

2M ; n+2p¡1
2M

¢ [
K¡1[
m=K

b2mbc¡p[
l=d2mae¡1+p

£
l+1¡p

2m ; l+p
2m

¢
=

=

b2K¡1bc¡p[
l=d2K¡1ae¡1+p

£
l+1¡p
2K¡1 ; l+p

2K¡1

¢
=

·d2K¡1ae
2K¡1 ;

b2K¡1bc
2K¡1

¶
=

def
= SR = [aR; bR) (3.71)

a zatem jest ogólnie w¾e·zszy od przedzia÷u S = [a; b] (zob. Rys. 3.7). W rezultacie
pomiary, których sk÷adowa wej́sciowa xk le·zy na brzegach

£
a; 2¡(K¡1)

§
2K¡1a

¨¢
oraz£

2¡(K¡1)
¥
2K¡1b

¦
; b

¤
przedzia÷u S, nie s ¾a brane pod uwag¾e przez rozwa·zany algorytm

podczas wyznaczania wspó÷czynników modeli R̂R (x; K; p). Dla porównania, w przypadku
modelu z Rys. 3.8 (tj. dla M = K) nósnik tego modelu wynosi

supp R̂R (x; K; p) =

b2Kbc¡2p+1[
n=d2Kae

£
n

2K ; n+2p¡1
2K

¢
=

·d2Kae
2K ;

b2Kbc
2K

¶
a zatem odpowiednie przedzia÷y brzegowe s ¾a mniejsze (i mniejsza mo·ze býc tak·ze liczba
pomiarów niewykorzystanych przez algorytm identy…kacji).

Uwaga 3.9 Dla modeli empirycznych R̂R (x; K; p) opartych o funkcje Haara (p = 1), w
przypadku, gdy granice a; b przedzia÷u S le·z ¾a na siatce binarnej BH ; H 6 M (por. de…nicja
w Dodatku A.2, str. 114), zachodzi (por. wzory (3.69) i (3.71))

a0
R = aR = a oraz b0

R = bR = b

i algorytm bezpósredni identy…kuje w takim przypadku nieliniowóśc R (x) w ca÷ym
przedziale S, z wykorzystaniem wszytkich pomiarów ze zbioru f(xk; yk)gN

k=1.

Zbie·znóśc oszacowań ®̂p0
Mn i ^̄p0

ml

Na mocy to·zsamósci (3.63) oraz za÷o·zeń Z3-Z5, estymatory ®̂p0
Mn i ^̄p0

ml (dane wzorem
(3.64)) s ¾a nieobci ¾a·zone

E ®̂p0
Mn = ®p0

Mn oraz E ^̄p0
ml = ¯p0

ml (3.72)

Ponadto, ich wariancje spe÷niaj ¾a nast¾epuj ¾ace oszacowania

var ®̂p0
Mn 6 1

N
(A0

var + A0
cov) oraz var ^̄p0

mn 6 1

N
(B0

var + B0
cov) (3.73)
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gdzie A0
var; B0

var oraz A0
cov; B0

cov s ¾a dodatnimi sta÷ymi zale·znymi od cz¾ésci dynamicznej
systemu i w÷asnósci zak÷óceń zewn¾etrznych (zob. (B.31) i (B.32) w Dodatku B.5).

Z w÷asnósci (3.72) i (3.73) wnioskujemy, ·ze (por. z lematem 3.1):

Lemat 3.7 Wspó÷czynniki ®̂p0
Mn i ^̄p0

ml modeli empirycznych R̂R (x; K; p) zbiegaj ¾a średnio-
kwadratowo do wspó÷czynników ®p0

Mn i ¯p0
ml modeli teoretycznych RR (x; K; p) wraz z rosn ¾ac ¾a

liczb ¾a pomiarów N . Ich b÷ ¾edy średniokwadratowe spe÷niaj ¾a nierównósci

MSE ®̂p0
Mn = var ®̂p0

Mn 6 1

N
(A0

var + A0
cov)

MSE ^̄p0
ml = var ^̄p0

ml 6 1

N
(B0

var + B0
cov)

A zatem, podobnie jak wspó÷czynniki empiryczne ®̂p
Mn i ^̄p

ml modeli Ĝ (x; K; p), równie·z
powy·zsze charakteryzuj ¾a si ¾e w÷asnósciami V1-V3 (str. 29), zbiegaj ¾ac przy tym bezpósre-
dnio do wspó÷czynników rozwini ¾ecia falkowego identy…kowanej nieliniowósci R (x).

A. Analiza zbie·znósci punktowej modeli R̂R (x; K; p)

Analiza zbie·znósci punktowej modeli empirycznych R̂R (x; K; p) przebiega podobnie jak
przeprowadzona w punkcie 3.1.1 analiza zbie·znósci punktowej modeli empirycznych
Ĝ (x; K; p) wyznaczanych za pomoc ¾a algorytmu ilorazowego.

Rozpoczniemy j ¾a od dekompozycji punktowego b÷ ¾edu średniokwadratowego modeli em-
pirycznych R̂R (x; K; p) w ustalonym punkcie x

MSE R̂R (x; K; p) = E
h
R (x) ¡ R̂R (x; K; p)

i2

=

=
h
R (x) ¡ E R̂R (x; K; p)

i2

+ E
h
E R̂R (x; K; p) ¡ R̂R (x; K; p)

i2

=

= bias2 R̂R (x; K; p) + var R̂R (x; K; p) (3.74)

na dwa sk÷adniki b÷ ¾edu modelu: kwadrat obci ¾a·zenia bias2 R̂R (x; K; p) oraz wariancj ¾e wy-
j́scia modelu var R̂R (x; K; p).

Wariancja wyj́scia modelu var R̂R (x; K; p). Z w÷asnósci (3.72) wynika, ·ze modele
empiryczne R̂R (x; K; p) s ¾a – dla poszczególnych K i p – nieobci ¾a·zonymi estymatorami
modeli teoretycznych RR (x; K; p) (por. wzór (3.13))

E R̂R (x; K; p) = RR (x; K; p) (3.75)

W konsekwencji zatem

var R̂R (x; K; p) = E
h
RR (x; K; p) ¡ R̂R (x; K; p)

i2

Na podstawie obliczeń zawartych w Dodatku B.6 (str. 128) otrzymujemy, ·ze w ka·zdym
punkcie x 2 S 0

R wariancja wyj́scia modelu empirycznego R̂R (x; K; p) spe÷nia nierównóśc

var R̂R (x; K; p) 6 2K

N
¢ C 0

var (3.76)

gdzie C 0
var jest dodatni ¾a sta÷ ¾a, zale·zn ¾a od dynamiki systemu i zak÷óceń zewn¾etrznych zk.

Podobnie zatem jak dla modelu Ĝ (x; K; p), rz ¾ad wariancji wyj́scia modeli empirycznych
R̂R (x; K; p) zale·zy tylko od liczby pomiarów N oraz przyj ¾etych skal K modeli (por. (3.14)
oraz w÷asnósci V1-V3, str. 29).
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Obci ¾a·zenie bias2 R̂R (x; K; p). Ze wzgl ¾edu na (3.75) kwadrat obci ¾a·zenia modeli em-
pirycznych R̂R (x; K; p) w punkcie x jest równy kwadratowi b÷ ¾edu aproksymacji w tym
punkcie nieliniowósci R (x) za pomoc ¾a jej falkowych modeli teoretycznych RR (x; K; p):

bias 2R̂R (x; K; p) =
h
R (x) ¡ E R̂R (x; K; p)

i2

= [R (x) ¡ RR (x; K; p)]2 (3.77)

A zatem ma przyczyny jedynie natury deterministycznej i nie zale·zy od liczby pomiarów
N . B÷ ¾ad ten maleje do zera ze wzrostem skali K w tych punktach x, w których identy…ko-
wana nieliniowóśc R (x) jest ci ¾ag÷a (zob. [80, twierdzenie 2.1]), bez wzgl ¾edu na zachowanie
si ¾e w tym punkcie funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x) (por. (3.16)),

bias 2R̂R (x; K; p) ! 0 dla K ! 1 (3.78)

Zbie·znóśc punktowa modeli R̂R (x; K; p)

Dobieraj ¾ac parametr skali K tak, aby wzrost liczby pomiarów N powodowa÷ jednocze-
sne zmniejszanie si ¾e obu sk÷adowych b÷ ¾edu średniokwadratowego we wzorze (3.74) (por.
z dyskusj ¾a na str. 30, dotycz ¾ac ¾a warunków zbie·znósci punktowej modeli empirycznych
Ĝ (x; K; p)), tj. aby

K = K 0 (N) ! 1 oraz
2K0(N)

N
! 0 dla N ! 1 (3.79)

otrzymujemy nast ¾epuj ¾ace twierdzenie charakteryzuj ¾ace warunki zbie·znósci modeli empi-
rycznych R̂R (x; K; p) (por. z twierdzeniem 3.1).

Twierdzenie 3.7 (Średniokwadratowa zbie·znóśc punktowa) Jésli identy…kowana
nieliniowóśc R (x) jest ci ¾ag÷a w punkcie x 2 S 0

R = [a0
R; b0

R), a skala K modeli empirycz-
nych R̂R (x; K; p) zale·zy od liczby pomiarów N tak, ·ze spe÷nione s ¾a warunki w (3.79), to
dla dowolnego p modele te zbiegaj ¾a w tym punkcie średniokwadratowo do identy…kowanej
nieliniowósci R (x)

MSE R̂R (x; K 0 (N) ; p) = E
h
R (x) ¡ R̂R (x; K 0 (N) ; p)

i2

! 0 gdy N ! 1

Z powy·zszego twierdzenia wnioskujemy zatem, ·ze zbie·znóśc punktowa empirycznych
modeli falkowych R̂R (x; K; p) do nieliniowósci R (x) nie zale·zy od ci ¾ag÷ósci funkcji g¾estósci
wej́scia systemu f (x).

Z punktowej zbie·znósci średniokwadratowej modeli R̂R (x; K; p) wynika ich punktowa
zbie·znóśc wed÷ug prawdopodobieństwa (por. wniosek 3.1):

Wniosek 3.2 (Zbie·znóśc punktowa wg prawdopodobieństwa) Jésli spe÷nione s ¾a
za÷o·zenia twierdzenia 3.7, modele empiryczne R̂R (x; K 0 (N) ; p) zbiegaj ¾a do nieliniowósci
R (x) wed÷ug prawdopodobiénstwa, w ka·zdym punkcie x 2 S 0

R = [a0
R; b0

R), w którym ta
nieliniowóśc jest ci ¾ag÷a

R̂R (x; K 0 (N) ; p)
P! R (x) gdy N ! 1
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Szybkóśc zbie·znósci punktowej modeli R̂R (x; K; p)

Aby wyznaczýc szybkóśc średniokwadratowej zbie·znósci modeli R̂R (x; K; p) do identy…-
kowanej nieliniowósci R (x) przyjmiemy teraz nast ¾epuj ¾ace za÷o·zenie o jej g÷adkósci (por.
za÷o·zenie Z7, str. 34).

Z70. Nieliniowóśc R (x) nale·zy do klasy

R (x) 2 C¯ [ax; bx) [ax; bx) µ S 0
R; ¯ > 0

gdzie

ax =

¥
2Kx

¦ ¡ 2p + 2

2K
oraz bx =

¥
2Kx

¦
+ 2p ¡ 1

2K

Zauwa·zmy, ·ze za÷o·zenie to nie dotyczy funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x), która
mo·ze býc teraz dowolna (w zakresie podanym w za÷o·zeniu Z1 w rozdz. 1).

Szybkóśc zbie·znósci b÷ ¾edu obci ¾a·zenia bias2 R̂R (x; K; p). Korzystaj ¾ac teraz z osza-
cowania b÷ ¾edu obci ¾a·zenia w ustalonym punkcie x, uzyskanego w Dodatku B.4 (str. 126)
dla modeli Ĝ (x; K; p) otrzymujemy (przy podstawieniu G (x) = R (x) oraz ¸ = ¯), ·ze
odpowiednie oszacowanie b÷ ¾edu obci ¾a·zenia dla modeli R̂R (x; K; p) wynosi

bias2 R̂R (x; K; p) 6 2¡2°0K ¢ C 0
bias (3.80)

gdzie °0 = min f¯; pg i C 0
bias jest dodatni ¾a sta÷ ¾a (zale·zn ¾a od nieliniowósci R (x) i falek

Ãp
ml (x)).

Na podstawie tej nierównósci wnioskujemy, ·ze przy za÷o·zeniu Z70 (por. w÷asnósci B1-
B4 modeli Ĝ (x; K; p), str. 35):

B10. Wraz ze wzrostem skali K empirycznych modeli falkowych R̂R (x; K; p), kwadrat
ich b÷ ¾edu obci ¾a·zenia maleje wyk÷adniczo do zera w punktach ci ¾ag÷ósci nieliniowósci
R (x), przy dowolnej funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x) (spe÷niaj ¾acej za÷o·zenie
Z1).

B20. Szybkóśc zmniejszania si ¾e tego b÷ ¾edu zale·zy jedynie od g÷adkósci nieliniowósci R (x)
oraz od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p), nato-
miast nie zale·zy od g÷adkósci funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x).

B30. Wp÷yw na b÷ ¾ad obci ¾a·zenia modeli R̂R (x; K; p) w punkcie x ma g÷adkóśc nieliniowósci
R (x) jedynie w otoczeniu tego punktu (w przedziale [ax; bx)).

B40. Oszacowanie (3.80) jest prawdziwe dla wszystkich punktów x nale·z ¾acych do

przedzia÷u
·b2Kxc

2K ;
b2Kxc+1

2K

¶
µ S 0

R.

Szybkóśc średniokwadratowej zbie·znósci punktowej modeli R̂R (x; K; p). Nie-
równósci (3.76) i (3.80) pozwalaj ¾a w nast¾epuj ¾acy sposób oszacowác asymptotyczny b÷ ¾ad
średniokwadratowy modeli empirycznych R̂R (x; K; p) w dowolnym, ustalonym punkcie
x 2 S 0

R (por. wzór (3.30)):

MSE R̂R (x; K; p) 6
µ

2¡2°0K +
2K

N

¶
¢ C 0

MSE (3.81)
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gdzie C 0
MSE = max fC 0

bias; C 0
varg. Minimalizacja tego oszacowania wzgl ¾edem parametru

skali K prowadzi do nast ¾epuj ¾acej regu÷y lokalnego doboru skali K modeli empirycznych
R̂R (x; K; p) (w otoczeniu punktu x) dla du·zej liczby obserwacji N (por. warunki (3.79) i
regu÷ ¾e doboru skali (3.31) w modelach empirycznych Ĝ (x; K; p))

K = K 0
opt (N) =

¹
1

2°0 + 1
log2 2°0N

º
(3.82)

Podstawiaj ¾ac ten wzór do oszacowania (3.81) otrzymujemy nast¾epuj ¾ace twierdzenie (por.
twierdzenie 3.2).

Twierdzenie 3.8 (Szybkóśc średniokwadratowej zbie·znósci punktowej) Jésli
spe÷nione s ¾a warunki za÷o·zenia Z70, to w ka·zdym punkcie x nale·z ¾acym do przedzia÷u·b2Kxc

2K ;
b2Kxc+1

2K

¶
, b÷ ¾ad średniokwadratowy modeli empirycznych R̂R (x; K; p), przy skali

K dobieranej wed÷ug regu÷y (3.82), spe÷nia nierównóśc

MSE R̂R

¡
x; K 0

opt (N) ; p
¢

6 N
¡ 2°0

2°0+1 ¢ CR°
MSE; °0 = min f¯; pg (3.83)

gdzie CR°
MSE = 2 ¢ (2°0)¡2°0=(2°0+1) C 0

MSE.

Z twierdzeń 3.7 i 3.8 wynikaj ¾a nast ¾epuj ¾ace w÷asnósci punktowe (w sensie zachowania
si ¾e b÷ ¾edu średniokwadratowego MSE) empirycznych modeli falkowych R̂R (x; K; p) (por.
z w÷asnósciami RG1-RG4 modeli R̂G (x; K; p), str. 42):

RR1. Modele R̂R (x; K; p) zbiegaj ¾a do identy…kowanej nieliniowósci R (x) w ka·zdym punk-
cie jej ci ¾ag÷ósci w przedziale S 0

R = [a0
R; b0

R), niezale·znie od ci ¾ag÷ósci w tych punktach
funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x).

RR2. Szybkóśc zbie·znósci modeli R̂R (x; K; p) ze wzrostem liczby pomiarów N we wzo-
rach (3.64) i (3.83) zale·zy od lokalnej (w przedziale [ax; bx)) g÷adkósci nieliniowósci
R (x) oraz od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p),
natomiast nie zale·zy od g÷adkósci funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x) (por. wzory
(3.82)-(3.83)).

RR3. Jésli w przedziale [ax; bx) nieliniowóśc R (x) nale·zy do klasy C¯, a zastosowane w mo-
delu empirycznym R̂R (x; K; p) falki maj ¾a numer p > ¯, to wówczas szybkóśc zbie-
·znósci b÷ ¾edu średniokwadratowego tych modeli osi ¾aga asymptotycznie optymaln ¾a
pr¾edkóśc O

¡
N¡2¯=(2¯+1)

¢
(por. Dodatek B.7, str. 129).

RR4. Na wyznaczone w twierdzeniach 3.7 i 3.8 warunki i szybkóśc zbie·znósci modeli
R̂R (x; K; p) nie wp÷ywaj ¾a ani struktura ani dynamika systemu (z klasy rozwa·za-
nych systemów), ani te·z skorelowanie zak÷óceń pomiarowych zk.

RR5. Przedzia÷ S 0
R = [a0

R; b0
R), w którego punktach mo·ze zachodzíc zbie·znóśc modeli em-

pirycznych R̂R (x; K; p) jest, w ogólnósci, w¾e·zszy ni·z przedzia÷ S. Ró·znica pomi¾edzy
tymi przedzia÷ami maleje ze wzrostem skali M (por. wzory (3.69) i (3.70)) (i dla
przyj ¾etej skali K modeli jest najmniejsza gdy M = K).

Poni·zsze twierdzenie okrésla szybkóśc zbie·znósci punktowej empirycznych modeli fal-
kowych R̂R (x; K; p) wed÷ug prawdopodobieństwa (por. twierdzenie 3.3).
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Twierdzenie 3.9 (Szybkóśc zbie·znósci punktowej wg prawdopodobieństwa)
Je·zeli spe÷nione s ¾a za÷o·zenia twierdzenia 3.8, to dla b÷ ¾edu bezwzgl ¾ednego mo-
deli empirycznych R̂R

¡
x; K 0

opt (N) ; p
¢

zachodzi asymptotycznie w ka·zdym punkcie

x 2
·b2Kxc

2K ;
b2Kxc+1

2K

¶
, nast ¾epuj ¾ace oszacowanie:

¯̄̄
R (x) ¡ R̂R

¡
x; K 0

opt (N) ; p
¢¯̄̄

= O

µ
N

¡ °0
2°0+1

¶
(3.84)

wed÷ug prawdopodobiénstwa.

Dowód. Dowód twierdzenia otrzymujemy po zastosowaniu twierdzenia 2.19 z pracy [50,
twierdzenie 3, str. 449], cytowanego w Dodatku B.8, str. 129. Podstawiaj ¾ac w nim g (x) =
R (x), ĝN (x) = R̂R

¡
x; K 0

opt (N) ; p
¢

oraz f̂N (x) = f (x) = IS (x) i przyjmuj ¾ac sg =
2°0=(2°0 + 1) oraz sf = 1, otrzymujemy (3.84).

Otrzymujemy zatem kolejn ¾a w÷asnóśc:

RR3a. Jésli zastosowane w modelach empirycznych R̂R (x; K; p) funkcje falkowe maj ¾a nu-
mer p > ¯, to wówczas modele te zbiegaj ¾a punktowo do nieliniowósci R (x) z pr¾ed-
kósci ¾a O

¡
N¡¯=(2¯+1)

¢
, wed÷ug prawdopodobieństwa (por. w÷asnóśc RR3).

B. Analiza zbie·znósci ca÷kowej modeli R̂R (x; K; p)

Badanie zachowania si ¾e modeli empirycznych R̂R (x; K; p) w sensie globalnego (ca÷kowego)
b÷ ¾edu średniokwadratowego MISE opiera si ¾e na dekompozycji tego b÷ ¾edu na sk÷adowe
zintegrowanego kwadratu obci ¾a·zenia ISB R̂R (x; K; p) oraz zintegrowanej wariancji wyj́scia
IV R̂R (x; K; p) (por. z dyskusj ¾a dotycz ¾ac ¾a modeli Ĝ (x; K; p), str 3.1.1).

B÷ ¾ad ten dla modeli empirycznych R̂R (x; K; p) de…niujemy w przedziale S 0
R =

h
a0

R;¶b0
R

´
:

MISE R̂R (x; K; p) = E

Z
S0

R

h
R (x) ¡ R̂R (x; K; p)

i2

dx = ISB R̂R (x; K; p)+IV R̂R (x; K; p)

(3.85)
Podobnie jak dla modeli Ĝ (x; K; p) w algorytmie ilorazowym, warunki i szybkóśc ca÷kowej
zbie·znósci modeli R̂R (x; K; p) zbadamy dla ci ¾ag÷ych i nieci ¾ag÷ych (ze skończon ¾a liczb ¾a
nieci ¾ag÷ósci typu skok) nieliniowósci R (x).

Wariancja IV R̂R (x; K; p). Sk÷adow ¾a IV R̂R (x; K; p) dla S 0
R =

h
a0

R;¶b0
R

´
mo·zna oszaco-

wác korzystaj ¾ac z oszacowania punktowej wariancji modelu empirycznego podanego we
wzorze (3.76) (por. (3.34))

IV R̂R (x; K; p) =

Z
S0

R

var R̂R (x; K; p) dx 6 2K

N
¢ C 0

IV (3.86)

gdzie C 0
IV = (b0

R ¡ a0
R) C 0

var.
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Oci ¾a·zenie ISB R̂R (x; K; p). Ze wzgl ¾edu na nieobci ¾a·zonóśc estymatorów ®̂p0
Mn i ^̄p

ml (por.
wzory w (3.72)), a zatem te·z wyj́scia modelu empirycznego R̂R (x; K; p) w stosunku
do jego teoretycznego odpowiednika RR (x; K; p) (por. wzór (3.75)) ca÷kowe obci ¾a·zenie
ISB R̂R (x; K; p) jest równe ca÷kowemu b÷¾edowi aproksymacji identy…kowanej nieliniowo-
ści R (x) przez model teoretyczny RR (x; K; p) (por. wzór (3.35))

ISB R̂R (x; K; p) =

Z
S0

R

h
R (x) ¡ E R̂R (x; K; p)

i2

dx =

=

Z
S0

R

[R (x) ¡ RR (x; K; p)]2 dx = ISE RR (x; K; p) (3.87)

a zatem, podobnie jak sk÷adowa obci ¾a·zenia bias2 R̂R (x; K; p) b÷ ¾edu punktowego, ma przy-
czyny natury deterministycznej. Na mocy w÷asnósci (1.21) w rozdz. 1 falkowej analizy wie-
lorozdzielczej, obci ¾a·zenie ISB R̂R (x; K; p) maleje do zera ze wzrostem skali K modeli, dla
dowolnych R (x) spe÷niaj ¾acych za÷o·zenie Z2 z rozdz. 2 i dla dowolnego numeru falkowego
p (por. wzór (3.36))

ISB R̂R (x; K; p) ! 0; gdy K ! 1 (3.88)

Zbie·znóśc ca÷kowa modeli R̂R (x; K; p)

Opieraj ¾ac si ¾e na rozumowaniu przedstawionym w trakcie analizy warunków zbie·znósci
ca÷kowej modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) (zob. str. 37) i dotycz ¾acych doboru skali K
w zale·znósci od liczby pomiarów otrzymujemy, ·ze w przedziale u·zytecznym S 0

R falkowe
modele empiryczne R̂R (x; K; p) zbiegaj ¾a w sensie b÷ ¾edu MISE (danego wzorem (3.85))
do dowolnej, ograniczonej w przedziale S nieliniowósci R (x), jésli ich skala K zale·zy od
liczby pomiarów N tak, ·ze spe÷nione s ¾a warunki

K = K 0 (N) ! 1 oraz 2K0(N)=N ! 0 gdy N ! 1 (3.89)

Otrzymalísmy zatem nast¾epuj ¾ace twierdzenie (por. twierdzenie 3.4).

Twierdzenie 3.10 (Średniokwadratowa zbie·znóśc ca÷kowa) Jésli skala K modeli
R̂R (x; K; p) zale·zy od liczby pomiarów N tak, ·ze spe÷nione s ¾a warunki (3.89), to dla do-
wolnego p modele te zbiegaj ¾a w przedziale S 0

R = [a0
R; b0

R), gdzie (por. (3.69)):

a0
R =

§
2Ma

¨
+ 2p ¡ 2

2M
oraz b0

R =

¥
2Mb

¦ ¡ 2p + 2

2M

do nieliniowósci R (x), w sensie ca÷kowego b÷ ¾edu średniokwadratowego (MISE)

MISE R̂R (x; K 0 (N) ; p) = E

Z
S0

R

h
R (x) ¡ R̂R (x; K 0 (N) ; p)

i2

dx ! 0 N ! 1

Zauwa·zmy, ·ze zbie·znóśc ca÷kowa modeli empirycznych R̂R (x; K 0 (N) ; p) nie zale·zy od
ci ¾ag÷ósci identy…kowanej nieliniowósci R (x).

Szybkóśc zbie·znósci ca÷kowej modeli R̂R (x; K; p)

Jako pierwszy rozpatrzymy przypadek, gdy identy…kowana nieliniowóśc R (x) jest ci ¾ag÷a
w przedziale S = [a; b].
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a) Nieliniowóśc R (x) ci ¾ag÷a w przedziale S = [a; b]. Do oszacowania b÷ ¾edu
ca÷kowego modeli falkowych R̂R (x; K; p) w przypadku ci ¾ag÷ej nieliniowósci R (x) mo·zemy
wykorzystác wyniki uzyskane w trakcie analizy b÷ ¾edu punktowego tych modeli. Poniewa·z
dla dowolnego przedzia÷u S 0 µ S 0

R zachodzi

MISE R̂R (x; K; p) =

Z
S0

MSE R̂R (x; K; p) dx

to dla b÷ ¾edu ca÷kowego modeli empirycznych R̂R (x; K; p) otrzymujemy, jako wniosek z
twierdzenia 3.8, nast ¾epuj ¾ace twierdzenie.

Twierdzenie 3.11 (Szybkóśc średniokwadratowej zbie·znósci ca÷kowej) (R (x)
ci ¾ag÷a) Jésli R (x) 2 C¯ [a; b] oraz skale modeli emiprycznych R̂R (x; K; p) dobierane s ¾a
wed÷ug regu÷y (por. (3.82))

K = K 0
opt (N) =

1

2°0 + 1
log2 2°0N; °0 = min f¯; pg (3.90)

to w przedziale S 0
R = [a0

R; b0
R), ich ca÷kowe b÷ ¾edy średniokwadratowe s ¾a asymptotycznie nie

wi ¾eksze ni·z

MISE R̂R

¡
x; K 0

opt (N) ; p
¢

= E

Z
S0

R

h
R (x) ¡ R̂R

¡
x; K 0

opt (N) ; p
¢i2

dx 6 N
¡ 2°0

2°0+1 ¢ CR°
MISE

(3.91)
gdzie CR°

MISE = (b0
R ¡ a0

R) CR°
MSE.

Powy·zsze twierdzenie gwarantuje modelom empirycznym R̂R (x; K; p) szybkóśc zbie·zno-
ści rz ¾edu O

¡
N¡2°0=(2°0+1)

¢
, gdzie °0 = min f¯; pg. Zauwa·zmy, ·ze gwarantowana szybkóśc

zbie·znósci zachodzi przy dowolnych funkcjach g¾estósci wej́scia f (x) spe÷niaj ¾acych za÷o·ze-
nie Z1 z rozdz. 1.

b) Nieliniowóśc R (x) nieci ¾ag÷a w skończonej liczbie punktów. Na mocy
wzoru (3.86) rz ¾ad zintegrowanej wariancji wyj́scia modelu R̂R (x; K; p) zale·zy jedynie od
liczby pomiarów N i przyj ¾etej w modelu skali K. A zatem do ustalenia gwarantowa-
nej szybkósci ca÷kowej zbie·znósci średniokwadratowej modeli empirycznych R̂R (x; K; p)
wystarczy zbadác zachowanie si ¾e obci ¾a·zenia ISB R̂R (x; K; p).

Przyjmiemy teraz nast¾epuj ¾ace za÷o·zenie dotycz ¾ace identy…kowanej nieliniowósci R (x)
(por. za÷o·zenie Z7a na str. 39):

Z7a0 Nieliniowóśc R (x) jest w przedziale S odcinkami g÷adka, tj. ma w tym przedziale
skończon ¾a, ale nieznan ¾a liczb ¾e punktów nieci ¾ag÷ósci typu skok i poza nimi nale·zy
do klasy C¯.

Korzystaj ¾ac z oszacowania zintegrowanego obci ¾a·zenia modeli Ĝ (x; K; p) (por. wzór
(3.45), str. 40) dla przypadku nieci ¾ag÷ej funkcji G (x) otrzymujemy, po podstawieniu
f (x) = IS (x), ·ze zintegrowane obci ¾a·zenie modeli empirycznych R̂R (x; K; p) przy za-
÷o·zeniu Z7a0 spe÷nia nast ¾epuj ¾ac ¾a nierównóśc

ISB R̂R (x; K; p) 6 2¡2%0K ¢ CR%0
ISB; %0 = min

½
¯;

1

2

¾
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gdzie CR%0
ISB jest dodatni ¾a sta÷ ¾a zale·zn ¾a od identy…kowanej nieliniowósci R (x) i zastosowa-

nych w modelu funkcji falkowych Ãp
ml (x).

Powy·zsze, wraz z oszacowaniem ca÷kowej wariancji w IV R̂R (x; K; p) we wzorze (3.86),
prowadzi do nast ¾epuj ¾acej nierównósci charakteryzuj ¾acej średniokwadratowy b÷ ¾ad ca÷kowy
empirycznych modeli falkowych R̂R (x; K; p) w przypadku nieci ¾ag÷ej nieliniowósci R (x)
(por. (3.46))

MISE R̂R (x; K; p) 6 2¡2%0K ¢ CR%0
ISB +

2K

N
¢ C 0

IV 6
µ

2¡2%0K +
2K

N

¶
¢ C%0

MISE (3.92)

gdzie C%0
MISE = max

n
CR%0

ISB; C 0
IV

o
. Optymalizuj ¾ac to oszacowanie wzgl ¾edem parametru skali

K otrzymujemy, ·ze (por. (3.47))

K = K 0
opt (N) =

¹
1

2%0 + 1
log2 2%0N

º
(3.93)

Po wstawieniu powy·zszej regu÷y do wzoru (3.92) otrzymujemy nast¾epuj ¾ace twierdzenie
(por. twierdzenie 3.6).

Twierdzenie 3.12 (Szybkóśc średniokwadratowej zbie·znósci ca÷kowej) (R (x)
nieci ¾ag÷a) Jésli nieliniowóśc R (x) ma w przedziale S = [a; b] dowoln ¾a, skónczon ¾a liczb ¾e
punktów nieci ¾ag÷ósci (typu skok), a pomi ¾edzy punktami nieci ¾ag÷ósci nale·zy do klasy
C¯; ¯ > 0 oraz jésli skale modeli empirycznych R̂R (x; K; p) dobierane s ¾a wed÷ug wzoru
(3.93), to w przedziale S 0

R ca÷kowe b÷ ¾edy średniokwadratowe tych modeli s ¾a asymptotycznie
nie wi ¾eksze ni·z

MISE R̂R

¡
x; K 0

opt (N) ; p
¢

= E

Z
S0

R

h
R (x) ¡ R̂R

¡
x; K 0

opt (N) ; p
¢i2

dx 6 N
¡ 2%0

2%0+1 ¢ CR%
MISE

(3.94)
gdzie %0 = min f¯; 1=2g oraz CR%

MISE = 2 ¢ (2%)¡2%=(2%+1) C%0
MISE.

Z twierdzeń 3.10-3.12 wnioskujemy nast¾epuj ¾ace w÷asnósci falkowych modeli empirycz-
nych R̂R (x; K; p) w sensie zachowania si ¾e b÷ ¾edu ca÷kowego MISE (por. w÷asnósci RR1-
RR5 oraz w÷asnósci RG4-RG8 modelu R̂G (x; K; p)):

RR6. Przy za÷o·zeniach twierdzenia 3.10, modele empiryczne R̂R (x; K; p) zbiegaj ¾a w
przedziale S 0

R = [a0
R; b0

R) do dowolnych (w tym nieci ¾ag÷ych) nieliniowósci R (x).

RR7. Szybkóśc zbie·znósci modelu R̂R (x; K; p) zale·zy od g÷adkósci nieliniowósci R (x) w
przedziale S i od zastosowanych w nim funkcji falkowych, ale nie zale·zy od g÷adkósci
funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x) (por. wzory (3.90)-(3.91) i (3.93)-(3.94)).

RR8. Jésli zastosowane w modelu empirycznym falki maj ¾a numer p > ¯, to wówczas model
R̂R (x; K; p) zbiega do nieliniowósci R (x) z asymptotycznie optymaln ¾a pr¾edkósci ¾a
O

¡
N¡2¯=(2¯+1)

¢
przy dowolnych f (x) spe÷niaj ¾acych za÷o·zenie Z1 (por. Dodatek B.7,

str. 129 i w÷asnósci RR3 oraz RG3).

RR9. Oszacowanie (3.94) gwarantuje w praktycznych zastosowaniach (dla ¯ > 1=2) mini-
maln ¾a szybkóśc zbie·znósci modeli falkowych R̂R (x; K; p) rz ¾edu O

¡
N¡1=2

¢
, niezale-

·zn ¾a od numeru falki p (i g÷adkósci funkcji g¾estósci wej́scia f (x)).
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RR10. Na szybkóśc zbie·znósci nie wp÷ywaj ¾a (z dok÷adnósci ¾a do sta÷ych) ani struktura sy-
stemu (z klasy rozwa·zanych systemów) ani jego dynamika, ani te·z skorelowanie
zak÷óceń zk (por. w÷asnósci RR4 oraz RG4).

Przyk÷ady. Dla nieliniowósci R (x) odcinkami sta÷ych, b÷ ¾ad (3.94) maleje z gwaranto-
wan ¾a szybkósci ¾a rz ¾edu O

¡
N¡1=2

¢
i nie zale·zy od zastosowanych w modelach R̂R (x; K; p)

funkcji falkowych i g÷adkósci funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x) (por. wzór (3.93)).

Jésli R (x) jest dwukrotnie ró·zniczkowalna (nale·zy np. do klasy C2:5 [a; b]), a funkcja
g¾estósci f (x) jest nieci ¾ag÷a, to wówczas modele empiryczne R̂R (x; K; p) oparte o falki Ha-
ara (p = 1) zbiegaj ¾a do nieliniowósci R (x) z gwarantowan ¾a pr¾edkósci ¾a O

¡
N¡2=3

¢
, która

przy zastosowaniu falek o numerze p > 3 wzrasta do asymptotycznie optymalnej (wy-
nosz ¾acej tu O

¡
N¡5=6

¢
– por. wzory (3.90)-(3.91) i w÷asnóśc RR8). Natomiast modele

R̂G (x; K; p) zbiegaj ¾a w obu przypadkach (zarówno dla p = 1 jak i p = 3) ze znacznie
mniejsz ¾a gwarantowan ¾a szybkósci ¾a O

¡
N¡1=2

¢
(zob. wzory (3.58)-(3.59)), niezale·zn ¾a od

zastosowanych funkcji falkowych (numeru p).

C. Dobór falek w empirycznym modelu falkowym R̂R (x; K; p)

Na podstawie przeprowadzonej analizy i podanych przyk÷adów nale·zy stwierdzíc, ·ze wska-
zówki dotycz ¾ace doboru funkcji falkowych w modelach empirycznych R̂G (x; K; p) otrzy-
mywanych za pomoc ¾a algorytmu ilorazowego (por. str. 45) mo·zna odniéśc równie·z do
modeli R̂R (x; K; p) uzyskiwanych za pomoc ¾a algorytmu bezpósredniego. Jednak·ze, ze
wzgl ¾edu na niezale·znóśc w÷asnósci (warunków i szybkósci zbie·znósci) modeli empirycz-
nych R̂R (x; K; p) od g÷adkósci funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x), dobór jest ten po-
dyktowany jedynie w÷asnósciami identy…kowanej nieliniowósci R (x).

Zwró́cmy jednak·ze uwag¾e, ·ze zastosowanie w modelach empirycznych R̂R (x; K; p) funk-
cji falkowych o wysokim numerze p wi ¾a·ze si ¾e (w praktycznych sytuacjach – tj. przy sko-
ńczonej skali M 6 K) ze zmniejszeniem przedzia÷u u·zytecznego S 0

R, w którym modele
te zbiegaj ¾a do identy…kowanej nieliniowósci R (x) (por. wzory (3.69)-(3.70) i twierdzenia
3.7-3.12 oraz w÷asnóśc RR5).

Dalsze wskazówki dotycz ¾ace doboru funkcji falkowych w modelach empirycznych
R̂R (x; K; p) dla przypadków ma÷ej i umiarkowanej liczby pomiarów N , przedstawiamy w
rozdz. 5, w oparciu o wyniki eksperymentów numerycznych.
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B. Nieznana g ¾estóśc prawdopodo-
bieństwa wej́scia systemu

3.3 Algorytm ilorazowy z estymacj ¾a funkcji g ¾estósci
wej́scia systemu

W wielu praktycznych sytuacjach funkcja g¾estósci wej́scia systemu f (x) jest nieznana.
Zatem, z punktu widzenia zastosowań wa·zne s ¾a algorytmy umo·zliwiaj ¾ace identy…kacj ¾e
nieliniowósci R (x) równie·z przy nieznanej funkcji g ¾estósci wej́scia.

Podstawa teoretyczna. Klasa teoretycznych modeli falkowych nieliniowósci R (x),
która stanowi podstaw¾e obecnego algorytmu identy…kacji, sk÷ada si ¾e z nast ¾epuj ¾acych mo-
deli opartych, podobnie jak modele teoretyczne RG (x; K; p) w przypadku znanej g¾estósci
wej́scia f (x), o faktoryzacj ¾e nieliniowósci R (x) (zob. wzór (3.1) w punkcie 3.1)

RGf (x; K; p) =
G (x; K; p)

f (x; K; p)
(3.95)

w których licznik G (x; K; p) jest teoretycznym modelem falkowym funkcji G (x)
(= R (x) ¢ f (x)) (jak w modelach teoretycznych RG (x; K; p) – zob. wzory (3.2) i (3.3)):

G (x; K; p) =

nmax(M;p)X
n=nmin(M;p)

®p
Mn'p

Mn (x) +
K¡1X

m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

¯p
mlÃ

p
ml (x) (3.96)

(ze wspó÷czynnikami ®p
Mn i ¯p

ml danymi wzorami (3.4)) a mianownik f (x; K; p) stanowi
teoretyczny model falkowy nieznanej g ¾estósci wej́scia systemu f (x) (jej falkow ¾a aproksy-
macj ¾e):

f (x; K; p) =

nmax(M;p)X
n=nmin(M;p)

ap
Mn'p

Mn (x) +
K¡1X
m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

bp
mlÃ

p
ml (x) (3.97)

o wspó÷czynnikach ap
Mn i bp

ml równych wspó÷czynnikom jej rozwini ¾ecia w szereg falkowy
(por. wzory w (3.4))

ap
Mn =

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

f (x) 'p
Mn (x) dx oraz bp

ml =

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

f (x) Ãp
ml (x) dx (3.98)

Granice sumowań w modelach f (x; K; p) wynosz ¾a (por. wzór (3.5))

nmin (M; p) =
¥
2Ma

¦ ¡ 2p + 2

nmax (M; p) =
§
2Mb

¨ ¡ 1
oraz

lmin (m; p) = b2mac ¡ p + 1

lmax (m; p) = d2mbe + p ¡ 2
(3.99)

gdzie a; b s ¾a granicami przedzia÷u S.
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Algorytm identy…kacji. Modele empiryczne. Zadanie algorytmu identy…kacji po-
lega na wyznaczeniu empirycznego modelu falkowego nieliniowósci R (x) na podstawie
zbioru pomiarów f(xk; yk)gN

k=1. Wobec nieznajomósci zarówno identy…kowanej nielinio-
wósci R (x) jak i funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x), polega ono na oszacowaniu (esty-
macji) wspó÷czynników ®p

Mn, ¯p
ml i ap

Mn, bp
ml obu modeli falkowych G (x; K; p) i f (x; K; p)

(wzory (3.96) i (3.97)).

Wspó÷czynniki pierwszego z nich szacujemy, analogicznie jak w modelach empirycznych
R̂G (x; K; p) w algorytmie ilorazowym przy znanej funkcji g¾estósci wej́scia systemu, za
pomoc ¾a estymatorów (zob. wzory w (3.7)):

®̂p
Mn =

1

N

NX
k=1

yk'p
Mn (xk) oraz ^̄p

ml =
1

N

NX
k=1

ykÃp
ml (xk) (3.100)

otrzymuj ¾ac model empiryczny ze wzoru (3.9):

Ĝ (x; K; p) =

nmax(M;p)X
n=nmin(M;p)

®̂p
Mn'p

Mn (x) +
K¡1X

m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

^̄p

mlÃ
p
ml (x) (3.101)

Wykorzystuj ¾ac natomiast, w odniesieniu do modelu f (x; K; p), znane to·zsamósci (zob.
np. [104], [122])

ap
Mn = E 'p

Mn (x1) oraz bp
ml = E Ãp

ml (x1) (3.102)

otrzymujemy nast¾epuj ¾ace estymatory jego wspó÷czynników

âp
Mn =

1

N

NX
k=1

'p
Mn (xk) oraz b̂p

ml =
1

N

NX
k=1

Ãp
ml (xk) (3.103)

oraz poni·zszy falkowy model empiryczny nieznanej funkcji g ¾estósci wej́scia f (x)

f̂ (x; K; p) =

nmax(M;p)X
n=nmin(M;p)

âp
Mn'p

Mn (x) +
K¡1X
m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

b̂p
mlÃ

p
ml (x) (3.104)

Uzyskalísmy w ten sposób klas ¾e (dla ró·znych p) empirycznych modeli falkowych nielinio-
wósci R (x) (por. (3.101) i (3.104))

R̂Gf (x; K; p) =
Ĝ (x; K; p)

f̂ (x; K; p)
(3.105)

odpowiadaj ¾acych klasie modeli teoretycznych (3.95). Algorytm identy…kacji przyjmuje
obecnie nast ¾epuj ¾ac ¾a postác:

Algorytm ilorazowy z estymacj ¾a funkcji g ¾estósci wej́scia systemu:
Krok 1a. Na podstawie pomiarów f(xk; yk)gN

k=1 oblicz oszacowania ®̂p
Mn i ^̄p

ml wed÷ug
wzorów (3.100).
Krok 1b. Na podstawie pomiarów fxkgN

k=1 oblicz oszacowania âp
Mn i b̂p

ml wed÷ug
wzorów (3.103).
Krok 2a. Wyznacz empiryczny model funkcji G (x) wstawiaj ¾ac obliczone oszacowa-
nia ®̂p

Mn i ^̄p

ml do wzoru (3.101).
Krok 2b. Wyznacz empiryczny model funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x) wsta-
wiaj ¾ac obliczone oszacowania âp

Mn i b̂p
ml do wzoru (3.104).

Krok 3. Wyznacz empiryczny model nieliniowósci R (x) jako iloraz (3.105), z licz-
nikiem (3.101) i mianownikiem (3.104).
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Algorytmy ilorazowe z estymacj ¾a nieznanej funkcji g ¾estósci wej́scia systemu badano
m.in. w pracach [43]-[44], [46], [50], [54]-[56], [86] i [107] dla innych uk÷adów funkcji orto-
gonalnych oraz w pracach [49], [70]-[71], [73] i [108]-[109] dla falek.

Analiz ¾e w÷asnósci modeli R̂Gf (x; K; p) rozpoczniemy od wyznaczenia warunków śre-
dniokwadratowej zbie·znósci punktowej modeli empirycznych f̂ (x; K; p) do funkcji g¾esto-
ści wej́scia systemu f (x), a nast ¾epnie wyznaczymy szybkóśc tej zbie·znósci. W oparciu o
te wyniki oraz odpowiednie wyniki dotycz ¾ace modeli empirycznych Ĝ (x; K; p), przedsta-
wione w punkcie 3.1.1, wyznaczymy warunki punktowej zbie·znósci i szybkóśc zbie·znósci
(wed÷ug prawdopodobieństwa) modeli empirycznych R̂Gf (x; K; p) do nieliniowósci R (x).

3.3.1 Analiza w÷asnósci modeli empirycznych f̂ (x; K; p)

Zbie·znóśc punktowa modeli f̂ (x; K; p)

Korzystaj ¾ac z lematu 3.2 (str. 30) dotycz ¾acego średniokwadratowej zbie·znósci punktowej
modeli Ĝ (x; K; p) i podstawiaj ¾ac za R (x) = IS (x) oraz zk = »k = 0, otrzymujemy jako
wniosek nast¾epuj ¾acy lemat:

Lemat 3.8 Jésli funkcja g ¾estósci f (x) jest ci ¾ag÷a w punkcie x 2 S = [a; b], a skala K
modeli empirycznych f̂ (x; K; p) zale·zy od liczby pomiarów N tak, ·ze spe÷nione s ¾a warunki

K = K (N) ! 1 oraz 2K(N)=N ! 0, gdy N ! 1
to dla dowolnego p modele te zbiegaj ¾a w tym punkcie średniokwadratowo do funkcji g ¾estósci
wej́scia systemu f (x)

MSE f̂ (x; K (N) ; p) = E
h
f (x) ¡ f̂ (x; K (N) ; p)

i2

! 0 gdy N ! 1 (3.106)

Szybkóśc zbie·znósci punktowej modeli f̂ (x; K; p)

Wykorzystuj ¾ac teraz lemat 3.3 (str. 36) dotycz ¾acy średniokwadratowej szybkósci zbie·zno-
ści modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) i ponownie podstawiaj ¾ac R (x) = IS (x) (oraz ¯ = 1)
i zk = »k = 0, otrzymujemy (por. za÷o·zenie Z7 na str. 34) jego odpowiednik dla modeli
empirycznych f̂ (x; K; p):

Lemat 3.9 Jésli f (x) nale·zy do klasy C® [ax; bx) ½ S, gdzie

ax =

¥
2Kx

¦ ¡ 2p + 2

2K
oraz bx =

¥
2Kx

¦
+ 2p ¡ 1

2K

a skala K modeli empirycznych f̂ (x; K; p) jest dobierana wed÷ug wzoru

K = Kopt (N) =
1

2À + 1
log2 2ÀN; gdzie À = min f®; pg (3.107)

to w dowolnym punkcie x 2
·b2Kxc

2K ;
b2Kxc+1

2K

¶
asymptotyczny b÷ ¾ad średniokwadratowy tych

modeli spe÷nia nierównóśc

MSE f̂ (x; Kopt (N) ; p) 6 N¡ 2À
2À+1 ¢ CfÀ

MSE (3.108)

gdzie CfÀ
MSE jest dodatni ¾a sta÷ ¾a (zale·zn ¾a od funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x) i zasto-

sowanych falek).
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3.3.2 Analiza w÷asnósci modeli empirycznych R̂Gf (x; K; p)

Zbie·znóśc punktowa modeli R̂Gf (x; K; p)

Jésli identy…kowana nieliniowóśc R (x) i funkcja g¾estósci wej́scia systemu f (x) s ¾a ci ¾ag÷e
w punkcie x 2 S = [a; b], to wówczas w tym punkcie, ze wzrostem liczby pomiarów N :

² przy spe÷nionych za÷o·zeniach lematu 3.2, model empiryczny Ĝ (x; K; p) zbiega śre-
dniokwadratowo do funkcji G (x),

² przy spe÷nionych za÷o·zeniach lematu 3.8, model empiryczny f̂ (x; K; p) zbiega śre-
dniokwadratowo do funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x).

Z punktowej zbie·znósci średniokwadratowej modelu Ĝ (x; K; p) (licznika w modelu
R̂Gf (x; K; p)) do funkcji G (x) i modelu f̂ (x; K; p) (mianownika w modelu R̂Gf (x; K; p))
do f (x) w punkcie x, wynika ich punktowa zbie·znóśc wed÷ug prawdopodobieństwa do
tych funkcji (w tym punkcie). St ¾ad, przy za÷o·zeniu Z1 (tj. f (x) > 0 dla x 2 S = [a; b]),
model empiryczny R̂Gf (x; K; p) zbiega, na mocy twierdzenia S÷uckiego (zob. np. [123, str.
28]) w tym punkcie do nieliniowósci R (x) (= G (x) =f (x)) wed÷ug prawdopodobieństwa
(por. wzory (3.1) i (3.105)).

Zachodzi zatem nast ¾epuj ¾ace twierdzenie (por. wnioski 3.1 i 3.2).

Twierdzenie 3.13 (Zbie·znóśc punktowa wg prawdopodobieństwa) Jésli skala K
w modelach R̂Gf (x; K; p) zale·zy od liczby pomiarów N tak, ·ze spe÷nione s ¾a warunki

K = K (N) ! 1 oraz 2K(N)=N ! 0 gdy N ! 1

to dla ka·zdego numeru falkowego p (dowolnej falki Daubechies) modele te zbiegaj ¾a wed÷ug
prawdopodobiénstwa do nieliniowósci R (x)

R̂Gf (x; K (N) ; p)
P! R (x) gdy N ! 1

w ka·zdym punkcie x 2 S = [a; b], w którym nieliniowóśc R (x) oraz funkcja g ¾estósci
wej́scia systemu f (x) s ¾a ci ¾ag÷e.

Z twierdzenia wnioskujemy, ·ze pomimo nieznajomósci funkcji g ¾estósci wej́scia systemu
f (x) (i wynikaj ¾acej st ¾ad potrzeby jej estymacji w omawianym algorytmie), modele em-
piryczne R̂Gf (x; K; p) zbiegaj ¾a (wed÷ug prawdopodobieństwa) do nieliniowósci R (x) w
tych samych punktach, w których przy znanej f (x) zbiegaj ¾a do niej modele empiryczne
R̂G (x; K; p).

Szybkóśc zbie·znósci punktowej modeli R̂Gf (x; K; p)

Wykorzystuj ¾ac teraz twierdzenie [50, twierdzenie 3, str. 449] cytowane w Dodatku B.8,
str. 129 otrzymujemy, po podstawieniach ĝN (x) = Ĝ (x; Kopt (N) ; p) (z Kopt (N) ze
wzoru (3.31) na str. 35), f̂N (x) = f̂ (x; Kopt (N) ; p) (z Kopt (N) ze wzoru (3.107)) oraz
sg = 2°= (2° + 1) i sf = 2À= (2À + 1) (zauwa·zmy przy tym, ·ze ° = min f®; ¯; pg 6 À),
nast¾epuj ¾ace twierdzenie.
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Twierdzenie 3.14 (Szybkóśc zbie·znósci punktowej wg prawdopodobieństwa)
Jésli nieliniowóśc R (x) i funkcja g ¾estósci f (x) nale·z ¾a do klas

R (x) 2 C¯ [ax; bx) oraz f (x) 2 C® [ax; bx) ; ®; ¯ > 0; [ax; bx) ½ S

a skala K w modelach empirycznych Ĝ (x; K; p) i f̂ (x; K; p) (wzory (3.101) i (3.104))
dobierana jest wed÷ug wzoru

K = Kopt (N) =
1

2° + 1
log2 2°N , ° = min f®; ¯; pg (3.109)

to dla b÷ ¾edu bezwzgl ¾ednego tych modeli zachodzi asymptotycznie, w ka·zdym punkcie x 2·b2Kxc
2K ;

b2Kxc+1

2K

¶
, nast ¾epuj ¾ace oszacowanie:

¯̄̄
R (x) ¡ R̂Gf (x; Kopt (N) ; p)

¯̄̄
= O

³
N¡ °

2°+1

´
(3.110)

wed÷ug prawdopodobiénstwa.

Z twierdzenia tego wynika, ·ze nieznajomóśc funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x)
nie zmniejsza (w stosunku do modeli R̂G (x; K; p) – por. twierdzenie 3.3) asymptotycz-
nej szybkósci zbie·znósci punktowej (wed÷ug prawdopodobieństwa) modeli empirycznych
R̂Gf (x; K; p) do nieliniowósci R (x).

A zatem, z twierdzeń 3.13 i 3.14 wnioskujemy nast¾epuj ¾ace w÷asnósci punktowe fal-
kowych modeli empirycznych R̂Gf (x; K; p) (por. w÷asnósci RG1-RG4, RG3a modeli
R̂G (x; K; p) i w÷asnósci RR1-RR5, RR3a modeli R̂R (x; K; p) w punktach 3.1.2 i 3.2.1):

RGf1. Modele R̂Gf (x; K; p) zbiegaj ¾a do identy…kowanej nieliniowósci R (x) w ka·zdym
punkcie przedzia÷u S = [a; b], w którym ta nieliniowóśc i funkcja g¾estósci wej́scia
systemu f (x) s ¾a ci ¾ag÷e.

RGf2. Szybkóśc zbie·znósci modeli R̂Gf (x; K; p) ze wzrostem liczby pomiarów N we wzo-
rach (3.100), (3.104) i (3.110) zale·zy od lokalnej (w przedziale [ax; bx)) g÷adkósci
nieliniowósci R (x), funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x) oraz od zastosowanych w
modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p) (por. wzory (3.109)-(3.110)).

RGf3. Jésli w przedziale [ax; bx) funkcja g¾estósci wej́scia f (x) jest g÷adsza od identy…-
kowanej nieliniowósci R (x), tj. ® > ¯, a zastosowane w modelach empirycznych
R̂Gf (x; K; p) falki maj ¾a numer p > ¯, to wówczas szybkóśc zbie·znósci tych modeli
osi ¾aga rz ¾ad O

¡
N¡¯=(2¯+1)

¢
.

RGf4. Wyznaczone w twierdzeniach 3.13-3.14, zbie·znóśc i szybkóśc zbie·znósci modeli em-
pirycznych R̂Gf (x; K; p) do nieliniowósci R (x), nie zale·z ¾a od struktury i dynamiki
systemu (z klasy rozwa·zanych systemów), ani te·z od skorelowania zak÷óceń pomia-
rowych zk.

Przyk÷ady. Rozpatrzymy ponownie wybrane przypadki identy…kowanej nieliniowósci
R (x) i funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x).

Niech nieliniowóśc R (x) i funkcja g¾estósci wej́scia f (x) b ¾ed ¾a odcinkami g÷adkie w S =
[a; b] i w przedzia÷ach pomi¾edzy punktami nieci ¾ag÷ósci nale·z ¾a odpowiednio do klas C¯
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i C®. Wówczas falkowe modele empiryczne R̂Gf (x; K; p) zbiegaj ¾a w tych przedzia÷ach
punktowo do nieliniowósci R (x) (twierdzenie 3.13), z gwarantowan ¾a szybkósci ¾a rz ¾edu
O

¡
N¡°=(2°+1)

¢
, ° = min f®; ¯; pg (twierdzenie 3.14).

Jésli R (x) i f (x) s ¾a ci ¾ag÷e w przedziale S i spe÷niaj ¾a np. warunek Lipschitza (tj.
® = ¯ = 1), wtedy dla modeli empirycznych R̂Gf (x; K; p), gwarantowany rz ¾ad szyb-
kósci zbie·znósci punktowej wed÷ug prawdopodobieństwa osi ¾aga poziom O

¡
N¡1=3

¢
i nie

zale·zy od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (poniewa·z p > 1 i min f®; ¯g = 1)
(por. (3.109)-(3.110)).

Jésli natomiast R (x) i f (x) s ¾a dwukrotnie ró·zniczkowalne (np. obie nale·z ¾a do klasy
C2:5 [a; b]), to wówczas szybkóśc zbie·znósci modeli z falkami Haara (p = 1) nie ulega zmia-
nie (nadal jest rz ¾edu O

¡
N¡1=3

¢
), natomiast dla modeli z falkami Daubechies o numerze

p > 3 wzrasta do poziomu O
¡
N¡5=12

¢
.

A. Dobór falek w empirycznym modelu falkowym R̂Gf (x; K; p)

Poniewa·z warunki i szybkósci punktowej zbie·znósci (wed÷ug prawdopodobieństwa) fal-
kowych modeli empirycznych R̂G (x; K; p) i R̂Gf (x; K; p) s ¾a takie same, to odpowiednie
wskazówki dotycz ¾ace doboru funkcji falkowych w modelach R̂G (x; K; p) (przedstawione
na str. 66) mo·zna bezpósrednio odniéśc do modeli R̂Gf (x; K; p).

Podsumowanie

W rozdziale zaproponowalísmy trzy typy falkowych algorytmów s÷u·z ¾acych do identy…ka-
cji nieliniowósci R (x) w systemach z÷o·zonych o strukturze blokowej (przedstawionych w
rozdz. 2) na podstawie pomiarów wej́scia-wyj́scia ca÷ego systemu i zbadalísmy warunki i
szybkósci zbie·znósci wyznaczanych przez te algorytmy falkowych modeli empirycznych w
zale·znósci od nast ¾epuj ¾acych czynników:

² g÷adkósci identy…kowanej nieliniowósci R (x),

² g÷adkósci funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x), oraz

² zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p).

Znana funkcja g ¾estósci wej́scia systemu f (x). W przypadku znanej funkcji g¾esto-
ści wej́scia systemu f (x) przedstawilísmy i zbadalísmy dwa typy algorytmów falkowych
(ilorazowy – z empirycznym modelem falkowym R̂G (x; K; p) – zob. punkt 3.1 i bezpo-
średni – z modelem R̂R (x; K; p) – zob. punkt 3.2). W odniesieniu do modeli R̂G (x; K; p)
wykazalísmy, ·ze zbiegaj ¾a one:

² punktowo (́sredniokwadratowo i wed÷ug prawdopodobieństwa) do identy…kowanej
nieliniowósci R (x) w ka·zdym punkcie przedzia÷u S = [a; b], w którym ci ¾ag÷e s ¾a
zarówno nieliniowóśc R (x) jak i funkcja g¾estósci wej́scia systemu f (x),

² globalnie (́sredniokwadratowo) do dowolnych nieliniowósci R (x) ograniczonych
w przedziale S = [a; b] przy dowolnych f (x) ograniczonych i dodatnich w tym
przedziale. Pokazalísmy tak·ze, ·ze w przypadku ci ¾ag÷ych R (x) i f (x) modele
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R̂G (x; K; p) mog ¾a zbiegác do nieliniowósci R (x) z asymptotycznie optymaln ¾a
szybkósci ¾a zbie·znósci, a ponadto wyznaczylísmy szybkóśc zbie·znósci tych modeli
do, cz ¾esto spotykanych w praktyce, nieliniowósci nieci ¾ag÷ych, odcinkami g÷adkich.

W odniesieniu do modeli empirycznych R̂R (x; K; p) pokazalísmy natomiast, ·ze poszcze-
gólne zbie·znósci i ich szybkósci nie zale·z ¾a, w porównaniu z modelami R̂G (x; K; p), od
w÷asnósci funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x). A zatem dla f (x) mniej g÷adkich ni·z
identy…kowana nieliniowóśc R (x) modele R̂R (x; K; p) mog ¾a osi ¾agác (przy odpowiednim
doborze funkcji falkowych w modelach) wi ¾eksz ¾a gwarantowan ¾a szybkóśc zbie·znósci w sto-
sunku do modeli R̂G (x; K; p) (por. twierdzenia 3.2-3.6 i 3.8-3.12; zob. tak·ze wyniki badań
numerycznych w rozdziale 5).

Nieznana funkcja g ¾estósci wej́scia systemu f (x). Dla tego przypadku przedstawi-
lísmy wersj ¾e algorytmu ilorazowego z estymacj ¾a funkcji g¾estósci wej́scia systemu i pokaza-
lísmy, ·ze wyznaczane przez algorytm modele empiryczne R̂Gf (x; K; p) zbiegaj ¾a punktowo
wed÷ug prawdopodobieństwa do identy…kowanej nieliniowósci R (x) przy takich samych
warunkach i z t ¾a sam ¾a (asymptotycznie) szybkósci ¾a, przy których zbiegaj ¾a (w tym sen-
sie) modele empiryczne R̂G (x; K; p) wyznaczane przez algorytm ilorazowy w przypadku
znanej f (x).

Poniewa·z równowa·znóśc w÷asnósci modeli w obu algorytmach zachodzi asymptotycznie
(dla du·zych liczb pomiarów N) (por. wniosek 3.1 i twierdzenia 3.3 oraz 3.13-3.14), w
rozdziale 5 porównujemy ich w÷asnósci dla ma÷ej i umiarkowanej liczby pomiarów na
podstawie eksperymentów numerycznych.

Niezale·znóśc od struktury systemu i skorelowania zak÷óceń. Badane algorytmy
posiadaj ¾a ponadto nast ¾epuj ¾ace wspólne cechy:

² Warunki i szybkósci zbie·znósci wyznaczanych przez nie modeli nie zale·z ¾a od:

– struktury systemów (z rozwa·zanej klasy systemów nieliniowych),

– ich dynamiki, oraz

– skorelowania zak÷óceń zewn¾etrznych.

Dobór falek w modelach. Zwró́cmy przede wszystkim uwag¾e na fakt, ·ze zbie·znóśc
poszczególnych modeli empirycznych do identy…kowanej nieliniowósci R (x) nie zale·zy od
zastosowanych w nich funkcji falkowych, natomiast dobór funkcji falkowych mo·ze wp÷yn ¾ác
na szybkóśc zbie·znósci tych modeli. W zale·znósci od zakresu wiedzy wst ¾epnej o nielinio-
wósci R (x) i funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x), dobór ten opiera si ¾e na nast¾epuj ¾acych
ogólnych wskazówkach:

² gdy wiedza wst ¾epna nie obejmuje znajomósci g÷adkósci R (x) i f (x), to nale·zy, kie-
ruj ¾ac si ¾e prostot ¾a realizacji modeli, zastosowác w nich falki Haara. Podobnie nale·zy
post ¾apíc, gdy wiadomo, ·ze R (x) lub f (x) s ¾a nieci ¾ag÷e, gdy·z wtedy gwarantowane
pr¾edkósci zbie·znósci globalnej modeli nie zale·z ¾a od zastosowanych w nich falek (por.
twierdzenia 3.6 i 3.12).

² gdy wiadomo, ·ze R (x) i f (x) s ¾a g÷adkie, nale·zy zastosowác falki o wy·zszym numerze
p, tak aby zagwarantowác modelom falkowym wi¾eksz ¾a szybkóśc zbie·znósci (zob. np.
twierdzenia 3.2, 3.5 oraz 3.8 i 3.11).
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W÷asnósci praktyczne algorytmów falkowych. Z praktycznego („u·zytkowego”)
punktu widzenia nale·zy tak·ze zwrócíc uwag¾e na nast¾epuj ¾ace cechy prezentowanych
falkowych algorytmów identy…kacji:

² Algorytmy te wymagaj ¾a (w celu zapewnienia zbie·znósci poszczególnym empirycz-
nym modelom falkowym – por. np. warunki zbie·znósci w twierdzeniach 3.1 i 3.7)
jedynie niewielkiej informacji apriorycznej zarówno na temat samej nieliniowósci jak
i pozosta÷ych elementów identy…kowanego systemu oraz zak÷óceń zewn¾etrznych.

Zauwa·zmy jednak·ze, ·ze zawarte w twierdzeniach dotycz ¾acych szybkósci zbie·znósci
modeli empirycznych (zob. np. twierdzenie 3.2), regu÷y doboru skali K modeli (za-
pewniaj ¾ace im gwarantowane szybkósci zbie·znósci) wymagaj ¾a wst¾epnej znajomósci
g÷adkósci identy…kowanej nieliniowósci R (x) i funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x),
a ponadto maj ¾a charakter asymptotyczny. Oba te czynniki mog ¾a stanowíc istotne
ograniczenie dla zastosowań proponowanych algorytmów (zob. wyniki badań nume-
rycznych dla ma÷ych i umiarkowanych liczb pomiarów N w rozdziale 5).

² Algorytmy falkowe s ¾a proste w implementacji komputerowej. Wykorzystuj ¾a one je-
dynie podstawowe operacje arytmetyczne (typu dodawanie i mno·zenie – por. wzory
(3.7)-(3.9), (3.64)-(3.66) i (3.100)-(3.105)) (dok÷adniejsze badania dotycz ¾ace aspek-
tów obliczeniowych rozwa·zanych falkowych algorytmów identy…kacji przedstawiamy
w nast ¾epnym rozdziale),

² Falkowe algorytmy identy…kacji maj ¾a tak ¾a sam ¾a postác zarówno dla systemów sta-
tycznych jak i dynamicznych oraz dla bia÷ych i skorelowanych zak÷óceń zewn¾etrz-
nych.

Na zakończenie zauwa·zmy, ·ze przedstawione powy·zej wnioski dotycz ¾ace praktycznego
zastosowania poszczególnych modeli falkowych opieraj ¾a si ¾e na za÷o·zeniu, ·ze wartósci funk-
cji falkowych Daubechies 'p (x) i Ãp (x) mog ¾a býc obliczane w dowolnym punkcie x, pod-
czas gdy wartósci tych funkcji (dla p > 2) mo·zna za pomoc ¾a znanych algorytmów obli-
czác jedynie w punktach siatki binarnej (por. w÷asnósci funkcji falkowych przedstawione
w punkcie 1.1 i zob. przyk÷adowy algorytm w Dodatku A.3, str. 115). Z tego powodu (i ze
wzgl ¾edu na losowe wej́scie systemu) falkowe algorytmy identy…kacji nie mog ¾a býc bezpósre-
dnio zastosowane w praktyce. Propozycj ¾e obliczeniowych (praktycznych) odpowiedników
przedstawionych tu (teoretycznych) falkowych algorytmów identy…kacji zawiera nast ¾epny
rozdzia÷.



Rozdzia÷ 4

Falkowe algorytmy obliczeniowe
identy…kacji

W podsumowaniu poprzedniego rozdzia÷u zwrócilísmy uwag¾e na fakt, ·ze nie jest mo·zliwe
bezpósrednie zastosowanie przedstawionych w nim falkowych algorytmów identy…kacji.
Sk÷adaj ¾a si ¾e na to nast¾epuj ¾ace przyczyny:

1. Dla numerów falkowych p > 2 (tj. oprócz funkcji Haara), funkcje falkowe Daubechies
nie s ¾a dane za pomoc ¾a jawnych wzorów ale jako procedury rekurencyjne (zob. np.
[26]-[27] i [130]-[131]; por. w÷asnósci funkcji falkowych przedstawione w punkcie 1.1
w rozdz. 1).

2. Typowe algorytmy pozwalaj ¾a obliczýc wartósci funkcji falkowych jedynie w punk-
tach siatki binarnej BH ; H > 0 (por. uwaga 1.2 w rozdz. 1 i algorytm cytowany w
Dodatku A.3).

3. W rozwa·zanym w pracy zadaniu identy…kacji wej́scie xk jest losowe (por. za÷o·ze-
nie Z1 w rozdz. 2), a zatem ogólnie xk =2 BH . St ¾ad nie jest mo·zliwe obliczenie
wspó÷czynników empirycznych w poszczególnych modelach falkowych z wykorzysta-
niem typowych algorytmów obliczania wartósci funkcji falkowych (zob. wzory (3.7),
(3.64)-(3.65) i (3.103)), a tak·ze, obliczenie wartósci wyj́śc modeli falkowych dla wej́śc
x (z przedzia÷u S = [a; b]), le·z ¾acych poza siatk ¾a binarn ¾a.

W literaturze dotycz ¾acej falek wskazana wy·zej specy…ka falkowych algorytmów iden-
ty…kacji nie by÷a dot ¾ad szczegó÷owo rozpatrywana. Pewn ¾a prób ¾e rozwi ¾azania problemu,
wykorzystuj ¾ac ¾a metod¾e grupowania pomiarów (ang. binning), przedstawiono jedynie w
monogra…i [65, str. 222] póswi¾econej zastosowaniom falek w statystyce (propozycja ta
jednak·ze nie zosta÷a poparta analiz ¾a teoretyczn ¾a, a tylko zilustrowana przyk÷adem nume-
rycznym).

W obecnym rozdziale proponujemy proste i ogólne rozwi ¾azanie problemu polegaj ¾ace
na zast ¾apieniu w modelach falkowych oryginalnych funkcji falkowych Daubechies 'p (x) i
Ãp (x) ich schodkowymi (odcinkami sta÷ymi) aproksymacjami ¹'p (x; H) i ¹Ã

p
(x; H), gdzie

H = 0; 1; : : :, jest zde…niowanym dalej parametrem skali aproksymacji odpowiadaj ¾acym
za dok÷adnóśc aproksymacji funkcji falkowych.

Jak poka·zemy, otrzymane w ten sposób falkowe algorytmy obliczeniowe identy…kacji
(obliczeniowe odpowiedniki algorytmów falkowych z rozdz. 3) s ¾a ÷atwe w realizacji kom-
puterowej. Ponadto, badaj ¾ac w÷asnósci obliczeniowych modeli empirycznych (tj. modeli

69
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otrzymanych wed÷ug tych algorytmów) wyka·zemy (na przyk÷adzie algorytmu ilorazowego),
·ze przy zachowaniu prostych regu÷ dotycz ¾acych doboru skali H zachowane zostaj ¾a asymp-
totyczne w÷asnósci (tj. zbie·znóśc i szybkóśc zbie·znósci) ich odpowiedników opartych na
oryginalnych funkcjach falkowych Daubechies, a wi ¾ec ·ze modele obliczeniowe i „teoretycz-
ne” modele wykorzystuj ¾ace oryginalne funkcje falkowe s ¾a asymptotycznie równowa·zne.

W ostatnim punkcie rozdzia÷u badamy z÷o·zonóśc numeryczn ¾a obliczeniowych algoryt-
mów identy…kacji (ponownie bior ¾ac jako przyk÷ad algorytm ilorazowy). Przedstawimy tam
tak·ze szybki (o z÷o·zonósci obliczeniowej rz ¾edu O (N)) algorytm wyznaczania obliczenio-
wych modeli empirycznych, gdzie N jest liczb ¾a wykorzystywanych obserwacji.

4.1 Podstawa teoretyczna

4.1.1 Aproksymacja falek

Proponowane aproksymacje ¹'p (x; H) i ¹Ã
p

(x; H) funkcji falkowych 'p (x) i Ãp (x) dla
p > 2 maj ¾a postác funkcji odcinkami sta÷ych o skokach w punktach siatki binarnej BH ,
H > 0 (zob. Rys. 4.1) i s ¾a zde…niowane nast¾epuj ¾aco:

¹'p (x; H) = 'p

Ã¥
2Hx

¦
2H

!
oraz ¹Ã

p
(x; H) = Ãp

Ã¥
2Hx

¦
2H

!
(4.1)

Bior ¾ac pod uwag¾e de…nicj ¾e i w÷asnósci funkcji b¢c (zob. Dodatek A.1, str. 114), wartósci
tych aproksymacji dla dowolnego argumentu x s ¾a równe wartósciom przyjmowanym przez
funkcje falkowe Daubechies w punktach siatki binarnej BH znajduj ¾acych si ¾e najbli·zej tego
argumentu z jego lewej strony. Do wyznaczania wartósci funkcji falkowych w punktach bi-
narnych mo·zna wykorzystác algorytm zaczerpni ¾ety z pracy [131, str. 296] i przedstawiony
w Dodatku A.3, str. 115.

Aproksymacje skalowanych i przesuni ¾etych funkcji falkowych de…niujemy nast ¾epuj ¾aco
(por. wzory (1.14) w rozdz. 1):

¹'p
Mn (x; H) = 2

M
2 ¹'p

¡
2Mx ¡ n; H

¢
oraz ¹Ã

p
ml (x; H) = 2

m
2 ¹Ã

p
(2mx ¡ l; H) (4.2)

Parametr H nazywác b ¾edziemy dalej parametrem skali (krótko: skal ¾a) aproksymacji funk-
cji falkowych.

4.1.2 W÷asnósci aproksymacji funkcji falkowych

Zaproponowane aproksymacje funkcji falkowych dla p > 2 charakteryzuj ¾a si ¾e nast¾epu-
j ¾acymi w÷asnósciami (istotnymi z punktu widzenia dalszej analizy w÷asnósci modeli wy-
znaczanych przez algorytmy obliczeniowe):

H1. W punktach siatki binarnej xB 2 Bq, q 6 H, zachodz ¾a równósci

¹'p (xB; H) = 'p (xB) oraz ¹Ã
p

(xB; H) = Ãp (xB) (4.3)

H2a. B÷¾edy bezwzgl ¾edne aproksymacji funkcji falkowych spe÷niaj ¾a (dla du·zych wartósci
H) poni·zsze nierównósci

j'p (x) ¡ ¹'p (x; H)j 6 2¡½H ¢ L' oraz
¯̄
Ãp (x) ¡ ¹Ã

p
(x; H)

¯̄
6 2¡½H ¢ LÃ (4.4)
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Rys. 4.1 Aproksymacje funkcji falkowych Daubechies '3 (x) (linia cienka) i Ã3 (x) (linia gruba)
dla parametrów skali H = 0; 1; 3; 6

gdzie

½ =

½ » 0:55
1

dla
p = 2
p > 2

dla ka·zdego x, gdzie L'; LÃ s ¾a dodatnimi sta÷ymi niezale·znymi od numeru falko-
wego p (zob. wzory (C.4)-(C.5) w Dodatku C.1).

H2b. B÷¾edy bezwzgl ¾edne aproksymacji skalowanych i przesuni ¾etych funkcji falkowych
(por. wzór (4.2) i wzór (1.14) w rozdz. 1) spe÷niaj ¾a nast¾epuj ¾ace nierównósci

j'p
Mn (x) ¡ ¹'p

Mn (x; H)j 6 2
M
2 2¡½H ¢L' oraz

¯̄
Ãp

ml (x) ¡ ¹Ã
p
ml (x; H)

¯̄
6 2

m
2 2¡½H ¢LÃ

(4.5)
dla ka·zdego x. Zwró́cmy uwag¾e, ·ze oszacowania b÷ ¾edów rosn ¾a ze wrostem wartósci
skal M i m funkcji falkowych (zob. wzory (C.6)-(C.7) w Dodatku C.1).

H3. W danej skali H aproksymacje ¹'p
Mn (x; H) i ¹Ã

p
ml (x; H) posiadaj ¾a zwarte nósniki

dane nast¾epuj ¾acymi wzorami

supp ¹'p
Mn (x; H) =

·
1

2H
+

n

2M
;
n + (2p ¡ 1)

2M

¶
supp ¹Ã

p
ml (x; H) =

·
1

2H
+

l + (1 ¡ p)

2m
;
l + p

2m

¶
(4.6)

A zatem asymptotycznie (tj. przy H ! 1) osi ¾agaj ¾a d÷ugósci nósników odpowie-
dnich funkcji falkowych 'p

Mn (x) i Ãp
ml (x) (por. wzór (1.11), w rozdziale 1).

4.1.3 Falkowe modele obliczeniowe

Bezpósrednie zast ¾apienie funkcji falkowych ich aproksymacjami prowadzi do uzyskania
nast¾epuj ¾acych klas (dla ró·znych p) falkowych modeli obliczeniowych, odpowiadaj ¾acych
klasom falkowych modeli teoretycznych z rozdz. 3.
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Modele ¹RG (x; K; H; p). Klasie modeli teoretycznych RG (x; K; p) odpowiadaj ¾a modele
obliczeniowe o postaci (por. wzór (3.2))

¹RG (x; K; H; p) =
¹G (x; K; H; p)

f (x)
(4.7)

w których ¹G (x; K; H; p) jest obliczeniowym odpowiednikiem modelu teoretycznego
G (x; K; p) (por. wzór (3.3))

¹G (x; K; H; p) =

nmax(M;p)X
n=nmin(M;p)

¹®p
Mn ¹'p

Mn (x; H) +
K¡1X

m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

¹̄p
ml

¹Ã
p
ml (x; H) (4.8)

o wspó÷czynnikach (por. wzory w (3.4))

¹®p
Mn =

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

G (x) ¹'p
Mn (x; H) dx oraz ¹̄p

ml =

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

G (x) ¹Ã
p
ml (x; H) dx (4.9)

Granice sumowań nmin (M; p), nmax (M; p) oraz lmin (m; p) i lmax (m; p) w modelach obli-
czeniowych (4.8) s ¾a równe granicom w modelach teoretycznych (zob. wzory w (3.5)).

Modele ¹RR (x; K; H; p). Klasie falkowych modeli teoretycznych RR (x; K; p) odpowiada
nast¾epuj ¾aca klasa modeli obliczeniowych (por. wzory (3.60) i (3.62))

¹RR (x; K; H; p) =

n0
max(M;p)X

n=n0
min(M;p)

¹®p0
Mn ¹'p

Mn (x; H) +
K¡1X

m=M

l0max(m;p)X
l=l0min(m;p)

¹̄p0
ml

¹Ã
p
ml (x; H) (4.10)

ze wspó÷czynnikami (por. wzory w (3.61))

¹®p0
Mn =

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

R (x) ¹'p
Mn (x; H) dx oraz ¹̄p0

ml =

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

R (x) ¹Ã
p
ml (x; H) dx (4.11)

Modele ¹RGf (x; K; H; p). Modele teoretyczne RGf (x; K; p) maj ¾a swoje odpowiedniki
obliczeniowe w postaci (por. wzór (3.95))

¹RGf (x; K; H; p) =
¹G (x; K; H; p)
¹f (x; K; H; p)

(4.12)

z licznikiem takim samym jak w modelu ¹RG (x; K; H; p) (wzór (4.8)) i mianownikiem
danym wzorem (por. wzory (3.97) i (3.99))

¹f (x; K; H; p) =

nmax(M;p)X
n=nmin(M;p)

¹ap
Mn ¹'p

Mn (x; H) +
K¡1X

m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

¹bp
ml

¹Ã
p
ml (x; H) (4.13)

gdzie (por. wzory w (3.98))

¹ap
Mn =

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

f (x) ¹'p
Mn (x; H) dx oraz ¹bp

ml =

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

f (x) ¹Ã
p
ml (x; H) dx (4.14)

Nale·zy podkréslíc, ·ze wzory (4.9), (4.11) i (4.14) na wspó÷czynniki falkowych modeli
obliczeniowych otrzymano przez mechaniczne zast ¾apienie funkcji falkowych ich aproksy-
macjami w odpowiednich wzorach na wspó÷czynniki falkowych modeli teoretycznych.
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4.2 Empiryczne modele obliczeniowe. Algorytmy
obliczeniowe identy…kacji

Poszczególnym klasom (dla ró·znych p) falkowych modeli empirycznych odpowiadaj ¾a z
kolei klasy obliczeniowych modeli empirycznych, opartych na aproksymacjach funkcji fal-
kowych.

Modele ~RG (x; K; H; p). Obliczeniowe odpowiedniki falkowych modeli empirycznych
R̂G (x; K; p) wyznaczanych przez algorytm ilorazowy maj ¾a postác (por. wzory (3.8) i (4.7))

~RG (x; K; H; p) =
~G (x; K; H; p)

f (x)
(4.15)

gdzie (por. wzory (3.9) i (4.8))

~G (x; K; H; p) =

nmax(M;p)X
n=nmin(M;p)

~®p
Mn¹'p

Mn (x; H) +
K¡1X
m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

~̄p

ml
¹Ã

p
ml (x; H) (4.16)

a wspó÷czynniki empiryczne ~®p
Mn i ~̄p

ml wynosz ¾a (por. wzory w (3.7) i (4.9))

~®p
Mn =

1

N

NX
k=1

yk ¹'p
Mn (xk; H) oraz ~̄p

ml =
1

N

NX
k=1

yk
¹Ã

p
ml (xk; H) (4.17)

Modele ~RR (x; K; H; p). Falkowym modelom empirycznym R̂R (x; K; p) wyznaczanym
przez algorytm bezpósredni odpowiadaj ¾a nast¾epuj ¾ace empiryczne modele obliczeniowe
(por. wzory (3.60) i (4.10))

~RR (x; K; H; p) =

n0
max(M;p)X

n=n0
min(M;p)

~®p0
Mn ¹'p

Mn (x; H) +
K¡1X

m=M

l0max(m;p)X
l=l0min(m;p)

~̄p0
ml

¹Ã
p
ml (x; H) (4.18)

w których wspó÷czynniki ~®p0
Mn i ~̄p0

ml s ¾a wyliczane ze wzorów (por. wzory w (3.64) oraz
(4.11))

~®p0
Mn =

1

N

NX
k=1

yk ¹'p0
Mn (xk; H) oraz ~̄p0

ml =
1

N

NX
k=1

yk
¹Ã

p0
ml (xk; H) (4.19)

gdzie (por. wzory w (3.65))

¹'p0
Mn (xk; H) =

¹'p
Mn (xk; H)

f (x)
oraz ¹Ã

p0
ml (xk; H) =

¹Ã
p
ml (xk; H)

f (x)
(4.20)

Modele ~RGf (x; K; H; p). Odpowiednikami falkowych modeli empirycznych
R̂Gf (x; K; p) (wyznaczanych przez algorytm ilorazowy z estymacj ¾a funkcji g¾esto-
ści wej́scia systemu) s ¾a poni·zsze empiryczne modele obliczeniowe (por. wzory (3.105) i
(4.12))

~RGf (x; K; H; p) =
~G (x; K; H; p)
~f (x; K; H; p)

(4.21)
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z licznikiem danym wzorem (4.16) i mianownikiem b ¾ed ¾acym obliczeniowym modelem
empirycznym nieznanej g¾estósci wej́scia systemu f (x) (por. wzory (3.104) i (4.13))

~f (x; K; H; p) =

nmax(M;p)X
n=nmin(M;p)

~ap
Mn ¹'p

Mn (x; H) +
K¡1X

m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

~bp
ml

¹Ã
p
ml (x; H) (4.22)

o wspó÷czynnikach ~ap
Mn i ~bp

ml postaci (por. wzory w (3.103) i (4.14))

~ap
Mn =

1

N

NX
k=1

¹'p
Mn (xk; H) oraz ~bp

ml =
1

N

NX
k=1

¹Ã
p
ml (xk; H) (4.23)

Obliczeniowe algorytmy identy…kacji. Obliczeniowe wersje poszczególnych falko-
wych algorytmów identy…kacji z rozdz. 3 przyjmuj ¾a zatem nast ¾epuj ¾ac ¾a postác:

Algorytm ilorazowy (wersja obliczeniowa):
Krok 1. Na podstawie pomiarów f(xk; yk)gN

k=1 oblicz oszacowania ~®p
Mn oraz ~̄p

ml

wed÷ug wzorów (4.17) oraz (4.2).
Krok 2. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy nieliniowósci R (x) jako iloraz
(4.15), z licznikiem danym przez (4.16) i wzór (4.2).

Algorytm bezpósredni (wersja obliczeniowa):

Krok 1. Na podstawie pomiarów f(xk; yk)gN
k=1 oblicz oszacowania ~®p0

Mn oraz ~̄p0
ml

wed÷ug wzorów (4.19)-(4.20) oraz (4.2).
Krok 2. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy nieliniowósci R (x) wstawiaj ¾ac
obliczone oszacowania do wzoru (4.18).

Algorytm ilorazowy z estymacj ¾a funkcji g ¾estósci wej́scia systemu (wersja
obliczeniowa):
Krok 1a. Na podstawie pomiarów f(xk; yk)gN

k=1 oblicz oszacowania ~®p
Mn oraz ~̄p

ml

wed÷ug wzorów (4.17) oraz (4.2).
Krok 1b. Na podstawie pomiarów fxkgN

k=1 oblicz oszacowania ~ap
Mn oraz ~bp

ml wed÷ug
wzorów (4.23) oraz (4.2).
Krok 2a. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy funkcji G (x) wstawiaj ¾ac obli-
czone oszacowania ~®p

Mn oraz ~̄p

ml do wzoru (4.16).
Krok 2b. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy funkcji g¾estósci wej́scia systemu
f (x) wstawiaj ¾ac obliczone oszacowania ~ap

Mn oraz ~bp
ml do wzoru (4.22).

Krok 3. Wyznacz empiryczny model nieliniowósci R (x) jako iloraz (4.21), z liczni-
kiem (4.16) i mianownikiem (4.22), uwzgl ¾edniaj ¾ac wzory (4.2).

Zwracamy uwag¾e na pe÷n ¾a analogi ¾e (z dok÷adnósci ¾a do zastosowanej aproksymacji falek)
algorytmów falkowych w rozdz. 3 oraz ich powy·zszych wersji obliczeniowych. Zauwa·zmy
tak·ze, ·ze pos÷ugiwanie si ¾e w praktyce aproksymacjami ¹'p

Mn (x; H) i ¹Ã
p
ml (x; H) (wzory

(4.2)) mo·zna upróscíc poprzez wst¾epne wyznaczenie wartósci tych aproksymacji w wy-
branej skali H, a nast¾epnie ich stabelaryzowanie (i przechowanie w pami¾eci komputera).
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Dzi ¾eki temu u·zywanie aproksymacji ¹'p
Mn (x; H) i ¹Ã

p
ml (x; H) w powy·zszych algorytmach

identy…kacji nie wymaga ka·zdorazowego obliczania ich wartósci.

4.3 Przyk÷adowa analiza falkowego algorytmu obli-
czeniowego identy…kacji (algorytm ilorazowy)

Dla przyk÷adu zbadamy teraz w÷asnósci obliczeniowych modeli empirycznych
~RG (x; K; H; p) wyznaczanych przez obliczeniow ¾a wersj ¾e algorytmu ilorazowego. Analiza
w÷asnósci modeli otrzymywanych za pomoc ¾a pozosta÷ych algorymów obliczeniowych
(prowadzona wed÷ug poni·zszego schematu) b ¾edzie przedmiotem osobnych opracowań.
Dla modeli obliczeniowych ~RG (x; K; H; p) analiza ta sprowadza si ¾e do zbadania w÷asnósci
modeli ~G (x; K; H; p) stanowi ¾acych ich licznik (zob. wzór (4.15); por. z analiz ¾a w÷asnósci
modeli falkowych Ĝ (x; K; p) w punkcie 3.1.1).

4.3.1 Analiza w÷asnósci empirycznych modeli obliczeniowych
~G (x; K; H; p)

Zbie·znóśc oszacowań ~®p
Mn i ~̄p

ml

Zauwa·zmy, ·ze na mocy za÷o·zeń Z3-Z5, wspó÷czynniki empiryczne ~®p
Mn i ~̄p

ml dane wzorem
(4.17) s ¾a nieobci ¾a·zonymi estymatorami wspó÷czynników ¹®p

Mn i ¹̄p
ml modeli ¹G (x; K; H; p)

(zob. wzory (4.9) i (4.8))

E ~®p
Mn = ¹®p

Mn oraz E ~̄p

ml = ¹̄p
ml (4.24)

Dodatkowo ich wariancje spe÷niaj ¾a nierównósci

var ~®p
Mn 6 1

N

¡
¹Avar + ¹Acov

¢
oraz var ~̄p

ml 6 1

N

¡
¹Bvar + ¹Bcov

¢
(4.25)

gdzie dodatnie sta÷e ¹Avar, ¹Acov oraz ¹Bvar, ¹Bcov zale·z ¾a od cz¾ésci dynamicznej systemu i
zewn¾etrznych zak÷óceń zk oraz parametru skali H (zob. wzory (C.8) i (C.13)-(C.14) w
Dodatku C.2, str. 134). St ¾ad wnioskujemy, ·ze (por. lemat 3.1):

Lemat 4.10 Wspó÷czynniki ~®p
Mn i ~̄p

ml empirycznych modeli obliczeniowych ~G (x; K; H; p)
zbiegaj ¾a średniokwadratowo do wspó÷czynników ¹®p

Mn i ¹̄p
ml modeli obliczeniowych

¹G (x; K; H; p) wraz z rosn ¾ac ¾a liczb ¾a pomiarów N . Ponadto dla ich b÷ ¾edów średniokwadra-
towych zachodz ¾a nast ¾epuj ¾ace nierównósci

MSE ~®p
Mn 6 1

N

¡
¹Avar + ¹Acov

¢
oraz MSE ~̄p

ml 6 1

N

¡
¹Bvar + ¹Bcov

¢
Widzimy zatem, ·ze wspó÷czynniki ~®p

Mn i ~̄p

ml obliczeniowych modeli empirycznych po-
siadaj ¾a w÷asnósci V1-V3 (zob. str. 29), analogiczne do w÷asnósci wspó÷czynników ®̂p

Mn i
^̄p

ml odpowiednich modeli empirycznych z rozdz. 3. Ponadto ich szybkóśc zbie·znósci (rz ¾edu
O (N¡1)) nie zale·zy od parametru skali aproksymacji funkcji falkowych H i numeru fal-
kowego p.
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A. Analiza zbie·znósci punktowej modeli obliczeniowych ~G (x; K; H; p)

Średniokwadratowy b÷ ¾ad empirycznych modeli obliczeniowych ~G (x; K; H; p) w odniesie-
niu do G (x) w ustalonym punkcie x mo·zna zdekomponowác na sk÷adniki obci ¾a·zenia i
wariancji wyj́scia tych modeli

MSE ~G (x; K; H; p) = E
h
G (x) ¡ ~G (x; K; H; p)

i2

= bias2 ~G (x; K; H; p)+var ~G (x; K; H; p)

gdzie

bias2 ~G (x; K; H; p) =
h
G (x) ¡ E ~G (x; K; H; p)

i2

(4.26)

var ~G (x; K; H; p) = E
h
E ~G (x; K; H; p) ¡ ~G (x; K; H; p)

i2

(4.27)

Wariancja wyj́scia modelu var ~G (x; K; H; p). Z w÷asnósci (4.24) wspó÷czynników
~®p

Mn i ~̄p

ml wynika, ·ze wyj́scia obliczeniowych modeli empirycznych ~G (x; K; H; p) s ¾a nie-
obci ¾a·zonymi estymatorami wyj́śc modeli obliczeniowych ¹G (x; K; H; p) (por. wzór (3.13))

E ~G (x; K; H; p) = ¹G (x; K; H; p) (4.28)

Korzystaj ¾ac z tej w÷asnósci w obliczeniach przeprowadzonych w Dodatku C.3 (str. 135),
otrzymujemy nast¾epuj ¾ace oszacowanie wariancji wyj́scia obliczeniowego modelu empirycz-
nego dla ka·zdego x 2 S = [a; b] (por. wzór (4.27))

var ~G (x; K; H; p) = E
h

¹G (x; K; H; p) ¡ ~G (x; K; H; p)
i2

6 2K

N
¢ ¹Cvar (4.29)

gdzie ¹Cvar jest dodatni ¾a sta÷ ¾a (zale·zn ¾a od dynamiki systemu i zak÷óceń zewn¾etrznych zk).
Zwró́cmy uwag¾e, ·ze uzyskane oszacowanie jest równe co do rz¾edu oszacowaniu wariancji
wyj́scia falkowych modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) (wzór (3.14) w rozdz. 3).

Obci ¾a·zenie bias2 ~G (x; K; H; p). Sk÷adow ¾a obci ¾a·zenia empirycznych modeli obliczenio-
wych mo·zna, w oparciu o poni·zszy wzór (por. w÷asnóśc (4.28) i wzór (4.26))

bias ~G (x; K; H; p) = G (x) ¡ ¹G (x; K; H; p) =

= [G (x) ¡ G (x; K; p)] +
£
G (x; K; p) ¡ ¹G (x; K; H; p)

¤
oszacowác nast¾epuj ¾aco (por. np. [115, str. 284])

bias2 ~G (x; K; H; p) 6 2 [G (x) ¡ G (x; K; p)]2 + 2
£
G (x; K; p) ¡ ¹G (x; K; H; p)

¤2
=

def
= 2

h
bias2 Ĝ (x; K; p) + bias

2 ~G (x; K; H; p)
i

(4.30)

Pierwszy w nawiasie sk÷adnik tego oszacowania stanowi obci ¾a·zenie falkowych modeli em-
pirycznych Ĝ (x; K; p) (z oryginalnymi falkami Daubechies), por. wzór (3.28) w rozdz. 3.
Drugi cz÷on oszacowania jest b÷ ¾edem wynikaj ¾acym z zastosowania w modelach oblicze-
niowych ¹G (x; K; H; p) aproksymacji funkcji falkowych. Jak pokazuje si ¾e w Dodatku C.4
(str. 135) dla b÷ ¾edu tego, w ustalonym x z przedzia÷u S = [a; b], zachodzi nierównóśc

bias
2 ~G (x; K; H; p) 6 2¡2½HK2 ¢ ¹Cbias (4.31)
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gdzie ¹Cbias jest dodatni ¾a sta÷ ¾a zale·zn ¾a od nieliniowósci R (x), funkcji g ¾estósci wej́scia sy-
stemu f (x) oraz przyj ¾etych funkcji falkowych (numeru p) i gdzie K jest skal ¾a empirycz-
nych modeli obliczeniowych ~G (x; K; H; p), H jest parametrem skali w zastosowanych w
tych modelach aproksymacjach funkcji falkowych (por. wzór (4.16)), natomiast wyk÷adnik
½ jest dodatni ¾a sta÷ ¾a zale·zn ¾a od numeru falkowego p tych funkcji (por. wzór (4.4)).

Zbie·znóśc punktowa modeli ~G (x; K; H; p). Badaj ¾ac w rozdz. 3 warunki zbie·zno-
ści falkowych modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) stwierdzilísmy, ·ze sk÷adowa obci ¾a·zenia
bias2 Ĝ (x; K; p) tych modeli maleje do zera ze wzrostem skali K w punktach ci ¾ag÷ósci
identy…kowanej charakterystyki G (x) (por. str. 30). Zauwa·zmy jednak, ·ze (wed÷ug osza-
cowania (4.31)) w modelach obliczeniowych wzrost skali K (przy ustalonym H) powoduje
zwi ¾ekszanie sk÷adowej b÷ ¾edu bias

2 ~G (x; K; H; p), a w konsekwencji te·z wzrost ca÷ego b÷ ¾edu
obci ¾a·zenia (4.30)

bias2 ~G (x; K; H; p) ! 1 dla K ! 1; H = const (4.32)

Z kolei, dla ustalonego K wzrost skali aproksymacji H powoduje wyk÷adnicze zmniejszanie
si ¾e sk÷adowej b÷ ¾edu bias

2 ~G (x; K; H; p), a st ¾ad

bias2 ~G (x; K; H; p) ! bias2 Ĝ (x; K; p) dla H ! 1; K = const (4.33)

Uzale·zniaj ¾ac zatem skal ¾e H aproksymacji funkcji falkowych od skali K modeli obliczenio-
wych tak, aby przy warunkach zbie·znósci modeli falkowych Ĝ (x; K; p) (por. wzory (3.19),
str. 30) spe÷nione by÷y dodatkowo poni·zsze warunki wynikaj ¾ace ze wzorów (4.32)-(4.33):

H = H (K) ! 1 oraz 2¡2½H(K)K2 ! 0 dla K ! 1 (4.34)

otrzymujemy lemat (por. lemat 3.2).

Lemat 4.11 Jésli spe÷nione s ¾a za÷o·zenia lematu 3.2 i skala H u·zyta w aproksyma-
cjach ¹'p (x; H) i ¹Ã

p
(x; H) zastosowanych w obliczeniowych modelach empirycznych

~G (x; K; H; p) zale·zy od skali K tych modeli tak, ·ze spe÷nione s ¾a warunki we wzorze
(4.34), to dla dowolnego numeru falkowego p modele te zbiegaj ¾a średniokwadratowo
do identy…kowanej funkcji G (x) w tych samych punktach, w których zbiegaj ¾a ich
odpowiedniki Ĝ (x; K; p) oparte o oryginalne funkcje falkowe Daubechies 'p (x) i Ãp (x).

Szybkóśc zbie·znósci punktowej modeli ~G (x; K; H; p). W rozdz. 3, w punkcie póswi-
¾econym analizie szybkósci zbie·znósci sk÷adowej obci ¾a·zenia falkowych modeli empirycznych
Ĝ (x; K; p), pokazalísmy, ·ze przy za÷o·zeniu Z7 (dotycz ¾acym lokalnej ci ¾ag÷ósci nieliniowo-
ści R (x) i funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x) – zob. str. 34), zachodzi nast¾epuj ¾ace
oszacowanie (por. wzór (3.28)):

bias2 Ĝ (x; K; p) 6 2¡2°K ¢ Cbias; ° = min f®; ¯; pg (4.35)

A zatem, bior ¾ac pod uwag¾e wzory (4.29), (4.30), (4.31) i (4.35), otrzymujemy (w usta-
lonym punkcie x) oszacowanie b÷ ¾edu średniokwadratowego MSE empirycznych modeli
obliczeniowych o postaci (por. wzór (3.30))

MSE ~G (x; K; H; p) 6
·¡

2¡2°K + 2¡2½HK2
¢

+
2K

N

¸
¹CMSE (4.36)
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gdzie ¹CMSE = max
©

2Cbias; 2 ¹Cbias;
¹Cvar

ª
. Jésli zatem w modelach obliczeniowych

~G (x; K; H; p) b¾edziemy stosowác takie skale aproksymacji H, przy których sk÷adowa
2¡2½HK2 jest nie wi ¾eksza od sk÷adowej 2¡2°K, tj. spe÷niona jest nierównóśc (por. wzory
(4.34) i (4.35))

2¡2°K > 2¡2½HK2 (4.37)

to zagwarantujemy, ·ze oszacowanie b÷ ¾edu średniokwadratowego modeli obliczeniowych
~G (x; K; H; p) b¾edzie asymptotycznie równe co do rz¾edu oszacowaniu b÷ ¾edu średniokwa-
dratowego modeli Ĝ (x; K; p) (por. wzór (3.32) w rozdz. 3).

Rozwi ¾azuj ¾ac nierównóśc (4.37) otrzymujemy nast¾epuj ¾ac ¾a regu÷ ¾e doboru skali aproksy-
macji H w modelach obliczeniowych ~G (x; K; H; p), gwarantuj ¾ac ¾a powy·zsz ¾a asympto-
tyczn ¾a równowa·znóśc modeli ~G (x; K; H; p) i Ĝ (x; K; p):

H > Hmin (K) =

»
°K + log2 K

½

¼
(4.38)

gdzie (por. wzór (3.32) w rozdz. 3 i wzór (4.4))

° = min f®; ¯; pg oraz ½ =

½ » 0:55
1

dla
p = 2
p > 2

(4.39)

i gdzie K jest skal ¾a modelu falkowego (wzory (3.9) i (4.16)).

Zauwa·zmy, ·ze wymagana skala aproksymacji zale·zy od przyj ¾etych w modelu funkcji
falkowych (ze wzgl ¾edu na parametry ° i ½ – zob. wzór (4.39)) oraz skali modelu K, a
zatem (bior ¾ac pod uwag¾e fakt, ·ze skala ta jest dobierana wed÷ug regu÷y (3.31)) tak·ze od
g÷adkósci nieliniowósci R (x) i funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x), przy czym:

GH1. Ze wzrostem g÷adkósci R (x) i f (x) oraz przy wzróscie numeru falkowego p, rósnie
tak·ze wymagana skala aproksymacji Hmin (K) (por. wzór (4.39)).

GH2. Dla aproksymacji funkcji falkowych o numerze p = 2 wymagana skala aproksy-
macji Hmin (K) jest wi ¾eksza ni·z dla funkcji falkowych z numerem p > 2, (por. wzór
(4.39)).
Wynika to z faktu, ·ze w przypadku gdy p = 2, wartóśc wyk÷adnika ½ w nierównósci
(4.37) wynosi » 0:55 (por. wzór (4.39)) i ze wzrostem skali aproksymacji H b÷ ¾ad
po prawej stronie tej nierównósci (proporcjonalny do sk÷adowej obci ¾a·zenia wyni-
kaj ¾acej z zastosowania aproksymacji funkcji falkowych) maleje z pr ¾edkósci ¾a rz ¾edu
O

¡
2¡1:1H

¢
, podczas gdy dla falek o numerach p > 2 rz ¾ad ten wynosi O

¡
2¡2H

¢
(poniewa·z ½ = 1; zob. wzór (4.39)).

GH3. Wzrost skali K w modelach powoduje odpowiedni (wed÷ug wzoru (4.38)) wzrost
wymaganej skali aproksymacji Hmin (K).

Powy·zsze rozwa·zania prowadz ¾a do nast¾epuj ¾acego lematu.

Lemat 4.12 Jésli spe÷nione s ¾a za÷o·zenia lematu 3.3, a skala aproksymacji H w ¹'p (x; H)
i ¹Ã

p
(x; H) zastosowanych w obliczeniowych modelach empirycznych ~G (x; K; H; p) jest

dobierana wed÷ug regu÷y (4.38), to asymptotycznie ich szybkóśc zbie·znósci punktowej (w
sensie b÷ ¾edu MSE) do nieliniowósci G (x) jest taka sama jak falkowych modeli empirycz-
nych Ĝ (x; K; p), dla danej regu÷y doboru skali K (por. lemat 3.3).
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B. Analiza zbie·znósci ca÷kowej modeli obliczeniowych ~G (x; K; H; p)

Dekomponuj ¾ac ca÷kowy b÷ ¾ad średniokwadratowy MISE obliczeniowych modeli empirycz-
nych ~G (x; K; H; p) otrzymujemy, ·ze

MISE ~G(x; K; H; p)=E

Z
S

h
G (x)¡ ~G (x; K; H; p)

i2

dx = ISB ~G(x; K; H; p) + IV ~G(x; K; H; p)

gdzie

ISB ~G (x; K; H; p) =

Z
S

h
G (x) ¡ E ~G (x; K; H; p)

i2

dx

IV ~G (x; K; H; p) =

Z
S

E
h
E ~G (x; K; H; p) ¡ ~G (x; K; H; p)

i2

dx

Wariancja IV ~G (x; K; H; p). Oszacowanie zintegrowanej wariancji modeli obliczenio-
wych ~G (x; K; H; p) mo·zemy wyznaczýc korzystaj ¾ac z oszacowania punktowej wariancji
wyj́scia tych modeli we wzorze (4.29)

IV ~G (x; K; H; p) =

Z
S

var ~G (x; K; H; p) dx 6 2K

N
¢ ¹CIV (4.40)

gdzie ¹CIV = (b ¡ a) ¹Cvar. Oszacowanie to jest równe (z dok÷adnósci ¾a do sta÷ej) oszacowa-
niu zintegrowanej wariancji falkowych modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) wykorzystuj ¾acych
oryginalne funkcje falkowe (por. wzór (3.34)).

Obci ¾a·zenie ISB ~G (x; K; H; p) : W oparciu o poni·zszy wzór (zob. w÷asnóśc (4.28) i od-
powiednie wzory na str. 76)

ISB ~G (x; K; H; p) =

Z
S

£
G (x) ¡ ¹G (x; K; H; p)

¤2
dx =

=

Z
S

©
[G (x) ¡ G (x; K; p)] +

£
G (x; K; p) ¡ ¹G (x; K; H; p)

¤ª2
dx

b÷ ¾ad ca÷kowego obci ¾a·zenia empirycznych modeli obliczeniowych ~G (x; K; H; p) mo·zna osza-
cowác w nast ¾epuj ¾acy sposób (por. wzór (4.30))

ISB ~G (x; K; H; p) 6 2

Z
S

[G (x) ¡ G (x; K; p)]2 dx + 2

Z
S

£
G (x; K; p) ¡ ¹G (x; K; H; p)

¤2
dx =

def
= 2

h
ISB Ĝ (x; K; p) + ISB ~G (x; K; H; p)

i
Pierwszy w nawiasie cz÷on oszacowania stanowi zintegrowane obci ¾a·zenie falkowych modeli
empirycznych Ĝ (x; K; p) (por. wzór (3.33) w rozdz. 3). Natomiast drugi sk÷adnik jest
b÷ ¾edem wynikaj ¾acym z zastosowania w modelach obliczeniowych aproksymacji funkcji
falkowych. Bior ¾ac pod uwag¾e, ·ze dla dowolnego przedzia÷u S 0 µ S zachodzi

ISB ~G (x; K; H; p) =

Z
S0

bias
2 ~G (x; K; H; p) dx

sk÷adnik ten mo·zemy oszacowác korzystaj ¾ac z oszacowania sk÷adowej bias
2 ~G (x; K; H; p)

obci ¾a·zenia b÷ ¾edu punktowego MSE modeli obliczeniowych, danego we wzorze (4.31):

ISB ~G (x; K; H; p) =

Z
S

bias
2 ~G (x; K; H; p) dx 6 2¡2½HK2 ¢ ¹CISB (4.41)

gdzie ¹CISB = (b ¡ a) ¹Cbias.
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Zbie·znóśc ca÷kowa modeli ~G (x; K; H; p). Przeprowadzaj ¾ac rozumowanie analogiczne
do przedstawionego podczas badania średniokwadratowej zbie·znósci punktowej modeli
~G (x; K; H; p) otrzymujemy nast ¾epuj ¾acy lemat charakteryzuj ¾acy warunki ca÷kowej zbie-
·znósci średniokwadratowej modeli obliczeniowych ~G (x; K; H; p) (por. wzory (4.40)-(4.41)
ze wzorami (4.29) i (4.31) i zob. lemat 4.11).

Lemat 4.13 Jésli spe÷nione s ¾a za÷o·zenia lematu 3.4, a skala aproksymacji H w ¹'p (x; H)
i ¹Ã

p
(x; H) u·zytych w obliczeniowych modelach empirycznych ~G (x; K; H; p) zale·zy od skali

K tych modeli, tak ·ze spe÷nione s ¾a warunki ze wzoru (4.34), to dla ka·zdego p modele te
zbiegaj ¾a do identy…kowanej funkcji G (x) w sensie średniokwadratowego b÷ ¾edu ca÷kowego.

Szybkóśc zbie·znósci ca÷kowej modeli ~G (x; K; H; p). Dla ca÷kowego b÷¾edu średnio-
kwadratowego obliczeniowych modeli empirycznych ~G (x; K; H; p) zachodzi nast¾epuj ¾ace
oszacowanie

MISE ~G (x; K; H; p) 6
·¡

2¡2·K + 2¡2½HK2
¢

+
2K

N

¸
¹CMISE (4.42)

z wyk÷adnikiem · wynosz ¾acym (por. wzory (3.40) i (3.45) w rozdz. 3)

· = min f®; ¯; pg (= °) oraz · = min

½
®; ¯;

1

2

¾
(= %) (4.43)

odpowiednio dla funkcji G (x) ci ¾ag÷ych i nieci ¾ag÷ych w przedziale S = [a; b] i ze sta÷ ¾a
¹CMISE = max

©
2Cbias (b0

G ¡ a0
G) ; 2C%

ISB; 2 ¹CISB; ¹CIV

ª
(kolejne sta÷e w de…nicji ¹CMISE s ¾a zde-

…niowane we wzorach (3.28) i (3.41), (3.45), (4.40) i (4.41) dotycz ¾acych oszacowań odpo-
wiednich sk÷adowych b÷ ¾edu we wzorze (4.42)).

St ¾ad, by zapewníc modelom obliczeniowym ~G (x; K; H; p) rz ¾ad szybkósci zbie·znósci
ca÷kowej równy gwarantowanym rz¾edom szybkósci zbie·znósci ca÷kowej modeli falkowych
Ĝ (x; K; p) nale·zy tak dobierác skal ¾e aproksymacji H w ¹'p (x; H) i ¹Ã

p
(x; H), aby spe÷niona

by÷a poni·zsza nierównóśc (por. z nierównósci ¾a (4.37))

2¡2·K > 2¡2½HK2

Rozwi ¾azanie tej nierównosci dla poszczególnych · ze wzoru (4.43) prowadzi do nast¾epu-
j ¾acego lematu (por. lemat 4.12).

Lemat 4.14 Jésli skala aproksymacji H w ¹'p (x; H) i ¹Ã
p

(x; H) stosowanych w empirycz-
nych modelach obliczeniowych ~G (x; K; H; p) zale·zy od skali K modeli falkowych i dobie-
rana jest wed÷ug regu÷

H > Hmin (K) =

»
°K + log2 K

½

¼
(4.44)

dla funkcji G (x) ci ¾ag÷ych w przedziale S = [a; b], oraz

H > Hmin (K) =

»
%K + log2 K

½

¼
(4.45)

dla G (x) nieci ¾ag÷ych, to asymptotycznie ich szybkósci zbie·znósci ca÷kowej (w sensie b÷ ¾edu
MISE) do nieliniowósci G (x) s ¾a takie same jak szybkósci falkowych modeli empirycznych
Ĝ (x; K; p), gwarantowe dla danego wyboru skali K (por. lematy 3.5 i 3.6 w rozdz. 3).
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4.3.2 Analiza w÷asnósci empirycznych modeli obliczeniowych
~RG (x; K; H; p)

Wykorzystuj ¾ac zale·znósci (3.49) i (3.55) (w rozdz. 3) oraz opieraj ¾ac si ¾e na lematach 4.11-
4.14 i twierdzeniu 2.19 cytowanym w Dodatku B.8 (dotycz ¾acym szybkósci zbie·znósci wg
prawdopodobieństwa), otrzymujemy nast ¾epuj ¾ace twierdzenia charakteryzuj ¾ace warunki i
szybkósci zbie·znósci obliczeniowych modeli empirycznych ~RG (x; K; H; p) (por. twierdze-
nia 3.1-3.6 z rozdz. 3):

Twierdzenie 4.15 (Zbie·znóśc modeli obliczeniowych) Jésli skala H u·zyta w apro-
ksymacjach ¹'p (x; H) i ¹Ã

p
(x; H) zastosowanych w empirycznych modelach obliczeniowych

~RG (x; K; H; p) spe÷nia warunki ze wzoru (4.34), to wówczas modele te zbiegaj ¾a do nielinio-
wósci R (x) przy tych samych za÷o·zeniach (i w tym samym sensie), przy których zbiegaj ¾a
do niej falkowe modele empiryczne R̂G (x; K; p) (zob. twierdzenia 3.1 i 3.4 oraz wniosek
3.1 w rozdz. 3; por. lematy 4.11 i 4.13).

Twierdzenie 4.16 (Szybkóśc średniokwadratowej zbie·znósci punktowej) Jésli
spe÷nione s ¾a za÷o·zenia twierdzenia 3.2, a skala aproksymacji H w ¹'p (x; H) i ¹Ã

p
(x; H)

zastosowanych w obliczeniowych modelach empirycznych ~RG (x; K; H; p) jest dobierana
wed÷ug regu÷y (4.38), to asymptotycznie ich szybkóśc zbie·znósci punktowej (w sensie
b÷ ¾edu MSE) do nieliniowósci R (x) jest taka sama jak falkowych modeli empirycznych
R̂G (x; K; p), dla danej regu÷y doboru skali K (zob. wzór (3.52) i twierdzenie 3.2 w rozdz.
3; por. lemat 4.12).

Z powy·zszego twierdzenia oraz twierdzenia 2.19 (Dodatek B.8) wynika, ·ze empiryczne
modele obliczeniowe zbiegaj ¾a punktowo wed÷ug prawdopodobieństwa z szybkósci ¾a
asymptotycznie równ ¾a szybkósci zbie·znósci w tym sensie empirycznych modeli falkowych
R̂G (x; K; p) (zob. twierdzenie 3.3 w rozdz. 3).

Twierdzenie 4.17 (Szybkóśc średniokwadratowej zbie·znósci ca÷kowej) Jésli
skala aproksymacji H w ¹'p (x; H) i ¹Ã

p
(x; H) stosowanych w empirycznych modelach

obliczeniowych ~RG (x; K; H; p) zale·zy od skali K modeli falkowych i dobierana jest
wed÷ug regu÷y (4.44) dla nieliniowósci R (x) i funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x)
ci ¾ag÷ych w przedziale S = [a; b], oraz wed÷ug regu÷y (4.45) dla R (x) i (lub) f (x)
nieci ¾ag÷ych, to asymptotycznie ich szybkósci zbie·znósci ca÷kowej (w sensie b÷ ¾edu MISE)
do nieliniowósci R (x) s ¾a takie same jak szybkósci falkowych modeli empirycznych
R̂G (x; K; p), gwarantowane dla danego wyboru skali K (zob. wzory (3.56) i (3.58) i
twierdzenia 3.5 i 3.6 w rozdz. 3; por. lemat 4.14).

Z powy·zszych twierdzeń wynikaj ¾a nast ¾epuj ¾ace wnioski dotycz ¾ace w÷asnósci empirycz-
nych modeli obliczeniowych ~RG (x; K; H; p):

RGH1. W÷ásciwy (zgodny z regu÷ami (4.44) i (4.45)) dobór skali H w aproksymacjach
funkcji falkowych ¹'p (x; H) i ¹Ã

p
(x; H), pozwala obliczeniowym modelom empirycz-

nym ~RG (x; K; H; p) zachowác (asymptotycznie) w÷asnósci falkowych modeli empi-
rycznych R̂G (x; K; p). W szczególnósci zatem, w odniesieniu do modeli obliczenio-
wych ~RG (x; K; H; p) znajduj ¾a zastosowanie regu÷y doboru skal K opracowane dla
empirycznych modeli falkowych R̂G (x; K; p) (por. wzory (3.56) i (3.58) z rozdz. 3).
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RGH2. Dobór w÷ásciwej skali aproksymacji H funkcji falkowych zale·zy od g÷adkósci
identy…kowanej nieliniowósci R (x), funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x) oraz przy-
j ¾etych funkcji falkowych (numeru falkowego p) (por. wzory (4.38)-(4.39), (4.44)-
(4.45) oraz w÷asnósci GH1-GH2).

RGH3. Wzrost skali K falkowych modeli empirycznych powoduje (zgodnie z regu÷ami
(4.44)-(4.45)) odpowiedni wzrost wymaganej skali aproksymacji Hmin (K) (zob. w÷a-
snóśc GH3).

Przyk÷ady. Rozpatrzymy teraz przyk÷adowe przypadki identy…kowanej nieliniowósci
R (x) i funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x).

Niech R (x) i f (x) b¾ed ¾a odcinkami sta÷e w przedziale S = [a; b]. Wówczas % = 1=2 i mo-
dele obliczeniowe ~RG (x; K; H; p) osi ¾agaj ¾a asymptotyczn ¾a szybkóśc zbie·znósci O

¡
N¡1=2

¢
modeli falkowych R̂ (x; K; p) w sensie ca÷kowego b÷ ¾edu średniokwadratowego, o ile skala
aproksymacji H spe÷nia warunki (por. wzór (4.45) i de…nicj ¾e ½ we wzorze (4.4))

H > Hmin (K) =

½
K + 2 log2 K

K
2

+ log2 K
dla

p = 2
p > 2

a skala K modeli falkowych dobierana jest wed÷ug regu÷y (3.58) w rozdz. 3. Jésli R (x) i
f (x) spe÷niaj ¾a warunek Lipschitza (® = ¯ = 1), to wówczas ° = 1 i modele obliczeniowe
osi ¾agaj ¾a asymptotycznie szybkóśc zbie·znósci O

¡
N¡2=3

¢
w sensie średniokwadratowego

b÷ ¾edu ca÷kowego, przy skalach aproksymacji H dobieranych wed÷ug regu÷ (por. wzór (4.44))

H > Hmin (K) =

½
2 (K + log2 K)

K + log2 K
dla

p = 2
p > 2

i skalach K modeli falkowych wyznaczanych zgodnie ze wzorem (3.56)). Poniewa·z dla
p = 2, minimalna wymagana skala H jest dwukrotnie wi ¾eksza ni·z dla p > 2 (por. w÷asnóśc
GH2, str. 78), to zastosowanie w modelach funkcji falkowych o tym numerze wymaga
uzyskania dwukrotnie dok÷adniejszych aproksymacji takich funkcji falkowych.

A. Dobór skali H w aproksymacjach funkcji falkowych ¹'p (x; H) i ¹Ã
p

(x; H)

Zwró́cmy uwag¾e, ·ze warunek (4.34) oraz regu÷y (4.44)-(4.45) doboru minimalnej skali apro-
ksymacji Hmin (K) funkcji falkowych gwarantuj ¾a jedynie asymptotyczn ¾a równowa·znóśc
empirycznych modeli obliczeniowych i empirycznych modeli falkowych wykorzystuj ¾acych
oryginalne („dok÷adne”) falki. Zatem w praktycznych zastosowaniach, aby zminimalizowác
wp÷yw dodatkowego b÷¾edu wynikaj ¾acego ze stosowania aproksymacji ¹'p (x; H) i ¹Ã

p
(x; H)

w miejsce oryginalnych falek, nale·zy obliczác je z jak najwi¾eksz ¾a rozdzielczósci ¾a (w jak
najwi ¾ekszej skali H > Hmin (K)) (por. wzory (4.36) i (4.42)).

Ze wzgl ¾edu na asymptotyczny charakter uzyskanych wyników (prawdziwych dla du-
·zych wartósci H – a zatem te·z du·zych skal K i, w konsekwencji, tak·ze dla du·zych liczb
pomiarów N – por. wzory (3.56) i (3.58)), w rozdziale 5 przedstawiamy wyniki badań nu-
merycznych dotycz ¾acych wp÷ywu dok÷adnósci aproksymacji funkcji falkowych na w÷asnósci
modeli obliczeniowych dla umiarkowanych skal H; K i umiarkowanych liczb pomiarów N .
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4.4 Szybkie algorytmy wyznaczania obliczeniowych
modeli empirycznych

Z obliczeniowego punktu widzenia, problem identy…kacji nieliniowósci R (x) sprowadza si ¾e
do wyznaczenia wspó÷czynników w obliczeniowych modelach empirycznych na podstawie
danych ze zbioru pomiarowego f(xk; yk)gN

k=1. Na przyk÷adzie obliczeniowego algorytmu
ilorazowego poka·zemy, ·ze bezpósrednie wykorzystanie w tym celu wzorów wynikaj ¾acych z
rozwa·zań teoretycznych (tj. zastosowanie w obliczeniach wprost wzorów (4.17)) prowadzi
do algorytmów o z÷o·zonósci obliczeniowej rz ¾edu O (Nº), gdzie wyk÷adnik º zawiera si ¾e w
przedziale (1; 2) i zale·zy od g÷adkósci identy…kowanej nieliniowósci R (x) i funkcji g¾estósci
wej́scia systemu f (x) oraz przyj ¾etych w modelach funkcji falkowych (numeru p). Nast¾epnie
zaproponujemy „szybki” algorytm wyznaczania obliczeniowych modeli empirycznych i
wyka·zemy, ·ze z÷o·zonóśc tego algorytmu wynosi O (N) i, ponadto, nie zale·zy od g÷adkósci
R (x) oraz f (x).

Z÷o·zonóśc obliczeniowa algorytmu ilorazowego

Analizuj ¾ac z÷o·zonóśc obliczeniow ¾a algorytmu b ¾edziemy pos÷ugiwác si ¾e poj ¾eciem opms –
jednostkowej operacji arytmetycznej polegaj ¾acej na wymno·zeniu (podzieleniu) dwóch liczb
i dodaniu (odj ¾eciu) uzyskanego wyniku do innej liczby (zob. np. [81, str. 81]).

Niech CG (N; K; p) oznacza liczb ¾e operacji opms potrzebnych do wyznaczenia modelu
~RG (x; K; H; p). Poniewa·z do obliczenia ka·zdego wspó÷czynnika tego modelu potrzeba N
opms (por. wzory w (4.17)), st ¾ad

CG (N; K; p) = N ¢ PG (M; K)

gdzie PG (M; K) oznacza liczb ¾e wspó÷czynników w modelu obliczeniowym ~RG (x; K; H; p)
(równ ¾a liczbie wspó÷czynników w modelu ~G (x; K; H; p)). Liczb ¾e t ¾e mo·zna oszacowác na-
st¾epuj ¾aco (zob. wzór (C.23) w Dodatku C.6)

PG (M; K) < 2K [(b ¡ a) + 2p] (4.46)

Wyznaczaj ¾ac skale K modeli na podstawie regu÷ (3.56) i (3.58) z rozdz. 3 (tj. w zale·znósci
od g÷adkósci nieliniowósci R (x) i funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x) oraz przyj ¾etych w
modelach funkcji falkowych) otrzymujemy, ·ze

CG (N; K; p) < N ¢ 2b 1
2°+1

log2 2°Nc [(b ¡ a) + 2p] 6 N
2°+2
2°+1 ¢ C°

gdzie C° = (2°)1=(2°+1) [(b ¡ a) + 2p] oraz

CG (N; K; p) < N
2%+2
2%+1 ¢ C%

gdzie C% = (2%)1=(2%+1) [(b ¡ a) + 2p] dla, odpowiednio, ci ¾ag÷ych i nieci ¾ag÷ych R (x) i f (x).
St ¾ad, poniewa·z ° > 0 oraz % 2 (0; 1=2], to z powy·zszych oszacowań wynika nast¾epuj ¾acy
lemat.

Lemat 4.15 Z÷o·zonóśc obliczeniowa algorytmu ilorazowego opartego na wzorach (4.17)
jest rz ¾edu

CG (N; K; p) = O (N º) ; gdzie º =
2° + 2

2° + 1
2 (1; 2) (4.47)
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dla ci ¾ag÷ych, oraz

CG (N; K; p) = O (Nº) ; gdzie º =
2% + 2

2% + 1
2

·
3

2
; 2

¶
(4.48)

dla nieci ¾ag÷ych nieliniowósci R (x) i (lub) funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x).

Zauwa·zmy, ·ze ze wzrostem g÷adkósci R (x) i f (x) (tj. ze wzrostem ® i ¯) i przy jedno-
czesnym wzróscie numeru falkowego p, rósnie wartóśc parametru °(= min f®; ¯; pg) (por.
wzór (3.56) w rozdz. 3), wyk÷adnik º we wzorze (4.47) d ¾a·zy do wartósci 1 i, w konsekwen-
cji, z÷o·zonóśc obliczeniowa algorytmu zbli·za si ¾e do poziomu O (N). Jésli R (x) i f (x) s ¾a
nieci ¾ag÷e (i odcinkami g÷adkie), to minimalna z÷o·zonóśc algorytmu zachodzi dla % = 1=2
(por. wzór (3.58) w rozdz. 3) i jest rz ¾edu O

¡
N3=2

¢
(wzór (4.48)).

Przyk÷ady. Dla R (x) i f (x) nieci ¾ag÷ych, odcinkami sta÷ych mamy ® = ¯ = 1, a zatem
% = 1=2 (por. wzór (3.58)) oraz º = 3=2 (zob. wzór (4.48)) i z÷o·zonóśc obliczeniowego
algorytmu ilorazowego wynosi O

¡
N3=2

¢
.

Jésli R (x) i f (x) spe÷niaj ¾a warunek Lipschitza (® = ¯ = 1), to wówczas (por. (3.56))
° = 1 i z÷o·zonóśc algorytmu maleje do poziomu O

¡
N4=3

¢
(zob. wzór (4.47)).

Natomiast, dla bardzo g÷adkich R (x) i f (x) (gdy min f®; ¯g À p i ° = p) z÷o·zonóśc
algorytmu zale·zy jedynie od przyj ¾etych funkcji falkowych: dla p = 2 wynosi O

¡
N6=5

¢
i ze

wzrostem p zbli·za si ¾e do rz¾edu O (N) (wzór (4.47)).

4.4.1 Szybki obliczeniowy algorytm ilorazowy

Podstawa teoretyczna. Proponowany algorytm sk÷ada si ¾e z dwóch kroków. Pierw-
szy krok polega na wyznaczeniu w skali K wspó÷czynników empirycznych ~®Kn, n =
nmin (K; p) ; : : : ; nmax (K; p) (wspó÷czynników pocz ¾atkowych w algorytmie szybkiej trans-
formaty falkowej FWT – zob. punkt 1.3) na podstawie pomiarów f(xk; yk)gN

k=1 i opiera
si ¾e na nast¾epuj ¾acych spostrze·zeniach:

² Ze wzgl ¾edu na zwartóśc nósnika aproksymacji ¹'p
Kn (x; H) (wzór (4.6)), ka·zda para

pomiarów (xk; yk) wp÷ywa na wartósci co najwy·zej 2p¡1 wspó÷czynników ~®p
Kn – od-

powiadaj ¾acych tym aproksymacjom ¹'p
Kn (x; H) funkcji skaluj ¾acych 'p

Kn (x), których
nósniki zawieraj ¾a pomiar xk – zob. Rys. 4.2 (por. z dyskusj ¾a w punkcie 3.1.1, po-
świ ¾econ ¾a analizie szybkósci zbie·znósci punktowej falkowych modeli empirycznych
Ĝ (x; K; p) i zob. wzór (3.26) oraz Rys. 3.3).

² Dla danej skali aproksymacji H sk÷adowa wej́sciowa xk pary pomiarów (xk; yk) na-
le·zy do przedzia÷u nósnika aproksymacji ¹'p

Kn (x; H), to wówczas zachodzi nast¾epu-
j ¾aca nierównóśc (por. wzór (4.6))

1

2H
+

n

2K
> xk >

n + (2p ¡ 1)

2K

na podstawie której mo·zna wyznaczýc indeksy przesuni ¾éc n „aktywnych” – dla
danej pary pomiarów (xk; yk) – aproksymacji ¹'p

Kn (x; H). Z praktycznego punktu
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widzenia wygodniej jest jednak wyznaczác te indeksy wed÷ug poni·zszej nierównósci
(wynikaj ¾acej z postaci nósnika funkcji skaluj ¾acej 'p

Kn (x) – por. wzory (1.11) i (4.6))

n

2K
> xk >

n + (2p ¡ 1)

2K
(4.49)

dzi ¾eki czemu szybki algorytm obliczeniowy staje si ¾e niezale·zny od skali aproksyma-
cji H.

Z powy·zszych obserwacji wnioskujemy, ·ze indeksy przesuni ¾éc n odpowiadaj ¾ace „aktyw-
nym” aproksymacjom ¹'p

Kn (x; H) mo·zemy (z nierównósci (4.49)) wyznaczýc za pomoc ¾a
nast¾epuj ¾acego wzoru

n =
¥
2Kxk

¦ ¡ l; l = 0; : : : ; 2p ¡ 2 (4.50)

Obliczanie wartósci wspó÷czynników ~®p
Kn o tych indeksach mo·zna zrealizowác przy u·zyciu

prostej regu÷y

~®p
Kn;(k) = ~®p

Kn;(k¡1) +
yk

N
¢ 2

K
2 ¹'p

¡
2Kxk ¡ n; H

¢
gdzie ~®p

Kn;(0) = 0 (4.51)

stanowi ¾acej rekurencyjn ¾a wersj ¾e odpowiedniego wzoru w (4.17) (dla skali K).

Rys. 4.2 Ka·zda para pomiarów (xk; yk) wp÷ywa tylko na wartósci wspó÷czynników ~®p
Kn od-

powiadaj ¾acych tym aproksymacjom ¹'p
Kn (x; H) funkcji skaluj ¾acych, których nósniki zawieraj ¾a

pomiar xk (rysunek ilustruje przypadek, gdy numer falkowy p = 2)

Drugi krok algorytmu polega na wyznaczeniu wspó÷czynników ~®p
Mn i ~̄p

ml empirycz-
nych modeli obliczeniowych ~RG (x; K; H; p) w oparciu o obliczone w pierwszym kroku
wspó÷czynniki pocz ¾atkowe ~®p

Kn (w skali K), z u·zyciem poni·zszych wzorów (wzorowanych
na algorytmie szybkiej transformaty falkowej – zob. np. [92], [130] i [131], por. wzór (1.27)
w rozdz. 1; zob. Dodatek C.7, str. 139)

~®p
mn =

2p¡1X
t=0

ct~®
p
m+1;2n+t oraz ~̄p

ml =
1X

t=¡2(p¡1)

(¡1)t c1¡t~®
p
m+1;2l+t (4.52)

w kolejnych skalach m = K ¡ 1; : : : ; M .

Szybki obliczeniowy algorytm identy…kacji

Z powy·zszych rozwa·zań otrzymujemy nast¾epuj ¾acy szybki obliczeniowy algorytm ilora-
zowy:
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Szybki obliczeniowy algorytm ilorazowy:
Krok 1a. Dla ka·zdej pary pomiarów (xk; yk), k = 1; : : : ; N wyznacz indeksy trans-
lacji n aproksymacji ¹'p

Kn (x; H) wed÷ug wzoru (4.50), a nast ¾epnie oblicz wartósci od-
powiadaj ¾acych im oszacowań ~®p

Kn za pomoc ¾a wzorów (4.51) i (4.2).
Krok 1b. Oblicz oszacowania ~®p

Mn i ~̄p

ml za pomoc ¾a wzorów w (4.52).
Krok 2. Wyznacz empiryczny modeli obliczeniowy ~RG (x; K; H; p) nieliniowósci
R (x) jako iloraz (4.15) z licznikiem danym przez (4.16) i wzór (4.2).

Z÷o·zonóśc obliczeniowa szybkiego algorytmu obliczeniowego

Oznaczmy przez CF
G (N; K; p) liczb ¾e operacji opms potrzebnych do wyznaczenia modeli

~RG (x; K; H; p) za pomoc ¾a algorytmu (4.50)-(4.52).

Dla ka·zdej pary pomiarów (xk; yk) wyznaczenie indeksów n wed÷ug wzoru (4.50) wy-
maga (2p ¡ 1) operacji typu opms. Z kolei, dla ka·zdego z indeksów n, poszczególne ope-
racje we wzorze (4.51) wymagaj ¾a 3 opms. St ¾ad na jeden pomiar przypada 4 (2p ¡ 1)
opms. A zatem, przy liczbie pomiarów N , w pierwszym kroku algorytmu wykonywane
jest 4N (2p ¡ 1) opms.

Zwró́cmy uwag¾e, ·ze wielkóśc ta nie zale·zy od liczby wspó÷czynników ~®p
Kn w skali K,

a zatem pósrednio (poniewa·z skala K modeli jest wyznaczana za pomoc ¾a regu÷ (3.56) i
(3.58)) równie·z od g÷adkósci R (x) i f (x).

W drugim kroku algorytmu do obliczenia ka·zdego ze wspó÷czynników ~®p
mn i ~̄p

ml wed÷ug
wzorów w (4.52) potrzeba (2p ¡ 1) opms. Liczby obliczanych wspó÷czynników wynosz ¾a
odpowiednio (por. wzór (4.16))

K¡1X
m=M

[nmax (m; p) ¡ nmax (m; p) + 1] oraz
K¡1X

m=M

[lmax (m; p) ¡ lmax (m; p) + 1]

a zatem (por. wzory w (3.5) w rozdz. 3 i wzór (C.22) w Dodatku C.6) s ¾a nie wi ¾eksze ni·z
liczba PG (M; K) wspó÷czynników w empirycznym modelu obliczeniowym ~RG (x; K; H; p).
St ¾ad ca÷kowita liczba operacji w tym kroku jest nie wi¾eksza ni·z (por. wzór (C.23))

2K ¢ 2 (2p ¡ 1) [(b ¡ a) + 2p]

Po zastosowaniu odpowiedniej (w zale·znósci od g÷adkósci R (x) i f (x) – zob. wzory (3.56)
lub (3.58)) regu÷y doboru skali K modeli otrzymujemy, ·ze (por. oszacowania we wzorach
(4.47)-(4.48))

CF
G (N; K; p) < 4N (2p ¡ 1) + N

1
2°+1 ¢ 2 (2p ¡ 1) [(b ¡ a) + 2p]

dla ci ¾ag÷ych, oraz

CF
G (N; K; p) < 4N (2p ¡ 1) + N

1
2%+1 ¢ 2 (2p ¡ 1) [(b ¡ a) + 2p]

dla nieci ¾ag÷ych R (x) i (lub) f (x).

St ¾ad, poniewa·z °; % > 0 (por. wzory (3.56) i (3.58)), to sk÷adniki N1=(2°+1) i N1=(2%+1) w
powy·zszych oszacowaniach rosn ¾a wolniej ni·z liniowo ze wzrostem N . Otrzymalísmy zatem
twierdzenie (por. lemat 4.15).
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Twierdzenie 4.18 Z÷o·zonóśc szybkiego algorytmu (4.50)-(4.52) wyznaczania empirycz-
nych modeli obliczeniowych ~RG (x; K; H; p) jest rz ¾edu

CF
G (N; K; p) = O (N)

dla ci ¾ag÷ych i nieci ¾ag÷ych nieliniowósci R (x) i funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x).

Podsumowanie

W rozdziale zaproponowalísmy obliczeniowe (praktyczne) odpowiedniki falkowych algo-
rytmów identy…kacji przedstawionych i badanych w rozdziale 3. Na przyk÷adzie algorytmu
ilorazowego pokazalísmy, ·ze konieczne, ze wzgl ¾edu na specy…k¾e funkcji falkowych Daube-
chies i za÷o·zone warunki identy…kacji, mody…kacje algorytmów polegaj ¾ace na zast ¾apieniu
w nich funkcji falkowych Daubechies 'p (x) i Ãp (x) przez ich proste obliczeniowo aproksy-
macje schodkowe ¹'p (x; H) i ¹Ã

p
(x; H), pozwalaj ¾a (przy ÷atwych do realizacji warunkach

(4.44)-(4.45)) zachowác przez odpowiednie modele obliczeniowe asymptotyczne w÷asnósci
odpowiednich modeli falkowych z oryginalnymi funkcjami falkowymi. Wp÷yw dok÷adnósci
aproksymacji funkcji falkowych na zachowanie modeli obliczeniowych dla ma÷ych skal H
i K badamy numerycznie w rozdziale 5.

Zaproponowalísmy równie·z szybki algorytm wyznaczania obliczeniowych modeli empi-
rycznych i pokazalísmy, ·ze jego z÷o·zonóśc jest rz¾edu O (N), tj. ·ze liczba obliczeń potrzeb-
nych do wyznaczenia tych modeli rósnie jedynie liniowo ze wzrostem liczby pomiarów N
(w Dodatku C.8, na str. 140 przedstawiamy procedury komputerowe implementuj ¾ace ten
algorytm).



Rozdzia÷ 5

Badania numeryczne falkowych
algorytmów identy…kacji

Przedstawione w rozdzia÷ach 3 i 4 w÷asnósci modeli falkowych i ich obliczeniowych wersji
wyznaczanych za pomoc ¾a odpowiednich algorytmów identy…kacji maj ¾a charakter asymp-
totyczny, tj. zachodz ¾a dla du·zych liczb pomiarów N , du·zych wartósci skal K w modelach
falkowych i du·zych skal aproksymacji H w modelach obliczeniowych. Z punktu widzenia
zastosowań interesuj ¾ace jest zachowanie si ¾e tych modeli w przypadku, gdy do dyspozycji
mamy ma÷ ¾a lub umiarkowan ¾a liczb ¾e pomiarów, a skale K i H s ¾a niewielkie. Aby uzy-
skác orientacj ¾e w tym zakresie, przeprowadzono szereg eksperymentów numerycznych,
które, podobnie jak przeprowadzone wczésniej badania teoretyczne, mia÷y na celu zbada-
nie wp÷ywu:

² g÷adkósci identy…kowanej nieliniowósci R (x),

² g÷adkósci funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x), oraz

² zastosowanych w modelach funkcji falkowych,

na wielkóśc i szybkóśc zmniejszania si ¾e b÷ ¾edów modeli obliczeniowych ze wzrostem liczby
pomiarów N w przypadkach systemu statycznego i systemu Hammersteina, przy skorelo-
wanych zak÷óceniach zk. Badania obejmowa÷y tak·ze:

² Porównanie empirycznych modeli obliczeniowych ~RG (x; K; H; p), ~RR (x; K; H; p) i
~RGf (x; K; H; p), przedstawionych w punkcie 4.2 w rozdz. 4

² Wery…kacj ¾e przydatnósci teoretycznych regu÷ doboru skali modeli K okréslonych
wzorami (3.56) i (3.58), na przyk÷adzie modeli obliczeniowych ~RG (x; K; H; p).

² Zbadanie wp÷ywu skali aproksymacji H (tj. dok÷adnósci stosowanych aproksymacji
funkcji falkowych) na zachowanie si ¾e modeli obliczeniowych.

W ramach badań empirycznych porównano tak·ze algorytmy falkowe z algorytmami
trygonometrycznymi (tj. opartymi na klasycznym trygonometrycznym uk÷adzie ortogo-
nalnym).

Poni·zej przedstawiamy warunki w jakich przeprowadzono eksperymenty, a nast¾epnie
omówimy wybrane wyniki.

88
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5.1 Warunki eksperymentów

Empiryczne modele obliczeniowe. Algorytmy identy…kacji. W trakcie ekspery-
mentów zbadalísmy w÷asnósci rozwa·zanych w pracy trzech empirycznych modeli oblicze-
niowych:

~R² (x; K; H; p) =

8<:
~RG (x; K; H; p)
~RR (x; K; H; p)
~RGf (x; K; H; p)

danych wzorami
(4.15) - (4.17)
(4.18) - (4.19)
(4.21) - (4.23)

wyznaczanych odpowiednio wed÷ug obliczeniowych wersji algorytmu ilorazowego, bezpo-
średniego oraz algorytmu ilorazowego z estymacj ¾a funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x),
przedstawionych w rozdz. 4. W dalszej cz ¾ésci rozdzia÷u b ¾edziemy stosowác skrócon ¾a no-
tacj ¾e i poszczególne modele oznaczác symbolami ~RG, ~RR oraz ~RGf (a ogólnie, za pomoc ¾a
symbolu ~R²).

Identy…kowane systemy. Badania przeprowadzilísmy dla dwóch typów systemów
(zob. rysunek powy·zej, por. przyk÷ady podane w punkcie 2.3):

² systemu statycznego, oraz

² systemu Hammersteina z liniowym elementem dynamicznym o nast¾epuj ¾acej odpo-
wiedzi impulsowej f¸ig6

i=0 (por. za÷o·zenie Z3 w rozdz. 2):

¸0 = 1; ¸i = 2¡(i¡1); i = 1; : : : ; 6 (5.1)

Funkcje g ¾estósci wej́scia systemu f (x). Wej́scia systemów by÷y pobudzane sygna-
÷ami pseudolosowymi o nast ¾epuj ¾acych funkcjach g¾estósci (zob. Rys. 5.1, por. za÷o·zenie Z1
w rozdz. 2):

f² (x) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

f1 (x) = I[0;1] (x)
– g¾estóśc (g÷adka) rozk÷adu

równomiernego U [0; 1]

f2 (x) = I[0;1] (x) ¢ 3p
2¼

e¡ 9
2(x¡ 1

2)
2

+ Cf
– g¾estóśc rozk÷adu normalnego N

¡
1
2
; 1

3

¢
ograniczonego do przedzia÷u [0; 1]

f3 (x) = 9
2

9X
i=1

hi

h
1 + I[0; i

9) (x)
i – przyk÷adowa nieci ¾ag÷a funkcja

g¾estósci

(5.2)
Sta÷ ¾a Cf w de…nicji g ¾estósci f2 (x) dobrano tak aby

R 1

0
f2 (x) dx = 1. Wspó÷czynniki hi w

g¾estósci f3 (x) wynosz ¾a

hi = f0:1; 0:1; ¡0:15; 0:03; 0:06; ¡0:06; ¡0:03; 0:15; ¡0:1g
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Rys. 5.1 Funkcje g¾estósci wej́scia systemu stosowane w eksperymentach

Identy…kowane charakterystyki. W trakcie eksperymentów przyj ¾eto w systemach
nast¾epuj ¾ace charakterystyki nieliniowe (zob. Rys. 5.2, zob. za÷o·zenie Z2 w rozdz. 2 i
za÷o·zenia Z7 (Z70), Z7a (Z7a0) w rozdz. 3):

¹² (x) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

¹1 (x) = 1
2

11X
i=1

gi

£
1 + I[0;ti) (x)

¤
+ C¹ – charakterystyka nieci ¾ag÷a

¹2 (x) = 1
4

¥
8x ¡ 7

2

¦ – przyk÷adowa charakterystyka
kwantyzatora

¹3 (x) = I[ 1
2

;1) (x) ¡ I[0; 1
2 ) (x)

– przyk÷adowa charakterystyka
przekáznika dwupo÷o·zeniowego

¹4 (x) = arctan (4¼x ¡ 2¼) – g÷adka charakterystyka sigmoidalna
(5.3)

Uwaga 5.10 Charakterystyka ¹1 (x) z poni·zszymi wspó÷czynnikami ti i gi:

ti = f0:1; 0:13; 0:15; 0:23; 0:25; 0:40; 0:44; 0:65; 0:76; 0:78; 0:81g
gi = f4; ¡5; 3; ¡4; 5; ¡4:2; 2:1; 4:3; ¡3:1; 2:1; ¡4:2g

jest stosowana jako funkcja testowa w badaniach w÷asnósci algorytmów falkowych, por.
np. [15], [31]-[32]; pozosta÷e typy charakterystyk mo·zna spotkác w rzeczywistych systemach
(zob. np. [41], [143] i [151]).

Rys. 5.2 Identy…kowane charakterystyki

Sta÷a C¹ w de…nicji charakterystyki ¹1 (x) by÷a dobierana w trakcie eksperymentów
zale·znie od zastosowanej funkcji g¾estósci wej́scia systemu f² (x) tak, aby spe÷niona by÷a
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równóśc E ¹1 (x1) = 0 dzi ¾eki czemu, we wzorze (2.8) de…niuj ¾acym postác faktycznie iden-
ty…kowanej nieliniowósci R (x) w systemie Hammersteina znika przesuni ¾ecie s tej nielinio-
wósci wzgl ¾edem charakterystyki ¹ (x). Dla pozosta÷ych nieliniowósci równóśc ta zachodzi
ze wzgl ¾edu na ich nieparzystóśc wzgl ¾edem środka przedzia÷u [0; 1] i symetri ¾e poszczegól-
nych funkcji g¾estósci wej́scia systemu w tym przedziale. St ¾ad (oraz z faktu, ·ze ¸0 = 1 –
por. wzór (5.1)) dla systemu Hammersteina wynika równóśc pomi ¾edzy identy…kowanymi
nieliniowósciami R² (x) a odpowiednimi charakterystykami nieliniowymi ¹² (x) danymi
wzorami w (5.3) (por. uwaga 2.4 w rozdz. 2):

R² (x) = ¹² (x)

Zauwa·zmy, ·ze przy funkcjach g¾estósci wej́scia systemu zde…niowanych we wzorze (5.1), nie-
liniowósci R² (x) s ¾a identy…kowane w przedziale S = [0; 1] (por. za÷o·zenie Z1 w rozdz. 2).

Zak÷ócenia zewn¾etrzne zk. Wyj́scie obu systemów by÷o zak÷ócane skorelowanym szu-
mem zk o rozk÷adzie normalnym z zerow ¾a wartósci ¾a oczekiwan ¾a, w którym (por. za÷o·zenie
Z4 w rozdz. 2):

² wariancje zak÷óceń, ¾2
z = var zk, dobierane by÷y tak, aby dla ka·zdej z nieliniowósci

R² (x), zde…niowany poni·zej stosunek szumu do sygna÷u

NSR [%] =
3¾z

MR

przyjmowa÷ wartósci 0; 5; : : : ; 30% (MR jest górnym ograniczeniem modu÷u identy-
…kowanej nieliniowósci R (x), zob. za÷o·zenie Z2 w rozdz. 2).

² wspó÷czynniki f!ig7
i=0 odpowiedzi impulsowej uk÷adu dynamicznego, odpowiada-

j ¾acego za skorelowanie zak÷óceń zk, zosta÷y dobrane wed÷ug poni·zszego wzoru

!i =
8 ¡ i

8
; i = 0; : : : ; 7

Kryterium oceny jakósci modeli. W ka·zdym eksperymencie wspó÷czynniki bada-
nego modelu falkowego ~R² obliczano w punktach k = 1=q; 2=q; : : : ; q=q (q = 1000), dla
P -krotnie (P = 50) generowanych zestawów danych pomiarowych f(xk; yk)gN

k=1. Jako
kryterium jakósci modeli przyj ¾elísmy nast¾epuj ¾acy, unormowany średni b÷ ¾ad

MISEemp
~R² (¢; K; H; p) =

1
P

PX
r=1

(
1
q

qX
k=1

h
R²

³
k
q

´
¡ ~R²;(r)

³
k
q
; K; H; p

´i2
)

Z 1

0

R2² (x) dx

(5.4)

gdzie ~R²;(r)

³
k
q
; K; H; p

´
oznacza wartóśc wyj́scia badanego modelu w punkcie k=q dla

r-tego zestawu danych.

Liczba pomiarów N by÷a dobierana w zale·znósci od przeprowadzanego eksperymentu.
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5.2 Wybrane wyniki badań numerycznych

Wp÷yw dynamiki systemu i poziomu zak÷óceń zewn ¾etrznych zk. Badaj ¾ac teore-
tyczne w÷asnósci empirycznych modeli falkowych i obliczeniowych pokazalísmy, ·ze zarówno
istnienie w identy…kowanym systemie dynamiki jak i obecnóśc skorelowanych zak÷óceń
zewn¾etrznych wp÷ywa tylko na wielkósci sta÷ych w oszacowaniach rz¾edu wariancji tych
modeli (por. np. wzory w (3.11) i w÷asnósci V1-V3, wzory (3.14) i (3.34) w rozdz. 3 oraz
wzory (4.25) i (4.29) w rozdz. 4), a zatem nie zmienia ich w÷asnósci asymptotycznych (tj.
dla du·zych liczb pomiarów N).

Oddzia÷ywanie tych czynników na zachowanie modeli ~RGf dla umiarkowanej liczby po-
miarów N przedstawiamy na Rys. 5.5-5.6. Zwró́cmy uwag¾e na niewielki wp÷yw poziomu
zak÷óceń zewn¾etrznych zk na b÷ ¾edy modeli. Wzrost b÷ ¾edów w przypadku systemu Ham-
mersteina wynika ze znacznie „trudniejszych” warunków identy…kacji (wi¾ekszego poziomu
faktycznych zak÷óceń na jego wyj́sciu wywo÷anego obecnósci ¾a sygna÷u »k pochodz ¾acego od
dynamiki systemu (por. Rys. 5.3 i 5.4 i wzory (2.5), (2.6) i (2.7) w rozdz. 2).

Wp÷yw g÷adkósci nieliniowósci R (x). Z rozwa·zań teoretycznych wynika, ·ze szyb-
kóśc zmniejszania si ¾e b÷ ¾edów empirycznych modeli obliczeniowych rósnie wraz ze wzro-
stem g÷adkósci nieliniowósci R (x) (przy odpowiednio g÷adkich f (x) i du·zych numerach
falkowych p – por. wzory (3.57) i (3.59), (3.91) i (3.94) oraz (3.110) w rozdz. 3).

Porównuj ¾ac pod tym k ¾atem wyniki badań dla modeli obliczeniowych ~RG przedstawione
na Rys. 5.7 mo·zna stwierdzíc, ·ze najwi ¾ekszy wp÷yw na poziom b÷ ¾edów ma po÷o·zenie punk-
tów nieci ¾ag÷ósci nieliniowósci poza siatk ¾a binarn ¾a. Natomiast sam fakt istnienia nieci ¾ag÷o-
ści nie jest ju·z tak istotny (b÷ ¾edy dla nieci ¾ag÷ych nieliniowósci R2 (x) i R3 (x) s ¾a znacznie
mniejsze ni·z odpowiadaj ¾ace im b÷ ¾edy dla nieliniowósci nieci ¾ag÷ej R1 (x) i porównywalne z
b÷ ¾edami otrzymanymi dla g÷adkiej R4 (x)). Modele ~RG oparte o funkcje Haara nadaj ¾a si ¾e
zatem do identy…kacji nieliniowósci nieci ¾ag÷ych, gdy punkty nieci ¾ag÷ósci (skoków) le·z ¾a na
siatce binarnej (por. te·z dyskusj ¾e na ten temat w [108, str. 956]).

Warto te·z zauwa·zýc, ·ze za wyj ¾atkiem nieliniowósci R1 (x) (zob. Rys. 5.5-5.7), ju·z po-
wy·zej liczby pomiarów N » 150, b÷ ¾edy modeli obliczeniowych staj ¾a si ¾e bardzo ma÷e,
niezale·znie od typu identy…kowanego systemu.

Wp÷yw g÷adkósci funkcji g ¾estósci wej́scia f (x). Porównuj ¾ac w rozdz. 3 w÷asnósci
asymptotyczne modeli falkowych R̂G (x; K; p) oraz R̂R (x; K; p) stwierdzilísmy, ·ze szybkóśc
zbie·znósci tych ostatnich nie zale·zy od g÷adkósci funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x)
(por. wzory (3.57) i (3.91) oraz (3.59) i (3.94) w rozdz. 3). Wykresy na Rys. 5.8 wskazuj ¾a,
·ze w÷asnóśc ta zachodzi równie·z dla odpowiadaj ¾acych im modeli obliczeniowych ~RG, przy
umiarkowanej liczbie pomiarów N .

Wp÷yw zastosowanych funkcji falkowych. Z analizy w÷asnósci asymptotycznych
empirycznych modeli obliczeniowych wynika, ·ze przyj ¾ecie w nich funkcji falkowych o wy-
·zszych numerach p powoduje (przy odpowiednio g÷adkich R (x) i f (x)) wzrost szybkósci
zbie·znósci tych modeli (wzrost szybkósci zmniejszania si ¾e ich b÷ ¾edów – por. wzory (3.57)
i (3.59), (3.91) i (3.94) oraz (3.110) i zob. dyskusj ¾e na temat doboru numeru falkowego
p przeprowadzon ¾a dla modeli falkowych w rozdz. 3). Zauwa·zmy jednak (zob. Rys. 5.9 i
5.10), ·ze w zakresie N < 500 pomiarów (przy g÷adkiej nieliniowósci R4 (x) i funkcji g¾estósci
wej́scia f1 (x)) szybkósci zmniejszania si ¾e b÷ ¾edów modeli ~RG i ~RR nie zale·z ¾a od przyj ¾etych



ROZDZIA× 5. BADANIA NUMERYCZNE FALKOWYCH ALGORYTMÓW. . . 93

funkcji falkowych. Zwró́cmy tak·ze uwag¾e, ·ze od zastosowanych funkcji falkowych zale·z ¾a
w÷asnósci modeli ~RGf (zob. Rys. 5.11), jednak·ze przyj ¾ecie w nich funkcji falkowych o nu-
merze p > 1 powoduje zwi ¾ekszenie ich b÷ ¾edu. Aby wskazác mo·zliw ¾a przyczyn¾e takiego
zachowania porównajmy postacie modeli ~RG i ~RGf (zob. wzory (4.15) i (4.21) w rozdz.
4):

~RG (x; K; H; p) =
~G (x; K; H; p)

f (x)
oraz ~RGf (x; K; H; p) =

~G (x; K; H; p)
~f (x; K; H; p)

i zauwa·zmy, ·ze w modelach ~RGf mianownik (empiryczny model obliczeniowy funkcji g¾esto-
ści wej́scia systemu f (x)) mo·ze (dla p > 1) przybierác wartósci ujemne (por. np. Rys. 4.1)
powoduj ¾ac zmian¾e znaku na wyj́sciu ca÷ego modelu, a tym samym, znaczne zwi ¾ekszenie
si ¾e jego b÷ ¾edu w stosunku do identy…kowanej nieliniowósci.

5.2.1 Stosowalnóśc regu÷y doboru skali modeli

Jak wykazalísmy w poprzednich rozdzia÷ach, aby zapewníc modelom obliczeniowym zbie-
·znóśc do identy…kowanych nieliniowósci R (x) nale·zy spe÷níc odpowiednie ogólne warunki
podane np. we wzorach (3.37) i (3.89), dotycz ¾ace skal modeli K. Jednak·ze, jak poka-
zuj ¾a wykresy na Rys. 5.12-5.14, w przypadku umiarkowanej liczby pomiarów N < 500,
niedba÷y dobór skal K w modelach obliczeniowych istotnie zwi ¾eksza wartósci ich b÷ ¾edów.

Porównanie wyników badań przeprowadzonych dla modeli obliczeniowych ~RG (zob.
Rys. 5.15 wskazuje na nieznaczne ró·znice pomi¾edzy skalami modeli K, wyznaczanymi za
pomoc ¾a teoretycznych regu÷ (3.56) i (3.58) a optymalnymi (wzgl ¾edem b÷ ¾edu (5.4)) skalami
tych modeli wyznaczonymi numerycznie w trakcie eksperymentów i świadczy o przydat-
nósci tych regu÷ równie·z przy umiarkowanej liczbie pomiarów z zakresu N = 100; : : : ; 500.
Zauwa·zmy jednak, ·ze pewnym ograniczeniem mo·zliwósci zastosowania ich w praktyce
jest wymaganie znajomósci g÷adkósci identy…kowanych nieliniowósci oraz g÷adkósci funk-
cji g¾estósci wej́scia systemu – por. Rys. 5.12).

Wska·zemy teraz przyczyn¾e ró·znic pomi¾edzy tymi skalami, bior ¾ac jako przyk÷ad empi-
ryczny model falkowy R̂G (x; K; p) (korzystaj ¾ac z jego równowa·znósci z badanym modelem
obliczeniowym ~RG). Podstaw ¾a rozwa·zań b ¾edzie poni·zsze oszacowanie b÷ ¾edu MISE modeli
R̂G (x; K; p) (por. wzory (3.30), (3.41) oraz (3.45) w rozdz. 3):

MISE R̂G (x; K; p) 6 2¡2·K ¢ C·
ISB +

2K

N
¢ CIV (5.5)

gdzie · = ° (zob. np. wzór (3.56)) dla nieliniowósci G (x) ci ¾ag÷ych w przedziale [0; 1] oraz
· = % (dla G (x) nieci ¾ag÷ych – zob. wzór (3.58)). Sta÷a C·

ISB zale·zy od g÷adkósci identy…ko-
wanej nieliniowósci R (x) i funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x) oraz przyj ¾etych w modelu
funkcji falkowych (por. np. wzór (3.45)), natomiast CIV jest sta÷ ¾a zale·zn ¾a od w÷asnósci
cz ¾ésci dynamicznej systemu oraz zak÷óceń zewn¾etrznych (zob. odpowiednie oszacowania
w Dodatkach B.1-B.2).

Minimalizuj ¾ac oszacowanie (5.5) wzgl¾edem parametru skali K otrzymujemy teraz, ·ze

~Kopt (N) =

¹
1

2· + 1
log2 2·N + ¢

º
= bKopt (N) + ¢c , gdzie ¢ =

1

2· + 1
log2

C·
ISB

CIV

(5.6)
Zauwa·zmy, ·ze zastosowanie w modelach R̂G (x; K; p) powy·zszego wzoru jako regu÷y do-
boru skali K w miejsce odpowiedniej regu÷y (3.56) (gdy · = °) lub (3.58) (gdy · = %)
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nie zmienia asymptotycznych szybkósci zbie·znósci tych modeli (danych, odpowiednio,
wzorami (3.57) i (3.59)). Tym niemniej, przy skończonej liczbie pomiarów N postác do-
datkowego sk÷adnika ¢ wskazuje, ·ze:

² W sytuacji, gdy sta÷a C·
ISB jest wi ¾eksza ni·z CIV (np. przy niewielkich zak÷óceniach

i w przypadku nieliniowósci nieci ¾ag÷ych typu R1 (x)), ze wzoru (5.6) wynika, ·ze
optymalna skala modeli K mo·ze býc wi¾eksza (poniewa·z

C·
ISB

CIV
> 1 i ¢ > 0) ni·z

wyznaczona przez regu÷ ¾e (3.58) (por. wykres z lewej strony Rys. 5.15).

² Jésli we wzorze (5.5) dominuj ¾ac ¾a sta÷ ¾a jest CIV (np. podczas identy…kacji nielinio-
wósci w systemie Hammersteina lub w obecnósci zak÷óceń zk o du·zej amplitudzie,
czy te·z w przypadku g÷adkich nieliniowósci R4 (x)), to wówczas C·

ISB

CIV
< 1, ¢ < 0 i,

w konsekwencji, optymalna skala K modeli mo·ze býc mniejsza od skali dobranej na
podstawie regu÷y (3.56) (por. wykres z prawej strony Rys. 5.15).

5.2.2 Wp÷yw skali aproksymacji falek na zachowanie modeli
obliczeniowych

W rozdziale 4 wykazalísmy, ·ze warunkiem asymptotycznej równowa·znósci modeli falko-
wych i ich obliczeniowych odpowiedników jest w÷ásciwy dobór skali aproksymacji H (zob.
np. wzory (4.44)-(4.45)).

Wykresy przedstawione na Rys. 5.16 potwierdzaj ¾a wp÷yw skali aproksymacji H na
wielkósci b÷ ¾edów modeli obliczeniowych ~RG (zauwa·zmy tam, ·ze dla H bliskich zeru, wzrost
skali modeli K nie powoduje zmniejszania si ¾e b÷ ¾edu tych modeli – por. np. oszacowania
(4.36) i (4.42)).

Kolejny wykres (zob. Rys. 5.17) wskazuje ponadto, ·ze w modelach ~RG, za b÷ ¾ad
wynikaj ¾acy z zastosowania w nich aproksymacji funkcji falkowych odpowiada g÷ównie
zjawisko akumulacji b÷ ¾edów aproksymacji z poszczególnych skal m = M; : : : ; K ¡ 1
tych modeli (zob. uwaga 3.12 w Dodatku C.4). Na wykresie tym widzimy bowiem, ·ze
dla skal M bliskich K, zastosowanie nawet bardzo „zgrubnych” aproksymacji funkcji
falkowych (przyj ¾ecie ma÷ej skali H = 0; 1; 2) tylko nieznacznie zwi ¾eksza b÷ ¾ad modeli
obliczeniowych ~RG. Wynik ten stanowi przes÷ank¾e za stosowaniem w praktyce modeli
obliczeniowych z÷o·zonych tylko z aproksymacji funkcji skaluj ¾acych (tj. takich w których
zachodzi równóśc M = K).

5.2.3 Porównanie algorytmu falkowego z algorytmem trygono-
metrycznym

Modele oparte na uk÷adzie trygonomerycznym. Warunki eksperymentów. W
trakcie eksperymentów porównawczych przyj ¾elísmy, ·ze funkcja g¾estósci wej́scia systemu
f (x) jest nieznana. St ¾ad do porównania w÷asnósci algorytmów falkowych z algorytmami
opartymi na szeregach trygonometrycznych wybralísmy (wyznaczany wed÷ug algorytmu
ilorazowego z estymacj ¾a funkcji g¾estósci wej́scia systemu) empiryczny model obliczeniowy
~RGf oraz nast ¾epuj ¾acy empiryczny model trygonometryczny otrzymywany wed÷ug algo-
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rytmu podanego m.in. w [44] lub [50])

R̂F (x; L) =

LX
jmj=0

®̂meimx

LX
jmj=0

âmeimx

gdzie

8>>>><>>>>:
®̂m =

NX
k=1

yke¡imxk

âm =
NX

k=1

e¡imxk

(5.7)

Eksperymenty przeprowadzilísmy dla charakterystyk i funkcji g ¾estósci wej́scia systemu
podanych we wzorach (5.2) i (5.3). Parametr L modeli trygonometrycznych R̂F (x; L)
(oznaczanych dalej krótko: R̂F ), podobnie jak skal ¾e K modeli obliczeniowych ~RGf , do-
bieralísmy numerycznie tak, aby dla danej liczby pomiarów N = 5; : : : 500, wyznaczony
model mia÷ najmniejszy b÷ ¾ad (5.4).

Wyniki porównania. Kolejne wykresy na Rys. 5.18-5.21 przedstawiaj ¾a porównanie
wielkósci i szybkósci zmniejszania si ¾e b÷ ¾edów modeli obliczeniowych ~RGf (dla numerów
falkowych p = 1; 2) i modeli trygonometrycznych ~RF ze wzrostem liczby pomiarów N .
Zauwa·zmy, ·ze jakkolwiek ró·znice pomi¾edzy b÷ ¾edami porównywanych modeli dla s ¾a nie-
wielkie, to jednak·ze, w sposób naturalny, modele oparte o falki Haara (p = 1) znacznie
lepiej odtwarzaj ¾a kszta÷ty nieliniowósci w przypadkach gdy s ¾a one nieci ¾ag÷e. Zwracamy
tak·ze uwag¾e na tendencj ¾e do „wyg÷adzania” identy…kowanych nieliniowósci przez modele
trygonometryczne oraz modele obliczeniowe z falkami numerze p = 2 (zob. Rys. 5.19-5.20),
a tak·ze bardzo niekorzystne (z punktu widzenia zachowania „kszta÷tu” identy…kowanej
nieliniowósci) zachowanie si ¾e tych ostatnich w przypadku nieliniowósci nieci ¾ag÷ej R1 (x)
(zob. Rys. 5.18).

Wykresy na Rys. 5.22 przedstawiaj ¾a porównanie wp÷ywu g÷adkósci funkcji g¾estósci
wej́scia systemu f (x) na b÷¾edy modeli obu typów. Zauwa·zmy, ·ze wspóln ¾a cech ¾a modeli
obliczeniowych z numerem falkowym p = 2 i modeli trygonometrycznych s ¾a ich du·ze b÷ ¾edy
dla liczb pomiarów N rz ¾edu 100. Zachowanie to mo·zna wyt÷umaczýc za pomoc ¾a argumen-
tacji analogicznej do przedstawionej w dyskusji na temat wp÷ywu numeru falkowego p na
modele obliczeniowe ~RGf , str. 92).

Podsumowanie

Na podstawie przeprowadzonych eksperymentów numerycznych mo·zna stwierdzíc, ·ze przy
umiarkowanej liczbie pomiarów N :

² Wp÷yw (nawet znacznego – NSR 6 30%) poziomu zak÷óceń zewn¾etrznych zk na
b÷ ¾edy modeli jest praktycznie pomijalny.

² B÷¾edy modeli nie ulegaj ¾a tak·ze istotnemu zwi ¾ekszeniu w przypadku, gdy identy…-
kowana nieliniowóśc jest elementem systemu Hammersteina.

² Modele falkowe s ¾a „wra·zliwe” na po÷o·zenie punktów nieci ¾ag÷ósci w identy…kowa-
nych nieliniowósciach, natomiast mniejszy wp÷yw na ich zachowanie ma sam fakt
obecnósci nieci ¾ag÷ósci w tych nieliniowósciach.
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² Dobór funkcji falkowych w modelach ~RG i ~RR (tj. w przypadku znanej funkcji g¾esto-
ści wej́scia systemu) ma tak·ze niewielki wp÷yw na szybkóśc zmniejszania si ¾e b÷ ¾edów
tych modeli wraz ze wzrostem liczby pomiarów.

Zaobserwowalísmy tak·ze, ·ze:

² Znaczny wp÷yw na zachowanie modeli ma prawid÷owy dobór skali K i stwierdzilísmy
pewn ¾a przydatnóśc „teoretycznych” regu÷ doboru tej skali. Analiza wyników ekspe-
rymentów wskazuje tak·ze na potrzeb ¾e znalezienia precyzyjniejszych regu÷, przydat-
nych zw÷aszcza przy braku informacji wst ¾epnej na temat g÷adkósci nieliniowósci
R (x) i funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x).

² Zachowanie empirycznych modeli obliczeniowych ~RG (x; K; H; p), ~RR (x; K; H; p)
oraz ~RGf (x; K; H; p) dla liczb pomiarów N rz ¾edu kilkuset jest podobne. Natomiast
przy ma÷ych liczbach pomiarów (N < 100) modele ~RGf (x; K; H; p), poza
przypadkiem gdy p = 1, staj ¾a si ¾e nieprzydatne.

² Wp÷yw skali H w aproksymacjach ¹'p (x; H) i ¹Ã
p

(x; H) zastosowanych w modelach
obliczeniowych na jakóśc tych modeli zale·zy g÷ównie od ró·znicy pomi¾edzy ich ska-
lami M i K, i jest najmniejszy gdy skale te s ¾a równe (tj. gdy empiryczne modele
obliczeniowe sk÷adaj ¾a si ¾e tylko z aproksymacji funkcji skaluj ¾acych).

Po porównaniu w÷asnósci modeli otrzymywanych wed÷ug algorytmu falkowego i algo-
rytmu trygonometrycznego nale·zy stwierdzíc, ·ze w zakresie liczb pomiarów N < 500:

² Oba typy modeli s ¾a porównywalne z punktu widzenia wielkósci i szybkósci zmniej-
szania si ¾e ich b÷ ¾edów ze wzrostem liczby pomiarów N , tak dla ci ¾ag÷ych jak i nie-
ci ¾ag÷ych nieliniowósci R (x).

² Przewaga modeli falkowych ma miejsce jedynie w przypadku modeli z funkcjami
Haara, które pozwalaj ¾a (ze swej natury), wierniej ni·z modele trygonometryczne,
odtwarzác nieliniowósci nieci ¾ag÷e.



ROZDZIA× 5. BADANIA NUMERYCZNE FALKOWYCH ALGORYTMÓW. . . 97

Rezultaty badań numerycznych – wykresy
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Rys. 5.3 W systemach statycznych wyj́scie zak÷ócane jest skorelowanym szumem zk (na rysunku
NSR = 10%)
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Rys. 5.4 Obecnóśc w systemach Hammersteina dodatkowych zak÷óceń »k pochodz ¾acych od
systemu znacznie pogarsza warunki identy…kacji (NSR = 10%)
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Rys. 5.5 Wp÷yw poziomu zak÷óceń pomiarowych zk i typu systemu na b÷ ¾edy empirycznych
modeli obliczeniowych ~RGf (p = 1; 3; 6) (nieliniowóśc nieci ¾ag÷a R1 (x), g÷adka funkcja g¾estósci
wej́scia systemu f1 (x))
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Rys. 5.6 Wp÷yw poziomu zak÷óceń pomiarowych zk i typu systemu na b÷ ¾edy empirycznych
modeli obliczeniowych ~RGf (p = 1; 3; 6) (nieliniowóśc g÷adka R4 (x), g÷adka funkcja g¾estósci
wej́scia systemu f1 (x))
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Rys. 5.7 Porównanie b÷ ¾edów modeli obliczeniowych ~RG dla systemu statycznego (z lewej) i
systemu Hammersteina (g÷adka funkcja g¾estósci wej́scia systemu f1 (x), NSR = 25%)
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Rys. 5.8 Wp÷yw g÷adkósci funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x) na b÷¾edy modeli obliczeniowych
~RG i ~RR (nieliniowóśc g÷adka R4 (x), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.9 Wp÷yw przyj ¾etych funkcji falkowych na b÷¾edy modelu obliczeniowego ~RG dla systemu
statycznego (z lewej) i systemu Hammersteina (nieliniowóśc g÷adka R4 (x), g÷adka funkcja g¾esto-
ści wej́scia systemu f1 (x), NSR = 25%)
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Rys. 5.10 Zale·znóśc b÷ ¾edu modeli ~RG i ~RR od przyj ¾etych w nich funkcji falkowych (nieliniowóśc
g÷adka R4 (x), g÷adka funkcja g¾estósci wej́scia systemu f (x), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.11 Zale·znóśc b÷ ¾edów modeli ~RG i ~RGf od przyj ¾etych w nich funkcji falkowych (nieli-
niowóśc nieci ¾ag÷a R1 (x), g÷adka funkcja g¾estósci wej́scia systemu f1 (x), system Hammersteina,
NSR = 25%)
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Rys. 5.12 Zale·znóśc b÷ ¾edu modeli obliczeniowych ~RG od ich skali K i liczby pomiarów N (od
góry: nieliniowóśc nieci ¾ag÷a R1 (x) i nieci ¾ag÷a funkcja g¾estósci systemu f3 (x), nast ¾epnie R4 (x)
i f3 (x) oraz R4 (x) i f1 (x); system Hammersteina, NSR = 25%). Porównanie potwierdza, ·ze
w÷asnósci modeli ~RG zale·z ¾a od g÷adkósci R (x) oraz f (x)
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Rys. 5.13 Zale·znóśc b÷ ¾edu modeli obliczeniowych ~RR od ich skali K i liczby pomiarów N (od
góry: nieliniowóśc nieci ¾ag÷a R1 (x) i g÷adka funkcja g¾estósci systemu f1 (x), nast ¾epnie g÷adka
R4 (x) i nieci ¾ag÷a f3 (x), na dole R4 (x) i f1 (x); system Hammersteina, NSR = 25%). Porównanie
potwierdza, ·ze w÷asnósci modeli ~RR zale·z ¾a jedynie od g÷adkósci nieliniowósci R (x) (por. rysunek
5.12 na poprzedniej stronie)
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Rys. 5.14 Zale·znóśc b÷ ¾edu modeli obliczeniowych ~RGf od ich skali K i liczby pomiarów N
dla p = 1; 2; 6, (nieliniowóśc nieci ¾ag÷a R1 (x), g÷adka funkcja g¾estósci wej́scia systemu f1 (x),
system Hammersteina, NSR = 25%). Zauwa·zmy, ·ze poza przypadkiem gdy p = 1 (wykres górny)
zwi ¾ekszenie skali K modelu nawet o 1 mo·ze spowodowác „lawinowy” wzrost b÷ ¾edu modelu (por.
dyskusja w teḱscie)
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Rys. 5.15 Ró·znice pomi¾edzy skalami K modeli wyznaczanymi za pomoc ¾a regu÷ doboru skali
(3:56) i (3:58) a optymalnymi skalami obliczonymi numerycznie. Lewy wykres odnosi si ¾e do
nieliniowósci nieci ¾ag÷ej R1 (x), prawy do g÷adkiej R4 (x) (model ~RG z funkcjami falkowymi o
numerze p = 1, g÷adka funkcja g¾estósci wej́scia systemu f1 (x), system Hammersteina, NSR =
25%)
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Rys. 5.16 Zale·znóśc b÷ ¾edu modeli obliczeniowych ~RG od skali aproksymacji H (z lewej nieli-
niowóśc nieci ¾ag÷a R1 (x), z prawej g÷adka R4 (x), g÷adka funkcja g¾estósci wej́scia systemu f1 (x),
system statyczny, N = 5000, NSR = 0%, p = 2)
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Rys. 5.17 Zale·znóśc b÷ ¾edu modeli obliczeniowych ~RG od skali aproksymacji H oraz ro·znicy
pomi ¾edzy skalami M i K w modelu (nieliniowóśc g÷adka R4 (x), g÷adka funkcja g¾estósci wej́scia
systemu f1 (x), system statyczny, N = 5000, NSR = 0%, p = 2)
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Rys. 5.18 Porównanie modeli falkowych ~RGf z modelami R̂F opartymi o szeregi trygonome-
tryczne. Z lewej od góry modele ~RGf z p = 1 i p = 2 (nieliniowóśc nieci ¾ag÷a R1 (x), g÷adka
funkcja g¾estósci wej́scia systemu f1 (x), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.19 Porównanie modeli falkowych ~RGf z modelami R̂F opartymi o szeregi trygonome-
tryczne. Z lewej od góry modele ~RGf z p = 1 i p = 2 (nieliniowóśc nieci ¾ag÷a R2 (x) typu kwan-
tyzator, g÷adka funkcja g¾estósci wej́scia systemu f1 (x), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.20 Porównanie modeli falkowych ~RGf z modelami R̂F opartymi o szeregi trygonome-
tryczne. Z lewej od góry modele ~RGf z p = 1 i p = 2 (nieliniowóśc nieci ¾ag÷a R3 (x) typu przeka-
źnikowego, g÷adka funkcja g¾estósci wej́scia systemu f1 (x), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.21 Porównanie modeli falkowych ~RGf z modelami R̂F opartymi o szeregi trygonome-
tryczne. Z lewej od góry modele ~RGf z p = 1 i p = 2 (nieliniowóśc g÷adka R4 (x), g÷adka funkcja
g¾estósci wej́scia systemu f1 (x), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.22 Wp÷yw g÷adkósci g ¾estósci wej́scia systemu f² (x) na b÷ ¾edy modeli falkowych ~RGf i
modelu trygonometrycznego R̂F . Od góry modele ~RGf dla p = 1 i p = 2 oraz model R̂F . Wykresy
z lewej strony dotycz ¾a nieliniowósci nieci ¾ag÷ej R1 (x), z prawej – g÷adkiej R4 (x) (g÷adka funkcja
g¾estósci wej́scia systemu f (x), system Hammersteina, NSR = 25%)



Zakończenie

W pracy zaproponowano i zbadano falkowe algorytmy identy…kacji nieliniowych charakte-
rystyk elementów statycznych b ¾ed ¾acych cz¾ésci ¾a sk÷adow ¾a z÷o·zonych systemów dynamicz-
nych o strukturze blokowej (rozdz. 2). Charakterystyki identy…kuje si ¾e w skończonym
przedziale S, w oparciu o zbiór pomiarów f(xk; yk)gN

k=1 wej́scia i wyj́scia ca÷ego systemu
i przy niewielkiej informacji wst ¾epnej dotycz ¾acej zarówno samej charakterystyki jak i po-
zosta÷ych elementów systemu. Przyj ¾eto, ·ze identy…kacja (eksperyment pomiarowy) ma
przebiegác w trakcie normalnej pracy systemu oraz w warunkach losowych, tj. przy loso-
wym wej́sciu xk systemu i losowych zak÷óceniach zk oddzia÷ywuj ¾acych na jego wyj́scie.

Ze wzgl ¾edu na z÷o·zon ¾a struktur¾e systemu (zawieraj ¾acego element statyczny z identy-
…kowan ¾a charakterystyk ¾a nieliniow ¾a) oraz z powodu przyj ¾etych ograniczeń pomiarowych
(mo·zliwóśc pomiaru jedynie wej́scia i wyj́scia ca÷ego systemu), obiektem identy…kacji jest
nieliniowóśc stanowi ¾aca w ogólnósci przesuni ¾et ¾a i przeskalowan ¾a wersj ¾e oryginalnej cha-
rakterystyki nieliniowej systemu (por. rozdz. 2).

Wyniki otrzymane w pracy 1

Falkowe algorytmy identy…kacji

Opieraj ¾ac si ¾e na idei wykorzystania rozwini ¾éc ortogonalnych w identy…kacji charaktery-
styk nieliniowych systemów (przedstawionej pierwotnie w pracy [43]), zaproponowano trzy
typy falkowych algorytmów identy…kacji nieliniowósci R (x): dwa dla przypadku znanej
funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x) i trzeci dla g¾estósci nieznanej. Zaproponowane al-
gorytmy wykorzystuj ¾a falki ortogonalne Daubechies o zwartym nósniku. Asymptotyczne
w÷asnósci (warunki i szybkóśc zbie·znósci) empirycznych modeli falkowych otrzymywanych
za pomoc ¾a tych algorytmów zbadano w zale·znósci od nast ¾epuj ¾acych czynników:

² g÷adkósci identy…kowanej nieliniowósci R (x),

² g÷adkósci funkcji g¾estósci wej́scia systemu f (x),

² zastosowanej rodziny funkcji falkowych Daubechies (numeru falkowego p),

² rodzaju zak÷óceń (bia÷ych lub skorelowanych), oraz

² typu systemu (z klasy rozwa·zanych w pracy systemów o strukturze blokowej).

1Cz¾éśc przedstawionych w pracy wyników zosta÷a opublikowana w formie referatów, na konferencjach
naukowych (zob. [72]-[73], [135]-[142]).

108
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Algorytm ilorazowy. Pokazalísmy, ·ze empiryczne modele falkowe R̂G (x; K; p) otrzy-
mywane wed÷ug algorytmu ilorazowego zbiegaj ¾a punktowo (́sredniokwadratowo i wed÷ug
prawdopodobieństwa) do dowolnych, ograniczonych nieliniowósci R (x) w ka·zdym punk-
cie przedzia÷u S = [a; b], w którym te nieliniowósci s ¾a ci ¾ag÷e, a funkcje g¾estósci wej́scia
systemu f (x) s ¾a ci ¾ag÷e i dodatnie. Ponadto wykazalísmy, ·ze w sensie ca÷kowego b÷ ¾edu
średniokwadratowego modele te zbiegaj ¾a do dowolnych nieliniowósci R (x), ograniczonych
w przedziale S, przy dowolnych, ograniczonych i dodatnich w tym przedziale, funkcjach
g¾estósci wej́scia systemu f (x). Stwierdzilísmy równie·z, ·ze:

² Szybkóśc zbie·znósci empirycznych modeli falkowych R̂G (x; K; p) zale·zy od g÷adkósci
identy…kowanej nieliniowósci R (x), funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x) oraz od
zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru p).

² Jésli identy…kowana nieliniowóśc R (x) i funkcja g¾estósci wej́scia systemu f (x) s ¾a ci-
¾ag÷e, to modele R̂G (x; K; p) mog ¾a zbiegác do nieliniowósci R (x) średniokwadratowo
(punktowo i globalnie) z asymptotycznie optymaln ¾a szybkósci ¾a zbie·znósci.

² Jésli R (x) i (lub) f (x) s ¾a nieci ¾ag÷e (ze skończon ¾a liczb ¾a nieci ¾ag÷ósci typu skok),
to empiryczne modele falkowe R̂G (x; K; p), w wi ¾ekszósci praktycznych przypadków,
zbiegaj ¾a do nieliniowósci R (x) z szybkósci ¾a O

¡
N¡1=2

¢
w sensie ca÷kowego b÷ ¾edu

średniokwadratowego.

Algorytm bezpósredni. Badaj ¾ac w÷asnósci empirycznych modeli falkowych
R̂R (x; K; p) wyznaczanych wed÷ug tego algorytmu wykazalísmy ich przewag¾e w stosunku
do modeli R̂G (x; K; p) polegaj ¾ac ¾a na tym, ·ze ani fakt zbie·znósci modeli R̂R (x; K; p)
do nieliniowósci R (x), ani jej szybkóśc nie zale·z ¾a od g÷adkósci funkcji g ¾estósci wej́scia
systemu f (x). W szczególnósci w÷asnóśc ta pozwala modelom R̂R (x; K; p) zbiegác
do ci ¾ag÷ych nieliniowósci R (x) z asymptotycznie optymaln ¾a szybkósci ¾a zbie·znósci
średniokwadratowej nawet w przypadku nieci ¾ag÷ych f (x).

Algorytm ilorazowy z estymacj ¾a funkcji g ¾estósci wej́scia systemu. W tym przy-
padku (tj. przy nieznanej funkcji g ¾estósci wej́scia systemu f (x)) pokazalísmy, ·ze empi-
ryczne modele falkowe R̂Gf (x; K; p) zbiegaj ¾a (wed÷ug prawdopodobieństwa) do dowol-
nych, ograniczonych nieliniowósci R (x) w ka·zdym punkcie przedzia÷u S = [a; b], w którym
nieliniowóśc R (x) jest ci ¾ag÷a a funkcja g¾estósci wej́scia systemu f (x) jest ci ¾ag÷a i dodatnia.
Ponadto wykazalísmy, ·ze szybkóśc zbie·znósci punktowej tych modeli wed÷ug prawdopo-
dobieństwa jest równa szybkósci zbie·znósci w tym sensie empirycznych modeli falkowych
R̂G (x; K; p) otrzymywanych wed÷ug algorytmu ilorazowego (a zatem przy znanej f (x)).

Niezale·znóśc od struktury i skorelowania zak÷óceń. Dla wszystkich trzech ty-
pów algorytmów pokazalísmy tak·ze, ·ze zbie·znóśc i szybkósci zbie·znósci do nieliniowósci
R (x) wyznaczanych przez nie empirycznych modeli falkowych nie zale·z ¾a od nast¾epuj ¾acych
czynników (por. [56], [108]):

² struktury i dynamiki rozpatrywanych w pracy systemów nieliniowych, oraz

² od skorelowania zak÷óceń zewn¾etrznych zk.
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Falkowe algorytmy obliczeniowe identy…kacji

Stwierdzilísmy, ·ze ze wzgl ¾edu na specy…k¾e funkcji falkowych Daubechies, wynikaj ¾ac ¾a z
braku jawnej postaci wzorów tych funkcji dla numerów falkowych p > 2, oraz z powodu
przyj ¾etych warunków identy…kacji (losowe wej́scie systemu xk), bezpósrednie zastosowanie
badanych w pracy falkowych algorytmów identy…kacji (i odpowiadaj ¾acych im empirycz-
nych modeli falkowych) jest niemo·zliwe i zaproponowalísmy sprawne i proste w realizacji
obliczeniowe odpowiedniki tych algorytmów oparte o schodkowe aproksymacje oryginal-
nych funkcji falkowych.

Na przyk÷adzie obliczeniowej wersji algorytmu ilorazowego pokazalísmy, ·ze przy ÷a-
twych do spe÷nienia warunkach (dotycz ¾acych skali aproksymacji H), zachodzi asympto-
tyczna równowa·znóśc pomi¾edzy wyznaczanymi wed÷ug tych algorytmów empirycznymi
modelami obliczeniowymi ~RG (x; K; H; p), a ich falkowymi pierwowzorami R̂G (x; K; p) z
„dok÷adnymi” funkcjami falkowymi.

Szybkie algorytmy obliczeniowe. Zaproponowalísmy tak·ze szybki algorytmy obli-
czeniowy wyznaczaj ¾acy empiryczne modele obliczeniowe. Na przyk÷adzie szybkiego algo-
rytmu ilorazowego pokazalísmy, ·ze jego z÷o·zonóśc numeryczna jest rz ¾edu O (N), a zatem
rósnie jedynie liniowo ze wzrostem liczby pomiarów N (zob. [142] i por. [139]). Zaprezen-
towalísmy tak·ze procedury komputerowe realizuj ¾ace ten algorytm.

Badania numeryczne. Przeprowadzilísmy tak·ze badania numeryczne empirycznych
modeli obliczeniowych w celu zbadania ich w÷asnósci dla umiarkowanej liczby pomiarów
N i ma÷ych („praktycznych”) skal K i H. Stwierdzilísmy, ·ze:

² Wp÷yw poziomu zak÷óceń i dynamiki systemu na zachowanie modeli jest niewielki.

² Dobór funkcji falkowych w modelach obliczeniowych ~RG (x; K; H; p) i ~RR (x; K; H; p)
nie wp÷ywa istotnie na wielkóśc i szybkóśc zmniejszania si ¾e b÷ ¾edów tych modeli.

² W przypadku nieznanej g ¾estósci wej́scia systemu f (x), praktyczne znaczenie (w
badanym zakresie liczb pomiarów N) maj ¾a jedynie modele ~RGf (x; K; H; p) oparte
o funkcje falkowe Haara.

² Wielkóśc i szybkóśc zmniejszania si ¾e b÷ ¾edów modeli zale·z ¾a g÷ównie od po÷o·zenia
punktów nieci ¾ag÷ósci w identy…kowanych nieliniowósciach, natomiast w mniejszym
stopniu od samego faktu istnienia tych nieci ¾ag÷ósci.

² Bardzo istotne znaczenie na jakóśc modeli ma odpowiedni dobór ich skali K. Re-
gu÷y doboru tej skali wynikaj ¾ace z rozwa·zań teoretycznych mog ¾a býc stosowane
w zakresie umiarkowanych liczb pomiarów, wymagaj ¾a jednak znajomósci g÷adkósci
identy…kowanej nieliniowósci.

² Wp÷yw skali H, w stosowanych w modelach obliczeniowych aproksymacjach
¹'p (x; H) i ¹Ã

p
(x; H), na zachowanie tych modeli zale·zy od przyj ¾etych w modelach

wartósci skal M i K, i jest najmniejszy, gdy skale te s ¾a równe.

Porównuj ¾ac numerycznie algorytmy falkowe z algorytmami trygonometrycznymi, za-
obserwowalísmy podobne zachowanie modeli wyznaczanych przez oba typy algorytmów.
Lepsze w÷asnósci modeli falkowych zanotowalísmy jedynie dla modeli opartych o falki
Haara w przypadku nieci ¾ag÷ych nieliniowósci R (x).
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Dlaczego falki?

Uwzgl ¾edniaj ¾ac wymienione wy·zej rezultaty mo·zna stwierdzíc, ·ze za zastosowaniem do
identy…kacji charakterystyk nieliniowych systemów algorytmów opartych o funkcje fal-
kowe Daubechies przemawiaj ¾a w szczególnósci ich nast ¾epujace cechy:

1. Korzystne w÷asnósci teoretyczne. Modele falkowe mog ¾a osi ¾agác asymptotycznie
optymalne szybkósci zbie·znósci średniokwadratowej dla ci ¾ag÷ych nieliniowósci R (x),
a wi ¾ec s ¾a nie gorsze od klasycznych modeli „ortogonalnych” (por. wzory (3.53),
(3.57), (3.83), (3.91) w rozdz. 3 i zob. np. [43]-[44], [46], [50], [54]-[56], [86] i [107]),
a ponadto charakteryzuj ¾a si ¾e „dobr ¾a” gwarantowan ¾a szybkósci ¾a ca÷kowej zbie·znósci
średniokwadratowej do nieliniowósci nieci ¾ag÷ych, odcinkami g÷adkich (por. wzory
(3.59) i (3.94)).

2. Mo·zliwóśc „dopasowania” funkcji falkowych do identy…kowanej nielinio-
wósci. Zale·znóśc w÷asnósci modeli falkowych od numeru falkowego p pozwala dobrác
odpowiedni model do g÷adkósci identy…kowanej charakterystyki, a tym samym efek-
tywnie wykorzystác ewentualn ¾a informacj ¾e aprioryczn ¾a na jej temat (por. np. wzory
(3.57) i (3.59), (3.91) i (3.94) oraz (3.110) oraz dyskusj ¾e na temat doboru numeru
falkowego w rozdz. 3 na str. 45).

3. Prostota algorytmów. Zaproponowane falkowe algorytmy obliczeniowe identy…-
kacji umo·zliwiaj ¾a omini ¾ecie w praktyce trudnósci zwi ¾azanych z brakiem jawnych
postaci funkcji falkowych Daubechies dla p > 2 i daj ¾a mo·zliwóśc ÷atwego wykorzy-
stania standardowych algorytmów obliczania wartósci falek opracowanych w litera-
turze (por. rozdz. 4). Prostota algorytmów falkowych wynika tak·ze z wykorzystania
w nich tylko podstawowych operacji arytmetycznych (typu +; ¡; ¢; =), podobnie jak
w przypadku innych algorytmów „ortogonalnych” (zob. np. [44]-[45]).

4. Asymptotyczna równowa·znóśc algorytmów obliczeniowych i „teoretycz-
nych”. Dzi ¾eki tej równowa·znósci „praktyczne” falkowe algorytmy obliczeniowe cha-
rakteryzuj ¾a si ¾e korzystnymi w÷asnósciami ich teoretycznych odpowiedników (pod
warunkiem odpowiedniego doboru skali aproksymacji H – por. wzory (4.44)-(4.45)
w rozdz. 4).

5. Szybkie algorytmy obliczeniowe. Algorytmy te pozwalaj ¾a wyznaczác empi-
ryczne modele obliczeniowe ze z÷o·zonósci ¾a numeryczn ¾a rz¾edu O (N), a wi ¾ec s ¾a obli-
czeniowo oszcz¾edniejsze od innych algorytmów „ortogonalnych”, które charaktery-
zuj ¾a si ¾e z÷o·zonósci ¾a obliczeniow ¾a rz¾edu co najmniej O (N log2 N) (zob. np. [57]).

Nale·zy równie·z wspomniéc o w÷asnósciach algorytmów falkowych identy…kacji wspól-
nych z innymi algorytmami „ortogonalnymi” (por. np. [56]):

1. Zbie·znóśc otrzymywanych modeli falkowych do szerokiej klasy charakte-
rystyk. Daje to mo·zliwóśc efektywnego wykorzystania falkowych algorytmów iden-
ty…kacji przy niewielkiej informacji apriorycznej o identy…kowanych charakterysty-
kach, a zatem gwarantuje szeroki zakres mo·zliwych zastosowań tych algorytmów.

2. Jednolita postác ogólna algorytmów falkowych. Algorytmy falkowe identy-
…kacji zachowuj ¾a t ¾e sam ¾a postác ogóln ¾a zarówno dla systemów statycznych jak i
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dynamicznych (z omawianej klasy systemów), a tak·ze dla bia÷ych i skorelowanych
zak÷óceń zewn¾etrznych zk.

3. „Kompresja” danych pomiarowych. Korzystanie z gotowych modeli falkowych
wymaga pami¾etania tylko wartósci ich wspó÷czynników, a wi ¾ec uwalnia od potrzeby
przechowywania, zwykle o wiele wi¾ekszego (por. np. wzory (4.46) i (3.56), (3.58)),
zbioru pomiarów f(xk; yk)gN

k=1.

Uzyskane wyniki stanowi ¾a zatem podstaw¾e do sformu÷owania nast ¾epuj ¾acej tezy:

Falkowe algorytmy identy…kacji s ¾a narz ¾edziem umo·zliwiaj ¾acym efektywn ¾a, za-
równo w sensie szybkósci zbie·znósci jak i pod wzgl ¾edem prostoty algorytmów
obliczeniowych, identy…kacj ¾e charakterystyk nieliniowych systemów w warun-
kach probabilistycznych, przy niewielkiej informacji wst ¾epnej na temat w÷asno-
ści tych charakterystyk.

Otwarte problemy badawcze

Przeprowadzone badania wskazuj ¾a na nast¾epuj ¾ace otwarte zagadnienia, dotycz ¾ace falko-
wych algorytmów identy…kacji:

² Falkowa identy…kacja systemów o wielu wej́sciach i wyj́sciach.

² Analiza i opracowanie szybkich algorytmów obliczeniowych do falkowej identy…ka-
cji systemów metod ¾a najmniejszych kwadratów. Dotychczasowe badania pokaza÷y,
·ze w przypadku zastosowania w algorytmach falek o numerach p > 1 metoda ta
prowadzi do skomplikowanych problemów analitycznych i obliczeniowych, których
przyczyn ¾a jest losowóśc wej́scia systemu (dla deterministycznego wej́scia, metod¾e
najmniejszych kwadratów zastosowano w pracy [113] dla dowolnych szeregów orto-
gonalnych). Proste i efektywne algorytmy identy…kacji oparte o metod¾e najmniej-
szych kwadratów uzyskano dotychczas jedynie dla falek Haara (p = 1), zob. [137]).

² Detekcja punktów nieci ¾ag÷ósci w charakterystykach nieliniowych systemów dyna-
micznych.

² Utworzenie pakietów oprogramowania do falkowej identy…kacji systemów nielinio-
wych oraz do badań numerycznych falkowych algorytmów identy…kacji; udost¾ep-
nienie ich w sieci Internet w celu umo·zliwienia prowadzenia badań porównawczych
(ang. reproducible research; zob. [21]).

Progowanie. Jak zauwa·zono w pracy [109], dalszym istotnym zagadnieniem jest tak·ze
opracowanie falkowych algorytmów identy…kacji systemów opartych na (zaproponowanej
w pracy [31]) idei odrzucania z empirycznych modeli falkowych „nieistotnych”, tj. mniej-
szych od zadanej wartósci progu, wspó÷czynników ^̄p

ml. Jak pokazano m.in. w pracach
[14]-[15] i [30]-[35], algorytmy takie prowadz ¾a do mniejszych (oszcz¾edniejszych) modeli
falkowych dla szerokiej klasy charakterystyk nieliniowych (zarówno ci ¾ag÷ych jak i nieci-
¾ag÷ych – odcinkami g÷adkich). Odpowiednia klasa empirycznych modeli falkowych otrzy-
mywanych wed÷ug opartych na takiej idei algorytmów identy…kacji przyjmuje nast ¾epuj ¾ac ¾a
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ogóln ¾a postác (por. np. wzór (3.105) na str. 62 i zob. [109])

R̂T (x; K; p) =

nmax(M;p)P
n=nmin(M;p)

®̂p
Mn'p

Mn (x) +
K¡1P

m=M

lmax(m;p)P
l=lmin(m;p)

£²(^̄p

ml; ¿) ¢ Ãp
ml (x)

nmax(M;p)P
n=nmin(M;p)

âp
Mn'p

Mn (x) +
K¡1P

m=M

lmax(m;p)P
l=lmin(m;p)

£²(b̂p
ml; ¿ ) ¢ Ãp

ml (x)

gdzie £² (¢; ¿) jest wybran ¾a funkcj ¾a proguj ¾ac ¾a (ang. threshold function). Najcz¾ésciej sto-
sowanymi s ¾a funkcje postaci (por. np. [13])

£H(^̄p

ml; ¿ ) =

8<: 0
^̄p

ml

gdy

¯̄̄
^̄p

ml

¯̄̄
< ¿¯̄̄

^̄p

ml

¯̄̄
> ¿

£S(^̄p

ml; ¿ ) =

8<: 0
^̄p

ml ¡ sgn
n

^̄p

ml

o
¢ ¿

gdy

¯̄̄
^̄p

ml

¯̄̄
¡ ¿ < 0¯̄̄

^̄p

ml

¯̄̄
¡ ¿ > 0

(gdzie ¿ > 0 jest odpowiednio wyznaczon ¾a wartósci ¾a progow ¾a) stanowi ¾ace podstaw¾e tzw.
algorytmów twardego i mi ¾ekkiego progowania (ang. hard i soft thresholding). Proponowane
w cytowanych pracach algorytmy dotycz ¾a jednak·ze, z punktu widzenia zadania identy-
…kacji, wy÷ ¾acznie systemów statycznych z deterministycznym wej́sciem, zak÷ócanych do-
datkowo bia÷ym szumem o rozk÷adzie normalnym. Analiz ¾e w÷asnósci takich algorytmów
dla zak÷óceń innych ni·z normalne i bia÷e, zawiera praca [79] opublikowana dopiero w mi-
nionym roku, a ich zastosowanie dla systemów dynamicznych znaleziono jedynie w pracy
[150] (przyk÷ady zastosowania algorytmów z progowaniem do detekcji kraw¾edzi i eliminacji
zak÷óceń w sygna÷ach znajduj ¾a si ¾e m.in. w pracach [17], [85] i [121]).

Alternatywn ¾a propozycj ¾e eliminacji wspó÷czynników empirycznych ^̄p

ml w oparciu o
testy istotnósci statystycznej (por. np. [35]) dla losowych wej́śc i bia÷ych zak÷óceń o do-
wolnym rozk÷adzie w odniesieniu do systemów statycznych przedstawi÷ autor w pracach
[136] i [138].

Na zakończenie zwracamy uwag¾e na nast¾epuj ¾ace istotne zagadnienia zwi ¾azane z al-
gorytmami identy…kacji systemów za pomoc ¾a falek, których nie poruszono w niniejszej
pracy:

² Zbadanie w÷asnósci algorytmów identy…kacji systemów opartych o rodzin¾e ortogo-
nalnych falek wielokrotnych (ang. multiwavelets) [22], [34], [132]-[133].

² Rekurencyjne falkowe algorytmy identy…kacji systemów (identy…kuj ¾ace nieliniowóśc
R (x) na podstawie nap÷ywaj ¾acych nowych pomiarów (por. np. [53] i [141])).

² Falkowa identy…kacja elementów nieliniowych w systemach Wienera (w których,
odwrotnie ni·z w systemach Hammersteina, nieliniowy element statyczny znajduje
si ¾e za liniowym systemem dynamicznym) – zob. np. [47], gdzie zaproponowano i
zbadano algorytmy identy…kacji oparte o szeregi Fouriera, Hermite’a i Legendre’a
oraz [71], gdzie zaprezentowano odpowiedni algorytm falkowy.

S ¾a to tak·ze zagadnienia wymagaj ¾ace dalszych badań.



Dodatek A

Uzupe÷nienia do rozdzia÷u 1

A.1 Funkcje bxc i dxe
De…nicja 1.2 Funkcje bxc i dxe, nazywane pod÷oga i su…t (lub te·z, odpowiednio, dolna
i górna ca÷óśc z x) zde…niowane s ¾a nast ¾epuj ¾aco (zob. [42, str. 87]):

pod÷oga : bxc = najwi ¾eksza liczba ca÷kowita mniejsza lub równa x

su…t : dxe = najmniejsza liczba ca÷kowita wi ¾eksza lub równa x

W÷asnósci funkcji bxc i dxe. Dla ka·zdej liczby rzeczywistej x zachodz ¾a nast¾epuj ¾ace
zwi ¾azki

x + 1 > dxe > x > bxc > x ¡ 1 (A.1)

a zatem
1 > dxe ¡ x > 0 oraz 1 > x ¡ bxc > 0 (A.2)

Dla x nieca÷kowitych prawdziwe s ¾a ponadto równósci

dxe ¡ 1 = bxc (czyli równowa·znie dxe = bxc + 1) (A.3)

Natomiast dla ka·zdej ca÷kowitej liczby n mamy

dne = n = bnc (A.4)

i dla dowolnego x

dx + ne = dxe + n oraz bx + nc = bxc + n (A.5)

Uwaga 1.11 Funkcja pod÷oga jest równa funkcji entier (oznaczanej zwykle symbolem
[x]).

A.2 Siatka binarna BH

De…nicja 1.3 Zbiór BH (siatka binarna) jest zbiorem punktów, których cz ¾éśc u÷amkowa
mo·ze býc przedstawiona w postaci skónczonego rozwini ¾ecia binarnego (dwójkowego) o h 6
H wyrazach, h = 0; 1; : : : ; H < 1; np. punkty

©
1
2
; 1; 3

2
; 2; 2n¡1

2
; n; : : :

ª
; n > 2, nale·z ¾a do

zbioru B1. Ogólnie, punkty o postaci n
2H , n 2 Z, nale·z ¾a do zbioru BH.
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A.3 Algorytm wyznaczania wartósci funkcji falko-
wych

Przedstawiony opis opiera si ¾e na artykule [131].

Algorytm wykorzystuje znajomóśc wartósci funkcji falkowych dla argumentów ca÷kowi-
tych (x = 0; 1; : : : ; 2p ¡ 2), która pozwala, w oparciu o wzór (1.14) w rozdz. 1 (w odnie-
sieniu do funkcji skaluj ¾acej 'p (x)) wyznaczýc jej wartósci w punktach x = 1

2
; 3

2
; : : : ; 4p¡1

2
.

Sukcesywne stosowanie wzoru w (1.14) pozwala zatem obliczýc wartósci funkcji 'p dla
dowolnych argumentów b; b + 1; : : : ; b + 2p ¡ 2, b 2 (0; 1), le·z ¾acych na siatce binarnej BH ;
H > 1.

Oznaczmy przez 'p (b) wektor o rozmiarze (2p ¡ 1) z÷o·zony z wartósci funkcji skaluj ¾acej
'p (b) w punktach b; b + 1; : : : ; b + (2p ¡ 2)

'p (b) =
£

'p (b) 'p (b + 1) : : : 'p (b + 2p ¡ 2)
¤T

W pracy [131, str. 296] zaproponowano nast ¾epuj ¾acy algorytm jednoczesnego wyznaczania
wartósci elementów wektora 'p (b) (wartósci funkcji skaluj ¾acej 'p w punktach b; b+1; : : : ;
b + (2p ¡ 2)):

'p (b) =
HY

h=1

[(1 ¡ bh) A + bhB] 'p (0) (A.6)

gdzie bh 2 f0; 1g s ¾a kolejnymi wyrazami rozwini ¾ecia binarnego argumentu b, a A i B s ¾a
macierzami kwadratowymi o rozmiarze (2p ¡ 1) £ (2p ¡ 1), zde…niowanymi za pomoc ¾a
wspó÷czynników Daubechies fctg (zob. Tabele C.1-C.2 w Dodatku C.5, str. 137):

A = [aij] = c2i¡j

B = [bij ] = c2i¡j+1
; i; j = 0; 1; : : : ; 2p ¡ 2

Przyk÷ad 1.1 Dla falek Daubechies o numerze p = 2 macierze A i B maja postacie

A =

24 c0 0 0
c2 c1 c0

0 c3 c2

35 ; B =

24 c1 c0 0
c3 c2 c1

0 0 c3

35 ; '2 (0) =

24 0

1 +
p

3

1 ¡ p
3

35
Niech b = 0:312510

¡
= 5

24 2 B4

¢
, wówczas b = 0:01012, a st ¾ad

'2 (0:3125) =

24 ' (0:3125)
' (1:3125)
' (2:3125)

35 = '2 (0:0101) = ABAB'2 (0) =

264 43+25
p

3
256

9+7
p

3
128

67¡39
p

3
256

375



Dodatek B

Uzupe÷nienia do rozdzia÷u 3

B.1 Oszacowanie wariancji wspó÷czynników empi-
rycznych ®̂p

Mn i ^̄p

ml modeli Ĝ (x; K; p)

Wspó÷czynniki empiryczne ®̂p
Mn i ^̄p

ml w algorytmie ilorazowym w rozdz. 3 na str. 28 (zob.
wzór (3.7)), mo·zna, po uwzgl ¾ednieniu równania wyj́scia identy…kowanego systemu (por.
wzory (2.1) i (2.5) w rozdz. 2):

yk = R (xk) + »k + zk gdzie »k =
1X

i=1

¸i³ (xk¡i) i zk =
1X

i=0

!i"k¡i

zapisác w nast ¾epuj ¾acej formie

®̂p
Mn =

1

N

NX
k=1

'p
Mn (xk) [R (xk) + »k + zk]

^̄p

ml =
1

N

NX
k=1

Ãp
ml (xk) [R (xk) + »k + zk] (B.1)

W celu skrócenia zapisu b ¾edziemy dalej stosowác uproszczone oznaczenia 'k, Ãk, Rk i ³k

w miejsce 'p
Mn (xk), Ãp

ml (xk), R (xk) i ³ (xk).

Z de…nicji wariancji sumy skorelowanych zmiennych losowych otrzymujemy nast¾epuj ¾ace
wyra·zenie na wariancje wspó÷czynników ®̂p

Mn:

var ®̂p
Mn =

1

N2

NX
k=1

var ['k (Rk + »k + zk)] +

+
1

N2

NX
i=1

NX
j=1
j 6=i

cov
£
'i (Ri + »i + zi) ; 'j

¡
Rj + »j + zj

¢¤
(B.2)

Wykorzystuj ¾ac teraz fakt, ·ze

var ['k (Rk + »k + zk)] 6 E ['k (Rk + »k + zk)]2
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oraz stosuj ¾ac nierównóśc (B.40) otrzymujemy, na mocy stacjonarnósci procesów xk; zk i
»k (zachodz ¾acej przy za÷o·zeniach Z1-Z5 z rozdz. 2, por. uwaga 2.3 w punkcie 2.2), ·ze

var ®̂p
Mn 6 1

N
E

£
'2

1 (R1 + »1 + z1)
2¤ +

+
1

N

N¡1X
j=2

µ
1 ¡ j ¡ 1

N

¶
cov

£
'1 (R1 + »1 + z1) ; 'j

¡
Rj + »j + zj

¢¤
6

6 1

N
E

£
'2

1 (R1 + »1 + z1)
2¤ +

+
1

N

1X
j=2

¯̄
E

£
'1'j (R1 + »1 + z1)

¡
Rj + »j + zj

¢¤ ¡ E2 ['1 (R1 + »1 + z1)]
¯̄

=

def
=

1

N
(AV + AC) (B.3)

W dalszych przekszta÷ceniach korzystamy z poni·zszych nierównósci obowi ¾azuj ¾acych na
mocy za÷o·zeń Z1-Z3

f (x) 6 Mf ; jR (x)j 6 MR oraz j³ (x)j 6 M³ dla x 2 S = [a; b] ; (B.4)

z unormowania (ortonormalnósci) funkcji falkowychZ n+(2p¡1)

2M

n

2M

['p
Mn (x)]2 dx = 1 oraz

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

[Ãp
ml (x)]2 dx = 1 (B.5)

oraz z ich ograniczonósci, która dla funkcji falkowych Haara wynika z ich de…nicji (por.
(1.10), str. 11), natomiast dla pozosta÷ych funkcji falkowych Daubechies (p > 2) z ich
ci ¾ag÷ósci i zwartósci ich nósników:

j'p (x)j 6 M' oraz jÃp (x)j 6 MÃ; x 2 R (B.6)

gdzie M' i MÃ s ¾a dodatnimi sta÷ymi, niezale·znymi od numeru falkowego p. Na podstawie
w÷asnósci (B.4)-(B.6) oraz de…nicji (1.14) w rozdz. 1 prawdziwe s ¾a nast¾epuj ¾ace nierówno-
ści:

E '2
1 =

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

['p
Mn (x)]2 f (x) dx 6 Mf (B.7)

E
¡
'2

1R2
1

¢
=

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

['p
Mn (x) R (x)]2 f (x) dx 6 M2

RMf (B.8)

jE '1j =

¯̄̄̄
¯
Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

'p
Mn (x) f (x) dx

¯̄̄̄
¯ 6 2¡ M

2 (2p ¡ 1) M'Mf (B.9)

jE ('1R1³1)j =

¯̄̄̄
¯
Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

R (x) ³ (x) 'p
Mn (x) f (x) dx

¯̄̄̄
¯ 6

6 2¡ M
2 (2p ¡ 1) MRM³M'Mf (B.10)
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Oszacowanie sk÷adnika AV . Rozwa·zmy pierwszy sk÷adnik wariancji w (B.3):

AV = E
¡
'2

1R
2
1 + '2

1»
2
1 + '2

1z
2
1 + 2'2

1R1»1 + 2'2
1R1z1 + 2'2

1z1»1

¢
=

= E
¡
'2

1R
2
1

¢
+ E '2

1 E »2
1 + E '2

1 E z2
1 +

+2
£
E

¡
'2

1R1

¢
E »1 + E

¡
'2

1R1

¢
E z1 + E '2

1 E z1 E »1

¤
W powy·zszym wykorzystano, ·ze na mocy za÷o·zeń Z3-Z4-Z5 zmienne losowe '1; »1 i z1

s ¾a wzajemnie niezale·zne. Poniewa·z »1 i z1 maj ¾a tak·ze zerowe wartósci oczekiwane, wy-
ra·zenie w nawiasie kwadratowym jest równe 0. Podstawiaj ¾ac w pozosta÷ych wyra·zeniach
oszacowania (B.7) i (B.8) otrzymujemy (na mocy za÷o·zeń Z2-Z4), ·ze

AV 6 Mf

¡
M2

R + var »1 + var z1

¢
< 1 (B.11)

Oszacowanie sk÷adnika AC. Oszacujmy teraz sk÷adnik kowariancyjny w (B.3):

AC =

1X
j=2

¯̄
E

£
'1'j (R1 + »1 + z1)

¡
Rj + »j + zj

¢¤ ¡ E2 ['1 (R1 + »1 + z1)]
¯̄

=

def
=

1X
j=2

jA1 (j) ¡ A2j

Wymna·zaj ¾ac elementy w A1 (j) i wykorzystuj ¾ac wspomnian ¾a wy·zej niezale·znóśc zmien-
nych losowych, otrzymujemy

A1 (j) = E
©

'1'j

£
R1Rj + R1

¡
»j + zj

¢
+ (»1 + z1) Rj + (»1 + z1)

¡
»j + zj

¢¤ª
=

= E
¡
'1'jR1Rj

¢
+ E

£
'1'jR1

¡
»j + zj

¢¤
+ E

¡
'1'jRj

¢
E (»1 + z1) +

+ E
£
'1'j

¡
»1»j + »1zj + z1»j + z1zj

¢¤
a po przekszta÷ceniach i uporz ¾adkowaniu wyrazów

A1 (j) = E ('1R1) E
¡
'jRj

¢
+

+ E 'j E
¡
'1»1»j

¢
+ E 'j E

¡
'1R1»j

¢
+ E 'j E '1 E (z1zj) +

+ E '1 E 'j E »1 E zj + E 'j E
¡
'1»j

¢
E z1 +

+ E '1 E
¡
'jRj

¢
E »1 + E 'j E ('1R1) E zj + E '1 E

¡
'jRj

¢
E z1 =

= A11 +

+A12 (j) + A13 (j) + A14 (j) +

+A15 + A16 +

+A17 + A18 + A19

Na mocy za÷o·zeń Z3-Z4 mamy A15 = A16 = A17 = A18 = A19 = 0. Ponadto (por. wzory
(3.1) i (3.4) na str. 27)

A11 = E2 ('1R1) =

"Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

'p
Mn (x) R (x) f (x) dx

#2

= (®p
Mn)2
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Analizuj ¾ac kolejne sk÷adniki, A12 (j) i A14 (j), wykorzystujemy stacjonarnóśc procesów
f³kg i f"kg oraz fakt, ·ze E ³1 = E z1 = 0 (por. za÷o·zenia Z3-Z4). Mamy

A12 (j) = E 'j E
¡
'1»1»j

¢
= E 'j E

"
'1

1X
i=1

¸i³1¡i

1X
l=1

¸l³j¡l

#
=

= E 'j E

"
'1

1X
i=1

¸i¸i+j¡1³
2
1¡i

#
+ E 'j E

264'1

1X
i=1

¸i³1¡i

1X
l=1

l 6=i+j¡1

¸l³j¡l

375 =

= A
0
12 (j) + A00

12 (j)

i otrzymujemy, ·ze (por. za÷o·zenie Z3)

A
0
12 (j) = E

2'1 var ³1

1X
i=1

¸i¸i+j¡1

Analizuj ¾ac sk÷adnik A00
12 (j) otrzymujemy natomiast, ·ze

A00
12 (j) = E 'j E

264 1X
i=1

1X
l=1

l 6=i+j¡1

¸i¸l³1¡i ¢ '1³j¡l

375 = E 'j

1X
i=1

1X
l=1

l 6=i+j¡1

¸i¸l E
£
³1¡i ¢ '1³j¡l

¤
Poniewa·z, na mocy za÷o·zeń Z1-Z3 w rozdz. 2, dla l 6= i + j ¡ 1, zmienne losowe ³1¡i i
³j¡l s ¾a niezale·zne, a dla dowolnego i = 1; 2; : : :, niezale·zne s ¾a tak·ze zmienne losowe ³1¡i i
'1, zatem, wobec za÷o·zenia Z3, ·ze E ³1¡i = E ³1 = 0 dostajemy

A00
12 (j) = E 'j E ³1

1X
i=1

1X
l=1

l6=i+j¡1

¸i¸l E
£
'1³j¡l

¤
= 0

St ¾ad

A12 (j) = A
0
12 (j) = E

2'1 var ³1

1X
i=1

¸i¸i+j¡1

W podobny sposób mo·zna pokazác, ·ze (por. za÷o·zenie Z4)

A14 (j) = E
2'1 var "1

1X
i=0

!i!i+j¡1

Ponadto

A13 (j) = E '1 E
¡
'1R1»j

¢
= E '1 E

"
'1R1

1X
i=1

¸i³j¡i

#
= ¸j¡1 E '1 E ('1R1³1)

Zauwa·zaj ¾ac jeszcze, ·ze

A2 = E2 ['1 (R1 + »1 + z1)] = E2 ('1R1) = A11 = (®p
Mn)2

dla sk÷adnika kowariancyjnego w (B.3) otrzymujemy oszacowanie

AC 6
1X

j=2

jA12 (j)j +
1X

j=2

jA13 (j)j +
1X

j=2

jA14 (j)j
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Zachodz ¾a nast¾epuj ¾ace nierównósci (por. (B.9) i (B.10))
1X

j=2

jA12 (j)j 6 2¡M (2p ¡ 1)2 M2
'M2

f ¢ var ³1

1X
j=1

1X
i=1

j¸ij j¸i+jj < 1
1X

j=2

jA13 (j)j 6 2¡M (2p ¡ 1)2 M2
'M2

f MRM³ ¢
1X

j=1

j¸jj < 1
1X

j=2

jA14 (j)j 6 2¡M (2p ¡ 1)2 M2
'M2

f ¢ var "1

1X
j=1

1X
i=0

j!ij j!i+jj < 1

w których poszczególne szeregi s ¾a bezwzgl ¾ednie zbie·zne na mocy za÷o·zeń Z3-Z4 o asymp-
totycznej stabilnósci elementów dynamicznych identy…kowanego systemu (por. (B.39), str.
130). W rezultacie

AC 6 2¡M ¢ M2
' (2p ¡ 1)2 CC < 1 (B.12)

gdzie

CC = M2
f

"
var ³1

1X
j=1

1X
i=1

j¸ij j¸i+jj + MRM³

1X
j=1

j¸jj + var "1

1X
j=1

1X
i=0

j!ij j!i+jj
#

jest sta÷ ¾a zale·zn ¾a od g¾estósci wej́scia systemu f (x), nieliniowósci R (x) oraz jego elementów
dynamicznych (por. (B.4) i za÷o·zenia Z3-Z4).

Oszacowanie wariancji wspó÷czynników ®̂p
Mn i ^̄p

ml. Ze wzorów (B.3), (B.11) oraz
(B.12) wynika, ·ze

var ®̂p
Mn 6 1

N
(Avar + Acov) (B.13)

gdzie sta÷e (por. (B.11) i (B.12))

Avar = Mf

¡
M2

R + var »1 + var z1

¢
oraz Acov = 2¡M ¢ M2

' (2p ¡ 1)2 CC

nie zale·z ¾a od parametru przesuni ¾ecia funkcji skaluj ¾acej n. Przeprowadzaj ¾ac podobne osza-
cowania dla wspó÷czynników empirycznych ^̄p

ml otrzymujemy, ·ze

var ^̄p

ml 6 1

N
(Bvar + Bcov) (B.14)

gdzie sta÷e

Bvar = Mf

¡
M2

R + var »1 + var z1

¢
oraz Bcov = 2¡m ¢ M2

Ã (2p ¡ 1)2 CC

nie zale·z ¾a od parametru przesuni ¾ecia l falki. Pokazalísmy w ten sposób, ·ze wariancje
wspó÷czynników empirycznych ®̂p

Mn i ^̄p

ml modelu Ĝ (x; K; p) spe÷niaj ¾a nierównósci ze
wzoru (3.11) w rozdz. 3.

B.2 Oszacowanie wariancji wyj́scia var Ĝ (x; K; p)

Zauwa·zmy, ·ze (por. wzory (3.3), (3.9) i (3.13) w rozdz. 3)

var Ĝ (x; K; p) = E
h
G (x; K; p) ¡ Ĝ (x; K; p)

i2

=

= E

8<:
nmax(M;p)X

n=nmin(M;p)

'p
Mn (x) (®p

Mn ¡ ®̂p
Mn) +

K¡1X
m=M

lmax(m;p)X
l=lmin(m;p)

Ãp
ml (x)

³
¯p

ml ¡ ^̄p

ml

´9=;
2
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Korzystaj ¾ac teraz z faktu, ·ze w dowolnym, ustalonym punkcie x wp÷yw na wyj́scie modelu
(teoretycznego i empirycznego) maj ¾a tylko te funkcje falkowe 'p

Mn (x) i Ãp
ml (x), których

nósniki zawieraj ¾a punkt x (pozosta÷e funkcje falkowe s ¾a bowiem w punkcie x równe 0
– por. z dyskusj ¾a w rozdziale 3 na str. 32), mo·zemy podany wy·zej wzór zredukowác do
równowa·znej postaci:

var Ĝ (x; K; p) =

= E

8<:
nmax(x;M;p)X

n=nmin(x;M;p)

'p
Mn (x) (®p

Mn ¡ ®̂p
Mn) +

K¡1X
m=M

lmax(x;m;p)X
l=lmin(x;m;p)

Ãp
ml (x)

³
¯p

ml ¡ ^̄p

ml

´9=;
2

=

def
= A + B + 2C (B.15)

gdzie granice sumowań s ¾a równe podanym we wzorze (3.25) na str. 33 oraz dodatkowo

nmin (x; M; p) =
¥
2Mx

¦ ¡ 2p ¡ 2 oraz nmax (x; M; p) =
¥
2Mx

¦
(B.16)

Zauwa·zmy, ·ze liczba sk÷adników w pierwszej sumie wynosi nmax (x; M; p)¡nmin (x; M; p)+
1 i, podobnie jak liczba sk÷adników w sumie wewn¾etrznej drugiego sk÷adnika (równa
lmax (x; m; p) ¡ lmin (x; m; p) + 1 dla poszczególnych skal m = M; : : : ; K ¡ 1), jest nie
wi¾eksza ni·z 2p ¡ 1.

Poszczególne sk÷adniki wariancji w (B.15) wynosz ¾a

A =

nmax(x;M;p)X
n=nmin(x;M;p)

nmax(x;M;p)X
l=nmin(x;M;p)

'p
Mn (x) 'p

Ml (x) E [(®p
Mn ¡ ®̂p

Mn) (®p
Ml ¡ ®̂p

Ml)]

B =
K¡1X

m=M

lmax(x;m;p)X
n=lmin(x;m;p)

K¡1X
q=M

lmax(x;q;p)X
l=lmin(x;q;p)

Ãp
mn (x) Ãp

ql (x) E
h³

¯p
mn ¡ ^̄p

mn

´ ³
¯p

ql ¡ ^̄p

ql

´i

C =

nmax(x;M;p)X
n=nmin(x;M;p)

K¡1X
m=M

lmax(x;m;p)X
l=lmin(x;m;p)

'p
Mn (x) Ãp

ml (x) E
h
(®p

Mn ¡ ®̂p
Mn)

³
¯p

ml ¡ ^̄p

ml

´i
Oszacowanie tych sk÷adników rozpoczniemy od oszacowania modu÷ów wyst ¾epuj ¾acych w
nich wartósci oczekiwanych.

Korzystaj ¾ac z nierównósci Schwarza (zob. np. [20, str. 105])

jE XY j 6
¡
E X2

¢ 1
2 ¢ ¡

E Y 2
¢ 1

2

i podstawiaj ¾ac w niej przyk÷adowo

X = ®p
Mn ¡ ®̂p

Mn oraz Y = ®p
Ml ¡ ®̂p

Ml

otrzymujemy, na mocy w÷asnósci (3.10) w rozdz. 3, ·ze

jE (®p
Mn ¡ ®̂p

Mn) (®p
Ml ¡ ®̂p

Ml)j 6
h
E (®p

Mn ¡ ®̂p
Mn)2

i 1
2

h
E (®p

Ml ¡ ®̂p
Ml)

2
i 1

2
=

= (var ®̂p
Mn)

1
2 (var ®̂p

Ml)
1
2 6

6 max fvar ®̂p
Mn; var ®̂p

Mlg
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St ¾ad, wykorzystuj ¾ac oszacowanie wariancji wspó÷czynników empirycznych podane we wzo-
rze (B.13), otrzymujemy

jE (®p
Mn ¡ ®̂p

Mn) (®p
Ml ¡ ®̂p

Ml)j 6 1

N
(Avar + Acov)

W podobny sposób, korzystaj ¾ac z oszacowania (B.14), uzyskujemy¯̄̄
E

³
¯p

mn ¡ ^̄p

mn

´ ³
¯p

ql ¡ ^̄p

ql

´¯̄̄
6 1

N
(Bvar + Bcov)¯̄̄

E (®p
Mn ¡ ®̂p

Mn)
³

¯p
ml ¡ ^̄p

ml

´¯̄̄
6 1

N
(Dvar + Dcov)

gdzie Dvar = max fAvar; Bvarg oraz Dcov = max fAcov; Bcovg.

Stosuj ¾ac teraz de…nicje funkcji falkowych podane we wzorze (1.14) w rozdz. 1, oszaco-
wania podane w (B.6) oraz wzór (B.35) (str. 130) obliczamy, ·ze:

jAj 6 1

N

nmax(x;M;p)X
n=nmin(x;M;p)

nmax(x;M;p)X
l=nmin(x;M;p)

j'p
Mn (x)j j'p

Ml (x)j (Avar + Acov) 6

6 1

N
(2p ¡ 1)2 ¢ 2MM2

' (Avar + Acov) =
2M

N
Ax

jBj 6 1

N

K¡1X
m=M

K¡1X
q=M

lmax(x;m;p)X
n=lmin(x;m;p)

lmax(x;q;p)X
l=lmin(x;q;p)

jÃp
mn (x)j ¯̄

Ãp
ql (x)

¯̄
(Bvar + Bcov) 6

6 1

N

K¡1X
m=M

K¡1X
q=M

(2p ¡ 1)2 ¢ 2
m+q

2 M2
Ã (Bvar + Bcov) =

2K ¡ 2 ¢ 2
K+M

2 + 2M

N
Bx

jCj 6 1

N

K¡1X
m=M

nmax(x;M;p)X
n=nmin(x;M;p)

lmax(x;m;p)X
l=lmin(x;m;p)

j'p
Mn (x)j jÃp

ml (x)j (Dvar + Dcov) 6

6 1

N

K¡1X
m=M

(2p ¡ 1)2 ¢ 2
M+m

2 M'MÃ (Dvar + Dcov) =
2

K+M
2 ¡ 2M

N
Dx

gdzie

Ax = M2
' (2p ¡ 1)2 (Avar + Acov)

Bx = M2
Ã

³
2p¡1p

2¡1

´2

(Bvar + Bcov)

Cx = M'MÃ
(2p¡1)2

p
2¡1

(Dvar + Dcov) (B.17)

St ¾ad i z (B.15), uwzgl ¾edniaj ¾ac, ·ze w modelach empirycznych Ĝ (x; K; p) zachodzi M 6 K,
otrzymujemy

var Ĝ (x; K; p) 6 2M

N
Ax +

2K ¡ 2 ¢ 2
K+M

2 + 2M

N
Bx + 2

2
K+M

2 ¡ 2M

N
Dx =

=
2K

N

h
2M¡KAx +

³
1 ¡ 2 ¢ 2

M¡K
2 + 2M¡K

´
Bx +

³
2

M¡K
2 ¡ 2M¡K

´
2Dx

i
6

6 2K

N
¢ Cvar

gdzie Cvar = Ax + Bx + 2Dx. Uzyskalísmy zatem oszacowanie (3.14) z rozdz. 3, wariancji
wyj́scia modelu empirycznego Ĝ (x; K; p) dla dowolnego, ustalonego punktu x.
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B.3 Oszacowanie wspó÷czynników falkowych ¯p
ml

Poni·zej przedstawiamy wykorzystywane w literaturze fakty, dotycz ¾ace oszacowań
wspó÷czynników falkowych ¯p

ml (dla du·zych skal m) (np. [15]-[16], [93]). Ich wyprowadze-
nie zamieszczamy dla kompletnósci prezentacji.

Znikaj ¾ace momenty falek Ãp
ml (x). Posiadanie przez falk¾e-matk¾e Ãp (x) p znikaj ¾acych

momentów (por. wzór (1.12) z rozdz. 1):Z p

1¡p

xk ¢ Ãp (x) dx =

Z 1

¡1
xk ¢ Ãp (x) dx = 0; k = 0; 1; : : : p ¡ 1 (B.18)

przenosi si ¾e równie·z na falki Ãp
ml (x)

¡
= 2

m
2 Ãp (2mx ¡ l)

¢
(tj. skalowane i przesuni ¾ete wersje

falki-matki (por. wzór (1.14) z rozdz. 1):Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

xk ¢ Ãp
ml (x) dx =

Z 1

¡1
xk ¢ Ãp

ml (x) dx = 0; k = 0; 1; : : : p ¡ 1 (B.16a)

Podstawiaj ¾ac bowiem w ca÷ce w powy·zszym wzorze x = 2¡m (u + l) (dx = 2¡mdu)
otrzymujemy, ·ze

Z 1

¡1
xk ¢ 2

m
2 Ãp (2mx ¡ l) dx = 2

m
2 2¡m

Z 1

¡1

¡
2¡m (u + l)

¢k ¢ Ãp (u) du =

= 2¡ 2k+1
2

m

Z 1

¡1
(u + l)k ¢ Ãp (u) du

a na mocy wzoru dwumianowego Newtona (zob. np. [88, str. 69]):

(u + l)k =
kX

r=0

µ
k

r

¶
uk¡rlr

mamy (por. wzór (B.18))

2¡ 2k+1
2

m

Z 1

¡1

kX
r=0

µ
k

r

¶
uk¡rlr ¢ Ãp (u) du = 2¡ 2k+1

2
m

kX
r=0

µ
k

r

¶
lr

Z 1

¡1
uk¡r ¢ Ãp (u) du =

= 0

dla k = 0; 1; : : : ; p ¡ 1, co dowodzi prawdziwósci wzoru (B.16a).

W podobny sposób (równie·z w oparciu o wzór dwumianowy Newtona) mo·zna pokazác,
·ze dla falek Ãp

ml (x) (o numerze p) zachodzi w÷asnóścZ l+p
2m

l+(1¡p)
2m

(x ¡ v)k ¢ Ãp
ml (x) dx = 0; k = 0; : : : ; p ¡ 1 (B.19)

wykorzystywana dalej przy oszacowaniach wspó÷czynników falkowych ¯p
ml.
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Oszacowanie wspó÷czynników ¯p
ml dla ci ¾ag÷ych funkcji G (x). Za÷ó·zmy, ·ze

w przedziale
h

l+(1¡p)
2m ; l+p

2m

´
(nósnik falki Ãp

ml) funkcja G (x) nale·zy klasy C¸; ¸ > 0.

Korzystaj ¾ac z de…nicji tej klasy (zob. str. 31 w rozdz. 3) funkcj ¾e G (x) mo·zna przedstawíc
w postaci sumy jej wielomianu Taylora t (x; v) stopnia q ¡ 1; q = d¸e, w punkcie

v 2
h

l+(1¡p)
2m ; l+p

2m

´
i reszty ² (x; v) (zob. wzory (3.21) i (3.22))

G (x) =

q¡1X
r=0

Tr ¢ (x ¡ v)r + ² (x; v) = T0 + T1 ¢ (x ¡ v) + ¢ ¢ ¢ + Tq¡1 ¢ (x ¡ v)q¡1 + ² (x; v)

gdzie Tr = G(r) (v) =r!.

Podstawiaj ¾ac t¾e postác funkcji G (x) do wzoru na wspó÷czynniki falkowe ¯p
ml otrzymu-

jemy, ·ze (por. (3.4), str. 27)

¯p
ml =

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

£
T0 + T1 ¢ (x ¡ v) + ¢ ¢ ¢ + Tq¡1 ¢ (x ¡ v)q¡1 + ² (x; v)

¤ ¢ Ãp
ml (x) dx (B.20)

Oszacujemy teraz szybkóśc zmniejszania si ¾e wspó÷czynników ¯p
ml ze wzrostem skali m

dla dwóch przypadków: gdy numer falkowy p jest nie mniejszy ni·z wyk÷adnik ¸, tj. p > q¡1
i gdy jest od niego mniejszy (p 6 q ¡ 1).

Przypadek p > ¸. Ze wzgl ¾edu na w÷asnóśc (B.19) i fakt, ·ze p > q ¡ 1 wzór (B.20)
redukuje si ¾e do nast ¾epuj ¾acej postaci (zeruj ¾a si ¾e wszystkie wyrazy wielomianu Taylora)

¯p
ml =

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

² (x; v) ¢ Ãp
ml (x) dx (B.21)

Na mocy nierównósci j² (x; v)j 6 L¸ jx ¡ vj¸ (zob. (3.21)) otrzymujemy, ·ze

j¯p
mlj =

¯̄̄̄
¯
Z l+p

2m

l+(1¡p)
2m

² (x; v) ¢ Ãp
ml (x) dx

¯̄̄̄
¯ 6 L¸

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

jx ¡ vj¸ ¢ jÃp
ml (x)j dx

Korzystaj ¾ac teraz z nierównósci Schwarza dla ca÷ek (zob. np. [119, str. 38])Z b

a

jf (x)j jg (x)j dx 6
½Z b

a

f 2 (x) dx

¾ 1
2

¢
½Z b

a

g2 (x) dx

¾ 1
2

oraz z ortonormalnósci falek Ãp
ml (x), po podstawieniach

a =
l + (1 ¡ p)

2m
; b =

l + p

2m
oraz f (x) = jx ¡ vj¸ i g (x) = Ãp

ml (x)

dostajemy, ·ze

j¯p
mlj 6 L¸

(Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

jx ¡ vj2¸ dx

) 1
2

¢
(Z l+p

2m

l+(1¡p)
2m

[Ãp
ml (x)]2 dx

) 1
2

= L¸

(Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

jx ¡ vj2¸ dx

) 1
2



DODATEK B. UZUPE×NIENIA DO ROZDZIA×U 3 125

a st ¾ad (poniewa·z jx ¡ vj 6 (2p ¡ 1) =2m)

j¯p
mlj 6 L¸

(Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

£
2¡m (2p ¡ 1)

¤2¸
dx

) 1
2

=

= L¸

n£
2¡m (2p ¡ 1)

¤ £
2¡m (2p ¡ 1)

¤2¸
o 1

2

=

= L¸

n£
2¡m (2p ¡ 1)

¤2¸+1
o 1

2
=

= 2¡ (2¸+1)m
2 ¢ C¸ (B.22)

gdzie C¸ = L¸ (2p ¡ 1)
2¸+1

2 .

Przypadek p < ¸. Posiadanie przez falki Ãp
ml (x) p znikaj ¾acych momentów (por.

wzór (B.16a) i (B.19)) powoduje, ·ze w tym przypadku (obecnie p 6 q ¡ 1), we wzorze
(B.20) zeruj ¾a si ¾e jedynie wyrazy wielomianu Taylora do stopnia p ¡ 1 (6 q ¡ 2), a zatem
(por. (B.21))

¯p
ml =

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

£
Tp ¢ (x ¡ v)p + ¢ ¢ ¢ + Tq¡1 ¢ (x ¡ v)q¡1 + ² (x; v)

¤ ¢ Ãp
ml (x) dx =

=

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

Tp ¢ (x ¡ v)p Ãp
ml (x) dx + ¢ ¢ ¢ +

+

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

Tq¡1 ¢ (x ¡ v)q¡1 Ãp
ml (x) dx +

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

² (x; v) Ãp
ml (x) dx

Skorzystanie przy oszacowaniu modu÷u j¯p
mlj z nierównósci Schwarza dla ka·zdej z otrzyma-

nych ca÷ek i z ortonormalnósci falek Ãp
ml (x), prowadzi teraz do nast¾epuj ¾acej nierównósci

j¯p
mlj 6 jTpj

(Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

jx ¡ vj2p dx

) 1
2

+ ¢ ¢ ¢ +

+ jTq¡1j
(Z l+p

2m

l+(1¡p)
2m

jx ¡ vj2(q¡1) dx

) 1
2

+ L¸

(Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

jx ¡ vj2¸ dx

) 1
2

6

6 jTpj
n£

2¡m (2p ¡ 1)
¤2p+1

o 1
2

+ ¢ ¢ ¢ +

+ jTq¡1j
n£

2¡m (2p ¡ 1)
¤2q¡1

o 1
2

+ L¸

n£
2¡m (2p ¡ 1)

¤2¸+1
o 1

2

= 2¡ (2p+1)m
2 ¢ jTpj (2p ¡ 1)

2p+1
2 + ¢ ¢ ¢ +

+2¡ (2q¡1)m
2 ¢ jTq¡1j (2p ¡ 1)

2q¡1
2 + 2¡ (2¸+1)m

2 ¢ L¸ (2p ¡ 1)
2¸+1

2

w której, dla du·zych wartósci skal m, istotny pozostaje tylko pierwszy wyraz. St ¾ad otrzy-
mujemy, ·ze przy du·zych skalach m zachodzi oszacowanie

j¯p
mlj 6 2¡ (2p+1)m

2 ¢ Cp (B.23)

gdzie Cp jest dodatni ¾a sta÷ ¾a.
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Zbadane dwa przypadki oraz oszacowania (B.22) i (B.23) stanowi ¾a podstaw¾e poni·zszego
lematu charakteryzuj ¾acego szybkóśc zmniejszania si ¾e wspó÷czynników falkowych funkcji
G (x) w zale·znósci od jej g÷adkósci (wartósci wyk÷adnika ¸) i od zastosowanych falek
(numeru falkowego p) ze wzrostem skali m (por. te·z np. [98, twierdzenie 7, str. 185]):

Lemat 2.16 Jésli funkcja G (x) jest ci ¾ag÷a w przedziale
h

l+(1¡p)
2m ; l+p

2m

´
z wyk÷adnikiem

¸, to dla wspó÷czynników ¯p
ml jej rozwini ¾ecia falkowego (przy u·zyciu funkcji falkowych

Daubechies o numerze p) i du·zych wartósci m zachodzi nast ¾epuj ¾ace oszacowanie

j¯p
mlj 6 2¡ (2°+1)m

2 ¢ C°; ° = min f¸; pg (B.24)

gdzie C° = max fC¸; Cpg.

Oszacowanie wspó÷czynników ¯p
ml dla nieci ¾ag÷ych funkcji G (x). Powy·zszy wynik

dotyczy funkcji G (x) przy za÷o·zeniu ich ci ¾ag÷ósci w przedziale
h

l+(1¡p)
2m ; l+p

2m

´
. Dla dowol-

nych funkcji nieci ¾ag÷ych G (x), ograniczonych w tym przedziale, tj. spe÷niaj ¾acych warunek

jG (x)j 6 MG < 1, dla x 2
h

l+(1¡p)
2m ; l+p

2m

´
, wspó÷czynniki falkowe ¯p

ml mo·zna oszacowác
nast¾epuj ¾aco

j¯p
mlj =

¯̄̄̄
¯
Z l+p

2m

l+(1¡p)
2m

G (x) Ãp
ml (x) dx

¯̄̄̄
¯ 6

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

jG (x)j jÃp
ml (x)j dx 6

6 2
m
2 MGMÃ

Z l+p
2m

l+(1¡p)
2m

dx = 2
m
2 MGMÃ ¢ 2¡m (2p ¡ 1) =

= 2¡ m
2 ¢ MGMÃ (2p ¡ 1)

Zatem:

Lemat 2.17 Jésli funkcja G (x) jest nieci ¾ag÷a i ograniczona w przedziale
h

l+(1¡p)
2m ; l+p

2m

´
,

to dla jej wspó÷czynników falkowych ¯p
ml zachodzi nast ¾epuj ¾ace oszacowanie

j¯p
mlj 6 2¡ m

2 ¢ CGÃ (B.25)

dla dowolnego numeru falkowego p, gdzie CGÃ = MGMÃ (2p ¡ 1).

B.4 Oszacowanie obci ¾a·zenia bias2 Ĝ (x; K; p)

Przy za÷o·zeniu Z7, korzystaj ¾ac z postaci b÷ ¾edu obci ¾a·zenia modelu empirycznego
Ĝ (x; K; p) w punkcie x (por. wzór (3.26) w rozdz. 3, str. 33):

bias Ĝ (x; K; p) =

1X
m=K

lmax(x;m;p)X
l=lmin(x;m;p)

¯p
mlÃ

p
ml (x)

oraz z oszacowania (B.24) i z faktu, ·ze dla ka·zdego x, liczba sk÷adników w wewn¾etrznej
sumie w tym wzorze dla ka·zdej skali m wynosi lmax (x; m; p) ¡ lmin (x; m; p) + 1 6 2p ¡ 1
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(zob. (3.25), str. 33) otrzymujemy (z pomoc ¾a wzoru (B.6) i (B.35), str. 130), ·ze:

¯̄̄
bias Ĝ (x; K; p)

¯̄̄
6

1X
m=K

lmax(x;m;p)X
l=lmin(x;m;p)

j¯p
mlj ¢ 2

m
2 MÃ 6

6 (2p ¡ 1) MÃC°

1X
m=K

2
m
2 ¢ 2¡ (2°+1)m

2 =

= (2p ¡ 1) MÃC°

1X
m=K

2¡°m =

= 2¡°K ¢ (2p ¡ 1) MÃC°

1 ¡ 2¡°

gdzie ° = min f¸; pg, jak we wzorze (B.24). Przy za÷o·zeniu Z7 zachodzi zatem nierównóśc
(3.28) z rozdzia÷u 3:

bias2 Ĝ (x; K; p) 6 2¡2°K ¢ Cbias (B.26)

ze sta÷ ¾a Cbias =
h

(2p¡1)MÃC°

1¡2¡°

i2

.

B.5 Oszacowanie wariancji wspó÷czynników empi-
rycznych ®̂p0

Mn i ^̄p0
ml modeli R̂R (x; K; p)

Wspó÷czynniki empiryczne ®̂p0
Mn i ^̄p0

ml w algorytmie bezpósrednim z rozdz. 3 na str. 46 (zob.
wzory (3.64) i (3.65)) przyjmuj ¾a, po uwzgl ¾ednieniu równania wyj́scia identy…kowanego
systemu (por. wzory (2.1) i (2.5) w rozdz. 2):

yk = R (xk) + »k + zk gdzie »k =
1X

i=1

¸i³ (xk¡i) i zk =
1X

i=0

!i"k¡i

nast¾epuj ¾ace postacie (por. wzory w (B.1))

®̂p0
Mn =

1

N

NX
k=1

'p0
Mn (xk) [R (xk) + »k + zk]

^̄p0
ml =

1

N

NX
k=1

Ãp0
ml (xk) [R (xk) + »k + zk]

Do oszacowania wariancji tych wspó÷czynników wykorzystamy nast ¾epuj ¾ace nierównósci
(por. de…nicje w (1.14) w rozdz. 1, za÷o·zenia Z1-Z3 w rozdz. 2 oraz wzory w (B.4)-(B.6)):

E
£
'p0

Mn (x1)
¤2

=

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

['p
Mn (x)]2

f (x)
dx 6 1

±
(B.27)

E
£
'p0

Mn (x1) R (x1)
¤2

=

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

['p
Mn (x) R (x)]2

f (x)
dx 6 M2

R

±
(B.28)

¯̄
E 'p0

Mn (x1)
¯̄

=

¯̄̄̄
¯
Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

'p
Mn (x) dx

¯̄̄̄
¯ = 2¡ M

2 (2p ¡ 1) M' (B.29)
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¯̄
E

¡
'p0

Mn (x1) R (x1) ³ (x1)
¢¯̄

=

¯̄̄̄
¯
Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

R (x) ³ (x) 'p
Mn (x) dx

¯̄̄̄
¯ 6

6 2¡ M
2 (2p ¡ 1) M'MRM³ (B.30)

Na podstawie tych nierównósci oraz oszacowań wariancji wspó÷czynników empirycznych
®̂p

Mn i ^̄p

ml modeli Ĝ (x; K; p) (wykorzystuj ¾acych nierównósci (B.7)-(B.10)) otrzymujemy,
·ze wariancja wspó÷czynników empirycznych ®̂p0

Mn modeli R̂R (x; K; p) spe÷nia nast ¾epuj ¾ac ¾a
nierównóśc (por. wzór (B.13))

var ®̂p0
Mn 6 1

N
(A0

var + A0
cov) (B.31)

gdzie sta÷e (por. wzory w (B.11) i (B.12))

A0
var =

1

±

¡
M2

R + var »1 + var z1

¢
oraz Acov = 2¡M ¢ M2

' (2p ¡ 1)2 CC

M2
f

nie zale·z ¾a od parametru przesuni ¾ecia funkcji skaluj ¾acej n. Podobnie, dla wspó÷czynników
empirycznych ^̄p0

ml otrzymujemy, ·ze (por. oszacowanie (B.14))

var ^̄p0
ml 6 1

N
(B0

var + B0
cov) (B.32)

gdzie, z kolei, sta÷e

B0
var =

1

±

¡
M2

R + var »1 + var z1

¢
oraz B0

cov = 2¡m ¢ M2
Ã (2p ¡ 1)2 CC

M2
f

nie zale·z ¾a od parametru przesuni ¾ecia l falki. Pokazalísmy w ten sposób, ·ze wariancje
wspó÷czynników empirycznych ®̂p0

Mn i ^̄p0
ml modelu R̂R (x; K; p) spe÷niaj ¾a nierównósci ze

wzoru (3.73) w rozdz. 3.

B.6 Oszacowanie wariancji wyj́scia var R̂R (x; K; p)

Korzystaj ¾ac z obliczeń dla modelu Ĝ (x; K; p) w punkcie B.2 (str. 120) otrzymujemy,
·ze w dowolnym, ustalonym punkcie x 2 S, dla wariancji wyj́scia modelu empirycznego
R̂R (x; K; p) zachodzi nast¾epuj ¾aca nierównóśc:

var R̂R (x; K; p) 6 2K

N

h
2M¡KA0

x +
³

1 ¡ 2 ¢ 2
M¡K

2 + 2M¡K
´

B0
x +

³
2

M¡K
2 ¡ 2M¡K

´
2D0

x

i
gdzie, odpowiednio (por. (B.17))

A0
x = M2

' (2p ¡ 1)2 (A0
var + A0

cov)

B0
x = M2

Ã

³
2p¡1p

2¡1

´2

(B0
var + B0

cov)

D0
x = M'MÃ

(2p¡1)2

p
2¡1

(D0
var + D0

cov)

i gdzie D0
var = max fA0

var; B0
varg oraz D0

cov = max fA0
cov; B0

covg. Po uwgl ¾ednieniu, ·ze w mo-
delach empirycznych R̂R (x; K; p) zachodzi M 6 K, otrzymujemy oszacowanie wariancji
wyj́scia modeli empirycznych w ustalonym punkcie x dane we wzorze (3.76) w rozdz. 3:

var R̂R (x; K; p) 6 2K

N
¢ C

0
var

ze sta÷ ¾a C
0
var = A0

x + B0
x + 2D0

x.
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B.7 Optymalna szybkóśc zbie·znósci modeli falko-
wych

Na mocy twierdzeń udowodnionych w pracach [128] i [129] dla nieparametrycznych metod
estymacji funkcji regresji, prawdziwy jest nast¾epuj ¾acy wniosek:

Wniosek 2.3 Najwi ¾eksza mo·zliwa szybkóśc średniokwadratowej zbie·znósci modeli falko-
wych do nieliniowósci R (x) z klasy C¯ [a; b] jest rz ¾edu

O
¡
N¡2¯=(2¯+1)

¢
(B.33)

zarówno dla b÷ ¾edu punktowego (MSE) jak i ca÷kowego (MISE).

Szybkóśc zbie·znósci równa co do rz¾edu podanej we wzorze (B.33) nazywana jest asymp-
totycznie optymaln ¾a szybkósci ¾a zbie·znósci (zob. np. [64, twierdzenie 4.1.2, str. 93]).

B.8 Szybkóśc zbie·znósci wed÷ug prawdopodobie-
ństwa

W pracy [50, twierdzenie 3, str. 449] udowodniono nast¾epuj ¾ace twierdzenie (zob. te·z
([108, lemat 4, str. 954]))

Twierdzenie 2.19 Jésli w punkcie x ci ¾agi zmiennych losowych fĝN (x)g i ff̂N (x)g zbie-
gaj ¾a średniokwadratowo do funkcji g (x) i f (x) (f (x) > 0) z pr ¾edkósciami

MSE ĝN (x) = O
¡
N¡sg

¢
oraz MSE f̂N (x) = O

¡
N¡sf

¢
; sg; sf > 0

to prawdziwe jest nast ¾epuj ¾ace oszacowanie¯̄̄̄
¯ g (x)

f (x)
¡ ĝN (x)

f̂N (x)

¯̄̄̄
¯ = O

Ãq
N¡ minfsg;sfg

!
(B.34)

wed÷ug prawdopodobiénstwa.

Oszacowanie (B.34) oznacza, ·ze dla dowolnego ci ¾agu liczbowego faNg zbie·znego do 0
wraz z N ! 1, zachodzi

aN ¢

¯̄̄
g(x)
f(x)

¡ ĝN (x)

f̂N (x)

¯̄̄
p

N¡ minfsg ;sfg ! 0 gdy N ! 1

wed÷ug prawdopodobieństwa.
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B.9 Wybrane w÷asnósci szeregów liczbowych

Szereg geometryczny. Szacuj ¾ac b÷ ¾edy obci ¾a·zenia i wariancji modeli falkowych korzy-
stamy z nast ¾epuj ¾acych znanych wzorów (zob. np. [88, str. 204]):

1X
m=K

2m½ =
1

1 ¡ 2½
2K½; ½ < 0 (B.35)

K¡1X
m=M

2m½ =
1

2½ ¡ 1

¡
2K½ ¡ 2M½

¢
; ½ 6= 0 (B.36)

K¡1X
q=M

K¡1X
m=M

2(m+q)½ =
1

(2½ ¡ 1)2

¡
22K½ ¡ 2 ¢ 2(K+M)½ + 22M½

¢
; ½ 6= 0 (B.37)

Szeregi bezwgl ¾ednie zbie·zne. W obliczeniach wariancji wspó÷czynników modeli em-
pirycznych pos÷ugujemy si ¾e nast ¾epuj ¾acymi podstawowymi w÷asnósciami szeregów bez-
wzgl ¾ednie zbie·znych faig ; i = 0; 1; : : ::

(i) :
1X

i=0

a2
i < 1 (B.38)

(ii) :

1X
i=0

1X
j=0

jaij jai+jj < 1 (B.39)

(iii) :
N¡1X
j=1

N ¡ j

N
jajj 6

1X
j=1

jajj < 1; dla N; j 2 N oraz j < N (B.40)

wynikaj ¾acymi z poni·zszych nierównósci

(i) : 1 > max
i

fjaijg
1X

i=0

jaij >
1X

i=0

a2
i

(ii) : 1 >

1X
i=0

jaij
1X

j=0

jai+jj =

1X
i=0

1X
j=0

jaij jai+jj

Ponadto, poniewa·z 0 <
¡

N¡j
N

= 1 ¡ j
N

¢
< 1 dla N > 1 i j < N to

(iii) : 1 >

1X
j=1

jajj >
N¡1X
j=1

jajj >
N¡1X
j=1

N ¡ j

N
jajj



Dodatek C

Uzupe÷nienia do rozdzia÷u 4

C.1 Oszacowanie b÷ ¾edów aproksymacji funkcji falko-
wych

Do wykazania prawdziwósci w÷asnósci H2a-H2b (zob. str. 70) aproksymacji ¹'p (x; H) i
¹Ã

p
(x; H) funkcji falkowych 'p (x) i Ãp (x) dla p > 2 wykorzystamy poni·zsz ¾a to·zsamóśc

(por. wzór (4.1) w rozdz. 4)

'p (x) ¡ ¹'p (x; H) = 'p (x) ¡ 'p

Ã¥
2Hx

¦
2H

!
(C.1)

oraz nast ¾epuj ¾ace w÷asnósci funkcji falkowych Daubechies (por. [130, str. 620] i [131, str.
297]):

C1. funkcje falkowe 'p (x) i Ãp (x) z numerem p = 2 nale·z ¾a do klasy C¿ , z wyk÷adnikiem
¿ » 0:55,

C2. funkcje falkowe 'p (x) i Ãp (x) o numerach p > 2 nale·z ¾a do klas C¿ z wyk÷adnikami
¿ > 1.

w sensie de…nicji 3.1 klasy g÷adkósci C (rozdz. 3).

Przypadek p = 2. Ze wzoru (C.1) i w÷asnósci C1 wynika nast¾epuj ¾aca nierównóśc
charakteryzuj ¾aca b÷ ¾ad aproksymacji funkcji skaluj ¾acych 'p (x) przez funkcje ¹'p (x; H)
(por. wzory (3.21)-(3.22) w rozdz. 3):

j'p (x) ¡ ¹'p (x; H)j =

¯̄̄̄
¯'p (x) ¡ 'p

Ã¥
2Hx

¦
2H

!¯̄̄̄
¯ 6 L¿

¯̄̄̄
¯x ¡

¥
2Hx

¦
2H

¯̄̄̄
¯
¿

= L¿

¯̄̄̄
¯2Hx ¡ ¥

2Hx
¦

2H

¯̄̄̄
¯
¿

St ¾ad (poniewa·z 2Hx¡¥
2Hx

¦
6 1; por. wzór (A.2) w Dodatku A.1, str. 114) otrzymujemy,

·ze
j'p (x) ¡ ¹'p (x; H)j 6 2¡¿H ¢ L¿ (C.2)

Przypadek p > 2. Aby oszacowác b÷ ¾ad aproksymacji funkcji skaluj ¾acych 'p (x) o
numerach p > 2 pos÷u·zymy si ¾e reprezentacj ¾a tych funkcji za pomoc ¾a wielomianu Taylora

131
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stopnia d¿e ¡ 1 i odpowiedniej reszty ² (x; xB) w punkcie
¥
2Hx

¦
=2H def

= xB (por. wzór
(3.22) w rozdz. 3)

'p (x) =

d¿e¡1X
r=0

('p)(r) (xB)

r!
¢ (x ¡ xB)r + ² (x; xB)

gdzie j² (x; xB)j 6 L¿ jx ¡ xBj¿ , L¿ > 0 (por. wzór (3.21)). Po podstawieniu powy·zszego
do wzoru (C.1) otrzymujemy

'p (x) ¡ ¹'p (x; H) = 'p (x) ¡ 'p (xB) =

d¿e¡1X
r=1

('p)(r) (xB)

r!
¢ (x ¡ xB)r + ² (x; xB)

a st ¾ad (poniewa·z x ¡ xB = x ¡ ¥
2Hx

¦
=2H 6 2¡H)

j'p (x) ¡ ¹'p (x; H)j 6 T1 ¢ jx ¡ xBj + ¢ ¢ ¢ + Td¿e¡1 ¢ jx ¡ xBjd¿e¡1 + L¿ ¢ jx ¡ xBj¿ 6
6 2¡H ¢ T1 + ¢ ¢ ¢ + 2¡(d¿e¡1)H ¢ Td¿e¡1 + 2¡¿H ¢ L¿

gdzie T1; : : : ; Td¿e¡1 s ¾a dodatnimi sta÷ymi. W powy·zszej nierównósci, dla du·zych wartósci
skal aproksymacji H istotny pozostaje tylko pierwszy wyraz. A zatem, przy du·zych skalach
H zachodzi oszacowanie

j'p (x) ¡ ¹'p (x; H)j 6 2¡H ¢ C1 (C.3)

gdzie C1 jest dodatni ¾a sta÷ ¾a.

Z nierównósci (C.2) i (C.3) wynika zatem, ·ze dla dowolnego numeru falkowego p > 2
i dla ka·zdego x, bezwgl ¾edny b÷ ¾ad aproksymacji funkcji skaluj ¾acych 'p (x) przez funkcje
¹'p (x; H) spe÷nia (przy du·zych wartósciach H) nierównóśc

j'p (x) ¡ ¹'p (x; H)j 6 2¡½H ¢ L' gdzie ½ =

½ » 0:55 dla p = 2
1 dla p > 2

(C.4)

ze sta÷ ¾a L' = max fL½; C1g. W podobny sposób mo·zna pokazác, ·ze dla ka·zdego x i p > 2
dla b÷ ¾edu aproksymacji falek Ãp (x) zachodzi¯̄

Ãp (x) ¡ ¹Ã
p

(x; H)
¯̄

6 2¡½H ¢ LÃ (C.5)

gdzie LÃ jest dodatni ¾a sta÷ ¾a (zob. wzory w (4.4) w rozdz. 4).

Oszacowania b÷ ¾edu aproksymacji funkcji falkowych 'p
Mn (x) i Ãp

ml (x). Obliczymy
teraz oszacowania b÷ ¾edów aproksymacji ¹'p

Mn (x; H) i ¹Ã
p
ml (x; H) skalowanych i przesuni-

¾etych funkcji falkowych 'p
Mn (x) i Ãp

ml (x).

Dla 'p
Mn (x), po podstawieniu u = 2Mx ¡ n otrzymujemy (por. de…nicje 'p

Mn (x) i
¹'p

Mn (x; H) w (1.14) i (4.2))

'p
Mn (x) ¡ ¹'p

Mn (x; H) = 2
M
2 ['p (u) ¡ ¹'p (u; H)]

Ze wzoru (C.1) i oszacowania (C.4) wynika zatem, ·ze

j'p
Mn (x) ¡ ¹'p

Mn (x; H)j 6 2
M
2 L'

¯̄̄̄
¯u ¡

¥
2Hu

¦
2H

¯̄̄̄
¯
½

6 2
M
2 2¡½H ¢ L' (C.6)

Analogiczna nierównóśc zachodzi dla b÷ ¾edów aproksymacji falek Ãp
ml (x)¯̄

Ãp
ml (x) ¡ ¹Ã

p
ml (x; H)

¯̄
6 2

m
2 2¡½H ¢ LÃ (C.7)
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Oszacowanie ca÷ki z aproksymacji ¹'p
Mn (x; H). Dla aproksymacji ¹'p (x; H) i

¹Ã
p

(x; H) (przy dowolnej skali aproksymacji H i dowolnego p) zachodz ¾a nast¾epuj ¾ace
oszacowania (por. de…nicje w (4.1) oraz nierównósci w (B.6) w Dodatku B.1)

j¹'p (x; H)j =

¯̄̄̄
¯'p

Ã¥
2Hx

¦
x

!¯̄̄̄
¯ 6 M' oraz

¯̄
¹Ã

p
(x; H)

¯̄
=

¯̄̄̄
¯Ãp

Ã¥
2Hx

¦
x

!¯̄̄̄
¯ 6 MÃ (C.8)

st ¾ad, w szczególnósci, dla ca÷ki z aproksymacji ¹'p
Mn (x; H) zachodzi nierównóśc (por. wzór

(4.2))¯̄̄̄
¯
Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

¹'p
Mn (x; H) dx

¯̄̄̄
¯ = 2

M
2

¯̄̄̄
¯
Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

'p

Ã¥
2H

¡
2Mx ¡ n

¢¦
2H

!
dx

¯̄̄̄
¯ 6 2¡ M

2 (2p ¡ 1) M'

(C.9)

Oszacowanie ca÷ek z kwadratów aproksymacji ¹'p
Mn (x; H) i ¹Ã

p
ml (x; H). Wyko-

rzystuj ¾ac ortonormalnóśc funkcji skaluj ¾acych 'p
Mn (x) (zob. wzór w (B.5)), otrzymujemy

nast¾epuj ¾ac ¾a równóścZ n+(2p¡1)

2M

n

2M

[¹'p
Mn (x; H)]2 dx =

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

[¹'p
Mn (x; H)]2 dx ¡

"Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

['p
Mn (x)]2 dx + 1

#
z której, po poni·zszych przekszta÷ceniachZ n+(2p¡1)

2M

n

2M

[¹'p
Mn (x; H)]2 dx = 1 +

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

[¹'p
Mn (x; H)]2 ¡ ['p

Mn (x)]2 dx =

= 1 +

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

[¹'p
Mn (x; H) ¡ 'p

Mn (x)] [¹'p
Mn (x; H) + 'p

Mn (x)] dx

otrzymujemy, korzystaj ¾ac z oszacowania (C.6) i nierównósci we wzorach (B.6) i (C.8),
nast¾epuj ¾ac ¾a nierównóścZ n+(2p¡1)

2M

n

2M

[¹'p
Mn (x; H)]2 dx 6 1 + 2¡M (2p ¡ 1) ¢ 2

M
2 2¡½HL' ¢ 2

M
2 ¢ 2M' =

= 1 + 2¡½H (2p ¡ 1) ¢ 2L'M'

a z niej (poniewa·z skala aproksymacji H > 0; oraz ½ > 0 – por. wzór (C.4)) poni·zsze
oszacowanie ca÷ki z kwadratu aproksymacji funkcji skaluj ¾acejZ n+(2p¡1)

2M

n

2M

[¹'p
Mn (x; H)]2 dx 6 ¹M¹' (C.10)

ze sta÷ ¾a ¹M¹' = 1 + 2 (2p ¡ 1) L'M'. W analogiczny sposób mo·zna pokazác, ·ze ca÷ka z
kwadratu aproksymacji falek spe÷nia nierównóścZ l+p

2m

l+(1¡p)
2m

£
¹Ã

p
ml (x; H)

¤2
dx 6 ¹M¹Ã

gdzie ¹M¹Ã = 1 + 2 (2p ¡ 1) LÃMÃ.
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C.2 Oszacowanie wariancji wspó÷czynników empi-
rycznych ~®p

Mn i ~̄p

ml modeli ~G (x; K; H; p)

Uwzgl ¾edniaj ¾ac we wzorach na wspó÷czynniki empiryczne ~®p
Mn i ~̄p

ml modeli obliczeniowych
~G (x; K; H; p) (zob. wzory w (4.17) w rozdz. 4) równanie wyj́scia identy…kowanego systemu
(wzory (2.1) i (2.5) w rozdz. 2) otrzymujemy, ·ze:

~®p
Mn =

1

N

NX
k=1

¹'p
Mn (xk; H) ¢ [R (xk) + »k + zk]

~̄p

ml =
1

N

NX
k=1

¹Ã
p
ml (xk; H) ¢ [R (xk) + »k + zk]

A zatem (por. wzory w (B.1) w Dodatku B.1, str. 116) przy szacowaniu wariancji tych
wspó÷czynników mo·zna skorzystác z obliczeń przeprowadzonych dla wspó÷czynników em-
pirycznych ®̂p

Mn i ^̄p

ml modeli falkowych Ĝ (x; K; p) (zob. Dodatek B.1).

Podstawiaj ¾ac w tych obliczeniach, w miejsce nierównósci (B.7)-(B.10), ich poni·zsze
odpowiedniki uzyskane na podstawie de…nicji we wzorze (1.14) w rozdz. 1, za÷o·zeń Z1-Z3
w rozdz. 2 oraz oszacowań (B.4), (C.6) i (C.8)-(C.10):

E [¹'p
Mn (x1; H)]2 =

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

[¹'p
Mn (x; H)]2 f (x) dx 6 ¹M¹'Mf (C.11)

E [¹'p
Mn (x1; H) R (x1)]

2 =

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

[¹'p
Mn (x; H) R (x)]2 f (x) dx 6 ¹M¹'M2

RMf

jE ¹'p
Mn (x1; H)j =

¯̄̄̄
¯
Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

¹'p
Mn (x; H) f (x) dx

¯̄̄̄
¯ 6 2¡ M

2 (2p ¡ 1) M'Mf

jE (¹'p
Mn (x1; H) R (x1) ³ (x1))j =

¯̄̄̄
¯
Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

R (x) ³ (x) ¹'p
Mn (x; H) f (x) dx

¯̄̄̄
¯ 6

6 2¡ M
2 (2p ¡ 1) MRM³M'Mf (C.12)

otrzymujemy, ·ze wariancja wspó÷czynników empirycznych ~®p
Mn modeli obliczeniowych

~G (x; K; H; p) spe÷nia nast ¾epuj ¾ac ¾a nierównóśc (por. wzór (B.13))

var ~®p
Mn 6 1

N

¡
¹Avar + ¹Acov

¢
(C.13)

ze sta÷ymi (por. wzory w (B.11) i (B.12))

¹Avar = ¹M¹'Mf

¡
M2

R + var »1 + var z1

¢
oraz Acov = 2¡M ¢ M2

' (2p ¡ 1)2 CC

niezale·znymi od parametru przesuni ¾ecia n aproksymacji ¹'p
Mn (x; H). Podobnie, dla

wspó÷czynników empirycznych ~̄p

ml otrzymujemy, ·ze (por. oszacowanie (B.14))

var ~̄p

Mn 6 1

N

¡
¹Bvar + ¹Bcov

¢
(C.14)

gdzie sta÷e

¹Bvar = ¹M¹ÃMf

¡
M2

R + var »1 + var z1

¢
oraz ¹Bcov = 2¡m ¢ M2

Ã (2p ¡ 1)2 CC
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s ¾a niezale·zne od parametru przesuni ¾ecia l aproksymacji ¹Ã
p
ml (x; H). Pokazalísmy w ten

sposób, ·ze wariancje wspó÷czynników empirycznych ~®p
Mn i ~̄p

ml modelu obliczeniowego
~G (x; K; H; p) spe÷niaj ¾a nierównósci ze wzoru (4.25) w rozdz. 4.

C.3 Oszacowanie wariancji wyj́scia var ~G (x; K; H; p)

Korzystaj ¾ac z odpowiednich obliczeń dla empirycznych modeli falkowych Ĝ (x; K; p) prze-
prowadzonych w Dodatku B.2 (str. 120), oszacowań wariancji wspó÷czynników ~®p

Mn i ~̄p

ml

empirycznych modeli obliczeniowych ~G (x; K; H; p) (wzory (C.13) i (C.14)) oraz w÷asnósci
(4.28) tych modeli otrzymujemy, ·ze w dowolnym, ustalonym punkcie x 2 S, dla wariancji
ich wyj́scia zachodzi nierównóśc:

var ~G (x; K; H; p) 6 2K

N

h
2M¡K ¹Ax +

³
1 ¡ 2 ¢ 2

M¡K
2 + 2M¡K

´
¹Bx +

³
2

M¡K
2 ¡ 2M¡K

´
2 ¹Dx

i
gdzie, odpowiednio (por. wzór (B.17))

¹Ax = M2
' (2p ¡ 1)2 ¡

¹Avar + ¹Acov

¢
¹Bx = M2

Ã

³
2p¡1p

2¡1

´2 ¡
¹Bvar + ¹Bcov

¢
¹Dx = M'MÃ

(2p¡1)2

p
2¡1

¡
¹Dvar + ¹Dcov

¢
i gdzie ¹Dvar = max

©
¹Avar; ¹Bvar

ª
oraz ¹Dcov = max

©
¹Acov; ¹Bcov

ª
. Po uwgl ¾ednieniu, ·ze w

empirycznych modelach obliczeniowych ~G (x; K; H; p), pomi ¾edzy skalami M i K zachodzi
nierównóśc M 6 K, otrzymujemy oszacowanie wariancji wyj́scia tych modeli w ustalonym
punkcie x, dane we wzorze (4.29) w rozdz. 4:

var ~G (x; K; H; p) 6 2K

N
¢ ¹Cvar

ze sta÷ ¾a ¹Cvar = ¹Ax + ¹Bx + 2 ¹Dx.

C.4 Oszacowanie obci ¾a·zenia bias
2 ~G (x; K; H; p)

W ustalonym punkcie x, sk÷adow ¾a obci ¾a·zenia bias ~G (x; K; H; p) empirycznych modeli obli-
czeniowych ~G (x; K; H; p) szacujemy wykorzystuj ¾ac fakt, ·ze zarówno oryginalne funkcje
falkowe, jak i ich aproksymacje maj ¾a zwarte nósniki i znikaj ¾a poza przedzia÷ami zawiera-
j ¾acymi nósniki funkcji falkowych (zob. w÷asnóśc H3). A zatem wp÷yw na b÷ ¾ad pomi¾edzy
wyj́sciem modeli G (x; K; p) i ¹G (x; K; H; p) w punkcie x maj ¾a tylko te aproksymacje
¹'p

Mn (x; H) i ¹Ã
p
ml (x; H), których nósniki odpowiadaj ¾acych im funkcji falkowych 'p

Mn (x)
i Ãp

ml (x) zawieraj ¾a punkt x (por. z argumentacj ¾a podan ¾a przy szacowaniu b÷ ¾edów obci-
¾a·zenia i wariancji wyj́scia falkowych modeli empirycznych Ĝ (x; K; p) w Dodatkach B.2 i
B.4), st ¾ad

bias ~G (x; K; H; p) = G (x; K; p) ¡ ¹G (x; K; H; p) =

=

nmax(x;M;p)X
n=nmin(x;M;p)

[®p
Mn'p

Mn (x) ¡ ¹®p
Mn ¹'p

Mn (x; H)] +
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+
K¡1X

m=M

lmax(x;m;p)X
l=lmin(x;m;p)

£
¯p

mlÃ
p
ml (x) ¡ ¹̄p

ml
¹Ã

p
ml (x; H)

¤
=

def
=

nmax(x;M;p)X
n=nmin(x;M;p)

¹A +
K¡1X

m=M

lmax(x;m;p)X
l=lmin(x;m;p)

¹B (C.15)

gdzie odpowiednie granice sumowań s ¾a dane wzorami (B.16) i (3.25), str. 121 i 33).

Oszacowanie sk÷adników ¹A i ¹B. W oszacowaniu sk÷adników pierwszej sumy we
wzorze (C.15) korzystamy z poni·zszego wzoru

¹A = ®p
Mn'p

Mn (x) ¡ [®p
Mn ¹'p

Mn (x; H) ¡ ®p
Mn ¹'p

Mn (x; H)] ¡ ¹®p
Mn ¹'p

Mn (x; H) =

= ®p
Mn ['p

Mn (x) ¡ ¹'p
Mn (x; H)] + ¹'p

Mn (x; H) [®p
Mn ¡ ¹®p

Mn] (C.16)

Zauwa·zaj ¾ac teraz, ·ze

®p
Mn ¡ ¹®p

Mn =

Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

G (x) ['p
Mn (x) ¡ ¹'p

Mn (x; H)] dx

na podstawie oszacowania (C.6) dostajemy, dla dowolnych funkcji G (x) ograniczonych w
przedziale S = [a; b] (tj. spe÷niaj ¾acych w nim warunek jG (x)j 6 MG < 1), nast ¾epuj ¾ac ¾a
nierównóśc

j®p
Mn ¡ ¹®p

Mnj 6 2¡M (2p ¡ 1) ¢ MG ¢ 2
M
2 2¡½HL' = 2¡ M

2 2¡½H (2p ¡ 1) MGL'

która wraz z poni·zsz ¾a (wynikaj ¾ac ¾a z de…nicji w (1.14) w rozdz. 1 oraz oszacowań podanych
we wzorze (B.6))

j®p
Mnj =

¯̄̄̄
¯
Z n+(2p¡1)

2M

n

2M

G (x) 'p
Mn (x) dx

¯̄̄̄
¯ 6 2¡M (2p ¡ 1) ¢ MG2

M
2 M' 6 2¡ M

2 (2p ¡ 1) MGM'

prowadzi do oszacowania sk÷adnika ¹A we wzorze (C.16) (por. wzory (B.6) i (C.6))¯̄
¹A
¯̄

6 2¡ M
2 (2p ¡ 1) MGM' ¢ 2

M
2 2¡½HL' + 2

M
2 M' ¢ 2¡ M

2 2¡½H (2p ¡ 1) MGL' =

= 2¡½H ¢ ¹CA (C.17)

gdzie sta÷a ¹CA = 2 (2p ¡ 1) MGM'L' nie zale·zy zarówno od parametru przesuni ¾ecia n jak
i skali M .

Podobnie, dla sk÷adnika ¹B otrzymujemy, ·ze¯̄
¹B
¯̄

6 2¡½H ¢ ¹CB (C.18)

ze sta÷ ¾a ¹CB = 2 (2p ¡ 1) MGMÃLÃ niezale·zn ¾a od parametru l oraz skali m.

Oszacowanie obci ¾a·zenia bias
2 ~G (x; K; H; p). Liczba sk÷adników ¹A w pierwszej su-

mie wzoru (C.15) wynosi nmax (x; M; p) ¡nmin (x; M; p) +1 (por. wzór (B.16)) i, podobnie
jak liczba sk÷adników ¹B w sumie wewn¾etrznej (wynosz ¾aca lmax (x; m; p)¡ lmin (x; m; p)+1
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dla ka·zdej ze skal m = M; : : : ; K¡1; por. wzór (3.25)), jest nie wi ¾eksza ni·z 2p¡1. St ¾ad, po-
niewa·z M 6 K, to zachodzi nast ¾epuj ¾ace oszacowanie b÷ ¾edu obci ¾a·zenia bias ~G (x; K; H; p)
w dowolnym, ustalonym punkcie x 2 S, przy za÷o·zeniu, ·ze K > 0 (por. wzory (C.17) i
(C.18)):¯̄̄

bias ~G (x; K; H; p)
¯̄̄

6 (2p ¡ 1) 2¡½H ¢ ¹CA + (K ¡ M) (2p ¡ 1) 2¡½H ¢ ¹CB =

= 2¡½HK ¢
½

(2p ¡ 1)

·
1

K
¹CA +

µ
1 ¡ M

K

¶
¹CB

¸¾
6

6 2¡½HK ¢ (2p ¡ 1)
¡

¹CA + ¹CB

¢
(C.19)

z którego otrzymujemy nierównóśc (4.31) z rozdzia÷u 4:

bias
2 ~G (x; K; H; p) 6 2¡2½HK2 ¢ ¹Cbias (C.20)

ze sta÷ ¾a ¹Cbias =
£
(2p ¡ 1)

¡
¹CA + ¹CB

¢¤2
. Z oszacowania (C.19) wnioskujemy zatem, ·ze

b÷ ¾edy wynikaj ¾ace z zastosowania aproksymacji funkcji falkowych (szacowane przez sk÷a-
dniki we wzorach (C.17) i (C.18)) akumuluj ¾a si ¾e i rosn ¾a (przy ustalonej skali M modeli
obliczeniowych) ze wzrostem skali K tych modeli.

Uwaga 3.12 Dla modeli obliczeniowych opartych jedynie o aproksymacje funkcji skalu-
j ¾acych (tj. w przypadku gdy M = K), oszacowanie (C.19) redukuje si ¾e do postaci¯̄̄

bias ~G (x; K; H; p)
¯̄̄

6 2¡½H ¢ (2p ¡ 1) ¹CA

Zatem w modelach tych nie wyst ¾epuje kumulacja b÷ ¾edów aproksymacji (por. wyniki badán
numerycznych w rozdz. 5).

C.5 Tabele wspó÷czynników Daubechies

Wspó÷czynniki fctg2p¡1
t=0 mo·zna wyznaczýc z nast ¾epuj ¾acych warunków (zob. np. [111, str.

592] i [131, str. 298])

Ortonormalnóśc :

Znikaj ¾ace momenty :

8>>>><>>>>:
2p¡1X
t=0

ctct+2n = ±0;n; n = 0; : : : ; p ¡ 1

2p¡1X
t=0

(¡1)t c(2p¡1)¡t ¢ tr = 0; r = 0; : : : ; p ¡ 1

(C.21)

które tworz ¾a, dla ka·zdego p, uk÷ad 2p równań o 2p niewiadomych ct.

Przyk÷ad 3.2 Dla p = 3 uk÷ad równán w (C.21) przyjmuje nast ¾epuj ¾ac ¾a postác8>>>>>>>><>>>>>>>>:

c2
0 + c2

1 + c2
2 + c2

3 + c2
4 + c2

5 = 1 : (n = 0)
c0c2 + c1c3 + c2c4 + c3c5 = 0 : (n = 1)

c0c4 + c1c5 = 0 : (n = 2)

c5 ¡ c4 + c3 ¡ c2 + c1 ¡ c0 = 0 : (r = 0)
0c5 ¡ 1c4 + 2c3 ¡ 3c2 + 4c1 ¡ 5c0 = 0 : (r = 1)

0c5 ¡ 1c4 + 4c3 ¡ 9c2 + 16c1 ¡ 25c0 = 0 : (r = 2)

Rozwi ¾azanie uk÷adu znajduje si ¾e w tabeli C.1 (str. 138).
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Wspó÷czynniki Daubechies dla numerów falkowych p = 2; : : : ; 6. Dla p = 2; 3
znane s ¾a dok÷adne wartósci wspó÷czynników ct (zob. np. [111, str. 593] i [118, str. 236]):

Tabela C.1 Wspó÷czynniki Daubechies dla p = 2; 3

t p
2 3

0
1 +

p
3

4
p

2

1 +
p

10 +
p

5 + 2
p

10

16
p

2

1
3 +

p
3

4
p

2

5 +
p

10 + 3
p

5 + 2
p

10

16
p

2

2
3 ¡ p

3

4
p

2

10 ¡ 2
p

10 + 2
p

5 + 2
p

10

16
p

2

3
1 ¡ p

3

4
p

2

10 ¡ 2
p

10 ¡ 2
p

5 + 2
p

10

16
p

2

4
5 +

p
10 ¡ 3

p
5 + 2

p
10

16
p

2

5
1 +

p
10 ¡

p
5 + 2

p
10

16
p

2

Natomiast dla p > 4 wyznaczono je jedynie numerycznie:

Tabela C.2 Wspó÷czynniki Daubechies dla p = 4; 5; 6

t p
4 5 6

0 0:230377813309 0:160102397974 0:111540743350
1 0:714846570553 0:603829269797 0:494623890398
2 0:630880767930 0:724308528438 0:751133908021
3 ¡0:027983769417 0:138428145901 0:315250351709
4 ¡0:187034811719 ¡0:242294887066 ¡0:226264693965
5 0:030841381836 ¡0:032244869585 ¡0:129766867567
6 0:032883011667 0:077571493840 0:097501605587
7 ¡0:010597401785 ¡0:006241490213 0:027522865530
8 ¡0:012580751999 ¡0:031582039318
9 0:003335725285 0:000553842201
10 0:004777257511
11 ¡0:001077301085

C.6 Liczba wspó÷czynników w modelach obliczenio-
wych ~RG (x; K; H; p)

Liczba wspó÷czynników w obliczeniowych modelach empirycznych ~RG (x; K; H; p) jest
równa liczbie wspó÷czynników w ich falkowych odpowiednikach R̂G (x; K; p) (por. wzór
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(3.5) z rozdz. 3 oraz wzory (3.8)-(3.9) i (4.15)-(4.16)) i wynosi (zob. te·z [72])

PG (M; K) = nmax (M; p) ¡ nmin (M; p) + 1 +
K¡1X

m=M

[lmax (m; p) ¡ lmin (m; p) + 1] =

=
§
2Mb

¨ ¡ 1 ¡ ¡¥
2Ma

¦ ¡ 2p + 2
¢

+ 1 +

+
K¡1X

m=M

[d2mbe + p ¡ 2 ¡ (b2mac ¡ p + 1) + 1] (C.22)

i dla dowolnego M 6 K mo·ze býc oszacowana nast¾epuj ¾aco (por. w÷asnósci (A.1) funkcji
d¢e i b¢c, Dodatek A.1)

PG (M; K) 6 2M (b ¡ a) + 2p +
K¡1X

m=M

[2m (b ¡ a) + 2p] = 2K (b ¡ a) + 2p (K ¡ M + 1)

A st ¾ad (poniewa·z 2¡K (K ¡ 1) < 1) otrzymujemy, ·ze

PG (M; K) < 2K [(b ¡ a) + 2p] (C.23)

C.7 Szybki obliczeniowy algorytm ilorazowy

W niniejszym dodatku wyka·zemy poprawnóśc wzorów (4.52) stosowanych w szybkim algo-
rytmie wyznaczania empirycznych modeli obliczeniowych ~RG (x; K; H; p). Ponadto, poka-
·zemy ·ze wspó÷czynniki wyznaczane za pomoc ¾a tego algorytmu s ¾a równowa·zne wspó÷czyn-
nikom wyznaczanym wed÷ug algorytmu (4.17) przy u·zyciu dok÷adniejszych (z wi ¾ekszym
parametrem skali H) aproksymacji ¹'p (x; H) i ¹Ã

p
(x; H) funkcji falkowych.

Zachodz ¾a bowiem nast ¾epuj ¾ace równósci (por. wzór (4.17) oraz de…nicj ¾e w (4.2) w
rozdz. 4):

~®p
mn =

1

N

NX
k=1

yk ¹'p
mn (xk; H + 1) =

1

N

NX
k=1

yk ¢ 2
m
2 ¹'p (2mxk ¡ n; H + 1) =

=
1

N

NX
k=1

yk ¢ 2
m
2 'p

Ã¥
2H+1 (2mxk ¡ n)

¦
2H+1

!
st ¾ad (zob. wzory (1.26)-(1.27) w rozdz. 1 oraz w÷asnóśc (A.4) funkcji b¢c w Dodatku A.1)

~®p
mn =

1

N

NX
k=1

yk

p
2

2p¡1X
t=0

ct2
m
2 'p

Ã
2 ¢

¥
2H+12mxk ¡ 2H+1n

¦
2H+1

¡ t

!
=

=
1

N

NX
k=1

yk

2p¡1X
t=0

ct2
m+1

2 'p

Ã¥
2H+12mxk ¡ 2H+1n

¦ ¡ 2Ht

2H

!
=

=
1

N

NX
k=1

yk

2p¡1X
t=0

ct2
m+1

2 'p

Ã¥
2H (2m+1xk ¡ 2n ¡ t)

¦
2H

!
=

=

2p¡1X
t=0

ct
1

N

NX
k=1

yk ¹'p
m+1;2n+t (xk; H) =

2p¡1X
t=0

ct~®
p
m+1;2n+t (C.24)
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i podobnie

~̄p

ml =
1

N

NX
k=1

yk
¹Ã

p
ml (xk; H + 1) =

1X
t=¡2(p¡1)

(¡1)t c1¡t
1

N

NX
k=1

yk ¹'p
m+1;2l+t (xk; H) =

=
1X

t=¡2(p¡1)

(¡1)t c1¡t~®
p
m+1;2l+t (C.25)

Ze wzorów (C.24) i (C.25) wynika zatem, ·ze wspó÷czynniki ~®p
mn i ~̄p

ml wyznaczane dla
kolejnych skal m = K ¡ 1; : : : ; M za pomoc ¾a wzorów w (4.52) (tj. wed÷ug szybkiego algo-
rytmu ilorazowego) odpowiadaj ¾a wspó÷czynnikom ~®p

mn i ~̄p

ml otrzymywanym za pomoc ¾a
wzorów w (4.17) w rozdz. 4 (tj. wed÷ug „zwyk÷ego” algorytmu ilorazowego) przy u·zy-
ciu dok÷adniejszych aproksymacji funkcji falkowych (z parametrami skali aproksymacji
równymi H + q, gdzie q = 1; : : : ; K ¡ M w kolejnych skalach m = K ¡ 1; : : : ; M).

St ¾ad (por. obliczenia w Dodatku C.4) rz ¾ad b÷ ¾edu bias
2 ~G (x; K; H; p) w empirycznych

modelach obliczeniowych wyznaczanych wed÷ug szybkiego algorytmu jest co najwy·zej
równy rz¾edowi tego b÷ ¾edu dla modeli wyznaczanych wed÷ug algorytmu ilorazowego (wzór
(C.20)).

C.8 Procedury komputerowe

Poni·zej zamieszczamy fragmenty programu wykorzystywanego w badaniach numerycz-
nych falkowych algorytmów identy…kacji. Zaprezentowane funkcje stanowi ¾a implementa-
cje dwóch kroków szybkiego algorytmu ilorazowego przedstawionego w rozdziale 4.

void ObliczAlfaKn(const int N,const Pomiary *zbior)
{

double xk,yk,vk;
double arg,sqrt2K_N;
int i,nMin,indeks;
sqrt2K_N = sqrt(1 ¿ K)/N;
for(int k = 0; k < N; k++)
{

xk = zbior[k].wejscie();
yk = zbior[k].wyjscie();
vk = xk*(1 ¿ K);
i = floor(vk);
nMin = MAX(i-(2*p-2),nmin(K,p));
for(int l = nMin; l 6 i; l++)
{

arg = fi(vk-l)*yk*sqrt2K_N;
alpha[K-M][l-nmin(K,p)] += arg;

}
}

}

Funkcja ObliczAlfaKn() (pierwszy krok algorytmu – wzory (4.50)-(4.51)) wyznacza
wspó÷czynniki ~®p

Kn, n = nmin (K; p) ; : : : ; nmax (K; p) z pomiarów f(xk; yk)gN
k=1.
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void FWT()
{

double arg;
int i,nMin,indeks,znak;
for(int m = K-1; m > M; m--)
{

for(int n = nmin(m,p); n < nmax(m,p); n++)
{

for(int t = 0; t 6 2*p-1; t++)
{

indeks = 2*n+t;
if(indeks > nmin(m+1,p) && indeks < nmax(m+1,p))
{

arg = alfa[m+1-M][indeks-nmin(m+1,p)]*c[p][t];
alfa[m-M][n-nmin(m,p)] += arg;

}
}

}

for(int l = lmin(m,p); l < lmax(m,p); l++)
{

for(int t = -(2*p-2); t 6 1; t++)
{

indeks = 2*l+t;
if(indeks > nmin(m+1,p) && indeks < nmax(m+1,p))
{

znak = t&0x01 ? -1 : 1;
arg = alfa[m+1-M][indeks-nmin(m+1,p)]*c[p][1-t]*znak;
beta[m-M][l-lmin(m,p)] += arg;

}
}

}
}

}

Funkcja FWT() (drugi krok algorytmu – wzory (4.52) – opieraj ¾acy si ¾e na szybkiej trans-
formacie falkowej (1.27)) wyznacza wspó÷czynniki ~®p

Mn i ~̄p

ml obliczeniowych modeli em-
pirycznych ~RG (x; K; H; p) dla dowolnego numeru falkowego p (por. np. [111, str. 595]).
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