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Wprowadzenie

Zadanie identy..kacji polega na wyznaczeniu matematycznego opisu zaleznoSci pomiédzy
wejsciem a wyjsciem obiektu. Zadanie to jest determinowane przez nastépujdce czynniki
(por. [52], [95], [108], [127]):

2 obiekt identy..kacji i informacjé apriorycznd o obiekcie,

2 mozliwosci pomiarowe i dane pomiarowe zebrane w trakcie eksperymentu (informa-
cjé pomiarowd),

2 wybrand klasé modeli obiektu, oraz

2 zastosowany algorytm identy..kacji.

Obiekt identy..kacji i informacja aprioryczna. W niniejszej pracy, obiektem iden-
ty..kacji jest nieliniowa charakterystyka elementu statycznego, béddcego czéscid sk-adowd
z+:0zonego systemu dynamicznego o strukturze blokowej (systemu o strukturze zbudowanej
z wyodrébnionych elementéw (podsystemdw) nieliniowych statycznych i liniowych dyna-
micznych).

Problematyka identy..kacji charakterystyk nieliniowych w tego typu systemach jest te-
matem szeregu prac (zob. np. [6], [8]-[11], [18], [44]-[57], [61]-[63], [66]-[70], [87]-[90], [103],
[107]-[108], [117], [124], [127]). Jej znaczenie wynika z szerokiego zakresu zastosowan sy-
stemoOw o strukturze blokowej, przyk:adowo: w sterowaniu [155], mechanice [134], biocy-
bernetyce [59], medycynie [75], [96], chemii [36], czy w przetwarzaniu sygna:ow [101].

Zak:adamy, ze dostépna informacja aprioryczna o identy..kowanej nieliniowosci jest nie-
wielka. Przyjmujemy jedynie, ze nieliniowa charakterystyka jest ograniczona; natomiast od
pozosta:ych elementéw dynamicznych systemu wymagamy tylko aby by:y asymptotycznie
stabilne.

Dane pomiarowe. Eksperyment. W pracy przyjmujemy, ze identy..kacja przebiega w
warunkach losowych, tj., ze wejscie zz0zonego systemu jest pobudzane sygna-em losowym,
a jego wyjscie podlega losowym zak:0ceniom. Sytuacja taka odpowiada tzw. eksperymen-
towi biernemu i, z praktycznego punktu widzenia oznacza, ze charakterystyka nieliniowa
w systemie ma byt identy..kowana w trakcie jego normalnej pracy (zob. np. [37, str. 39],
[40, str. 306]). Ponadto, zak:adamy, ze posiadane pomiary pochodzd z wejscia i wyjscia
caego systemu. Warunek ten jest istotny w wielu zastosowaniach, w ktorych od:dczenie
(lub rozdzielenie) systemu w celu identy..kacji jego elementdw jest, bddz niemozliwe (np.
w badaniach biomedycznych [102], [120], [154], czy analizie jakoSci wody [29]), bddz ko-
sztowne (np. w identy..kacji charakterystyk nieliniowych kolumn destylacyjnych [19] lub
obiektow elektrotermicznych [125]).
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Klasa modeli. Przyjéte og6lne postulaty odnosnie nieliniowosci béddcych obiektem
identy..kacji wymagaja (w celu umozliwienia zbieznosci algorytmom identy..kacji) dobra-
nia odpowiednio szerokiej klasy ich modeli (por. [44]-[57], [70], [86], [107]-[108], [112]-[113],
[116], [124]). W pracy stosujemy modele falkowe, ktdre opierajd sié na szeregach ortogo-
nalnych funkcji falkowych Daubechies'. Funkcje te stanowid nowd rodziné uk:adéw orto-
gonalnych. Ich teorii poSwiécone sa m. in. prace [16], [26], [92], [130]-[131] i monogra..e
[2], [5], [23], [27], [98], [118] i [152]. Szereg prac traktuje rowniez o ich zastosowaniach:
[99]-[100], [148]-[149]. Poza dziedzinami, takimi jak geologia [58], przetwarzanie sygna-ow
i obrazow [17], [24], [93], [94], [110], [118], [145], medycyna [1], [126], [146], [144], chemia
[38]-[39], energetyka [74], czy statystyka matematyczna [3], [65], [104], pewnd liczbé za-
stosowan mozna odnalezt réwniez w obszarze modelowania systeméw [106]. Przyk-adami
mogd byC tu aplikacje odpowiednich modeli falkowych w sterowaniu samolotami woj-
skowymi [12], monitorowaniu proceséw technologicznych i wykrywaniu uszkodzeh [25],
[76]-[77], [97], [147] i w medycynie [102], [120], [154]. Natomiast zastosowaniom falek w
identy..kacji dynamicznych systemow nieliniowych o strukturze blokowej poSwiécone s&
jedynie prace [70], [82] i [108] i czé&Sciowo [124].

Przyjécie falek Daubechies jako podstawy modeli identy..kowanych nieliniowosci wynika
z nastépujdcych przes:anek:

2 Falki te stanowid bazé ortogonalna przestrzeni funkcji carkowalnych z kwadratem.
W:asnost ta pozwala identy..kowat z ich pomocd szerokd klasé charakterystyk nie-
liniowych.

2 W odrdéznieniu od innych szeregow ortogonalnych, analityczne w+asnosci algorytmow
identy..kacji opartych o falki Daubechies nie zosta:y, jak dotdd, zbadane.

Algorytmy identy..kacji. Pojécie ,,algorytmy identy..kacji” jest w pracy rozumiane
dwojako:

2 jako zbiér formu- prowadzécych do uzyskania empirycznego modelu falkowego iden-
ty..kowanej charakterystyki nieliniowej, oraz

2 jako zestaw procedur obliczeniowych, umozliwiajdcych efektywne wyznaczenie em-
pirycznych modeli falkowych na podstawie danych pomiarowych.

Rozrdznienie to wynika ze specy..cznych w=asnosci funkcji falkowych Daubechies, ktéore
nie s& dane za pomocd jawnych wzorow, ale przy pomocy formu: rekurencyjnych. Z tej
przyczyny, bezpoSrednie zastosowanie falkowych algorytmow identy..kacji (tj. prosta im-
plementacja odpowiednich wzorow wykorzystujdcych falki Daubechies) nie jest mozliwe i
wymaga opracowania odpowiednich algorytmdw obliczeniowych uwzglédniajdcych té ce-
ché funkcji falkowych. Problem staje sié istotny zw:aszcza przy losowym pobudzeniu we-
jscia systemu z powodu braku standardowych procedur obliczeniowych (zob. uwaga 1.2
w rozdziale pierwszym).

1Ze wzglédu na brak polskojézycznych publikacji dotyczécych funkcji falkowych, w pracy stosujemy
dos:owne tzumaczenia terminéw angielskich z tej dziedziny.
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Cele pracy

W pracy postawiono nastépujéce cele:

2 Sformu:owanie i zbadanie w=asnosci falkowych algorytmow identy...kacji charaktery-
styk nieliniowych.

2 Zaproponowanie komputerowych (obliczeniowych) algorytméw identy..kacji, opar-
tych na prostej aproksymacji funkcji falkowych i zbadanie wp:ywu zastosowanej
aproksymacji falek na rezultat identy..kacji.

2 QOpracowanie sprawnych obliczeniowo algorytmow wyznaczania modeli falkowych.

2 Przeprowadzenie badah empirycznych. Eksperymentalne zbadanie w:asnosci algo-
rytmow dla ma:ej i umiarkowanej liczby pomiarow.

2 Eksperymentalne poréwnanie algorytméw falkowych z algorytmami opartymi na
szeregach trygonometrycznych.

Zagadnieniom tym poswiécone sd kolejne rozdziazy pracy:

Rozdzia: pierwszy zawiera podstawowe wiadomosci dotyczdce teorii falek. Rozdziar
drugi poSwiécony jest przedstawieniu klasy rozpatrywanych systeméw nieliniowych oraz
ich schematu zastépczego. Podajemy w nim takze przyk-adowe systemy z tej klasy i de..-
niujemy za:ozenia dotyczdce warunkow identy..kacji.

W rozdziale trzecim prezentujemy falkowe algorytmy identy..kacji oraz odpowiadajédce
im klasy empirycznych modeli falkowych charakterystyk nieliniowych. W formie twierdzen
i wnioskow przedstawiamy warunki zbieznosci modeli falkowych do identy..kowanych nie-
liniowosci, zaréwno w sensie lokalnym (punktowym) jak i globalnym (ca:kowym), Srednio-
kwadratowo i wed:ug prawdopodobiehstwa. Pokazujemy wp:yw regularnosci (g-adkosci)
identy..kowanych charakterystyk, funkcji géstosci prawdopodobienstwa wejscia systemu
oraz cech zastosowanych w modelach funkcji falkowych na szybkoSt zbieznosci poszcze-
golnych modeli. W szczegdlnosci pokazujemy, ze w praktycznych sytuacjach, przy braku
informacji na temat g-adkosci identy..kowanej charakterystyki, modele falkowe zbiegajd
doiniej,1 \;v¢sensie ca:kowego bédu Sredniokwadratowego, z gwarantowand szybkoscid rzédu
O Ni+== |

Na trest rozdzia:u czwartego sk-adajd sié komputerowe algorytmy identy..kacji falkowe;j.
Proponujemy tam, oparte na prostych aproksymacjach funkcji falkowych, obliczeniowe we-
rsje algorytmow falkowych i pokazujemy, ze (przy :atwych do spe:nienia wymaganiach)
sd one asymptotycznie rownowazne (pod wzglédem warunkow i szybkoSci zbieznoSci od-
powiednich modeli empirycznych) algorytmom ,,teoretycznym”, opartym na oryginalnych
funkcjach falkowych.

Wyniki teoretyczne ilustrujemy i uzupe:niamy w rozdziale pidtym rezultatami badan
symulacyjnych. Pokazujemy w nim zachowanie modeli falkowych przy ma:ej i umiarkowa-
nej liczbie pomiaréw, przy znanej i nieznanej funkcji géstosci wejscia systemu, dla g=ad-
kich i nieg-adkich charakterystyk, przy skorelowanych zak:6ceniach oraz roznych typach
systemow. Poroéwnujemy takze w:asnosci falkowych algorytmow z algorytmami wykorzy-
stujdcymi szereg trygonometryczny.

W ostatnim rozdziale podsumowujemy uzyskane wyniki oraz przedstawiamy, naszym
zdaniem wazne, poznawczo i praktycznie, zagadnienia otwarte, wymagajdce dalszych ba-
dan.



Rozdzia: 1
Falkowa analiza wielorozdzielcza

W rozdziale przedstawiamy elementy teorii falek wybrane pod kdtem ich zastosowania w
falkowych algorytmach identy..kacji.

W teorii falek podstawowad rolé odgrywa para funkcji falkowych: * (x), nazywana falka-
ojcem (ang. father wavelet) lub funkcjéa: skalujdcd: (ang. scaling function) oraz A (x), zwana

falkd-matka: (ang. mother wavelet) ([27], [93], [98], [118] i [152]).

Przesuniécia (translacje) funkcji skalujdcej * (x), tj. =, (X) W - (X in),n2Z, gene-

rujd bazé ortonormalnd przestrzeni V, béddcej podprzestrzenid przestrzeni L? (R) funkcji
ca:kowalnych z kwadratem

Vo=spanf" (x i n);n2Zg% L?*(R)

Translacje jej skalowanych wersji

. def
mn(x)'_

22" (2™X i n) (1.1)
stanowid natomiast bazy ortonormalne podprzestrzeni V,, ¥2 L? (R)
Vim=spanft®,,(X);n2Zg;m2Z

formujdcych analizé wielorozdzielczaé: (ang. multiresolution analysis) przestrzeni L? (R),
tj. :ahcuch zagniezdzonych podprzestrzeni

00V, Y% Vo YaVy %886 % Vinia %o Vin %2 Vinaa 066 % L2 (R) (1.2)
0 nastépujdcych w=asnosciach
N\ +——
Vin = f0g oraz Vim = L2 (R) (1.3)
m2Z m2Z

Z (1.2) i (1.3) wynika zatem, ze dowolna funkcja carkowalna z kwadratem jest, w kolej-
nych podprzestrzeniach Vy, (tj. ze wzrostem skali m), aproksymowana z rosndcd dok:ad-
noscid (rozdzielczoscid).

Falkami nazywamy skalowane przesuniécia pojedynczej falki-matki A (x)

A0 E22A0"xi1); Lm22Z (1.4)

10
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Podstawowd cechd falek jest nastépujdca w+asnosc
VA
A, (xX)dx =0 (1.5)
R

Falki tworzd bazy ortonormalne wzajemnie ortogonalnych podprzestrzeni Wy, % L? (R)
W =spanfA, (x);12Zg;m2Z

stanowidcych podstawé falkowej dekompozycji przestrzeni L? (R)
M
L2(R) = W, (1.6)

m=j1

Podprzestrzenie W, sd& ortogonalnymi dope:nieniami podprzestrzeni V., w ahcuchu
(1.2) i zawierajd elementy Vi1 lezdce poza Vpy,

Powyzszy zwidzek jest podstawd rownowaznej z (1.6) dekompozycji L? (R) z:0zonej z
podprzestrzeni typu V i W

L2(R) =V I\Mw- M22Z (1.8)
— VM ms .

m=M

W oparciu o té dekompozycjé, dowolnd podprzestrzeh Vi, K 2 Z, mozna przedstawic za
pomocd nastépujdcej sumy jej podprzestrzeni

Ve =V W K>M (1.9)

1.1 Rodzina funkcji falkowych Daubechies

Funkcje falkowe Daubechies *P (x) i AP (x) stanowid rodziné funkcji falkowych o zwar-
tym nosniku. Ich w:asnoSci zalez& od liczby naturalnej p zwanej indeksem (numerem)
falkowym.

Uwaga 1.1 Najprostszym (i chronologicznie pierwszym, zob. [60]) ich przyk:adem séd
funkcje~o indeksie p = 1, zwane funkcjami Haara. Funkcja skalujdca "* (x) i falka-matka
Haara A (x) dane s (jako jedyne w rodzinie funkcji Daubechies) prostymi wzorami (por.
Rys. 1.1)

LX) =lpy(x) oraz A'(x)= o) 09 i Mz ) (1.10)
gdzie Is (x) jest funkcjd wskaznikowd: zbioru S
Y.
’ 1 x2S

s = x25
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1,5 4 1,5

1 801(1’) 1 q/fl(f)
0,5 0,5

0 \ 0

0,5 1 015

-0,5 -0,5 A

-1 4 14
_1ﬂ5 - -].75 -

Rys. 1.1 Funkcja skalujdca "1 (x) i falka Haara A* (x)

W-:asnosci funkcji falkowych Daubechies. Przedstawimy teraz w-asnosci funkcji
falkowych wykorzystane w dalszej czé&Sci pracy podczas konstruowania i analizy propono-
wanych algorytmow identy..kacji i modeli falkowych:

2 Zwarty nosnik. Funkcje falkowe Daubechies majd zwarte noSniki o d:ugosci 2p j 1
supp "P(x) =[0;2p i 1) oraz suppAP(x) =[1 i p;p)

a ich skalowane translacje nosniki o d-ugosciach %ml"—l (por. (1.1) i (1.4))

- ] . ]
. n n+(2pijl ~ I+ (1 j | +
SUPP "o () = o % oraz  suppAp, (x) = (2m' P). Zmp
(1.11)
2 7Znikajdce momenty. Falki Daubechies AP (x) posiadajd p znikajdcych momentow
z Z,
XK ¢ AP (x) dx = X< ¢ AP (x) dx = 0; k=0;:::;pil (1.12)
R lip

2 Brak jawnych wzorow. Oprécz przypadku, gdy p = 1, funkcje falkowe Daubechies
nie majd jawnej postaci ale stanowid granice procedur rekurencyjnych (zob. np. [26]-
[27]). W pracy [130, str. 616] podano przyk:adowy sposob konstrukcji tych funkcji
-p p,>< - AP P X t -p

) x)= 2 Ct™ (r;) (2x j t) oraz A x)= 2 (il) ci;¢ ril) 2xiv
t=0 t=i2(pid)
(1.13)
gdzie
"o = Toy ()

We wzorach (1.13), fctgfigl jest zbiorem wspo:czynnikow Daubechies, specy..cznym
dla kazdej rodziny funkcji *P (x) i AP (x) (zob. np. [27]).

W Dodatku C.5, str. 137, przedstawiliSmy jednd z metod wyznaczania tych
wspo-czynnikéw, a w znajdujdcych sié tam tabelach C.1-C.2, zestawilismy ich
wartosci dla numeréw falkowych p = 2;:::6.
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Uwaga 1.2 Przedstawiona w (1.13) metoda konstrukcji funkcji falkowych Daubechies nie
pozwala (dla skohczonych r) wyznaczyc wartdsci funkcji falkowych =P (x) i AP (x). Istnie-
jdce (osobne) procedury s:uzdce do ich wyznaczania dzia-ajd poprawnie jedynie w punktach
lezalcych na siatce binarnej (tj. w punktach o postaci n=29, gdzie n;q 2 Z;q < 1) (przy-
k-ad takiej procedury, pochodzdcej z pracy [131], przedstawiamy w Dodatku A.3, str. 115)

Rys. 1.2 Funkcja skalujdca Daubechies "2 (x) oraz odpowiadajdca jej falka A? (x)

Skalowane i przesuwane funkcje falkowe Daubechies *P (x) i AP (x) (por. (1.1) i (1.4))
LX) =27"P(2™x jn) oraz AP (x)=2FAP(2™x ) (1.14)

generujd, dla kazdego p, w:asne przestrzenie VP i WP, a zatem tez, odmienne dla kazdej
z rodzin, analizy wielorozdzielcze (por. (1.2))

teevP VPVl ettt VEh o VLRV, tte e L (R) (1.15)
i, odpowiadajdce im, falkowe dekompozycje przestrzeni L? (R) (por. (1.8))

L2(R) =V} ™ WP (1.16)
M m '
m=M

1.2 Aproksymacja falkowa

Niech F (x) bédzie dowolnd funkcja ca:kowalnd z kwadratem, F (x) 2 L2 (R). Jej rozwi-
niécie w szereg falkowy, odpowiadajdcy dekompozycji (1.16) ma postac

X XX
F()= ®n "n (X) + AR (%) (1.17)

n=i1 m=MI=;1

gdzie ®},, i ", s& wspdczynnikami Fouriera tej funkcji, zwanymi réwniez jej wspd:czyn-
nikami falkowymi (ang. wavelet coedcients), o postaciach (por. (1.11))

Z n+@pil) YA Lo
2 — ~
Ry = FX) "M (Qdx oraz ~h = sy T ) AP dx (1.18)
n +(Lip
oM 2
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Rzut ortogonalny (najlepsza aproksymacja) funkcji F (X) w wybranej przestrzeni V?;
K2 Z, K> M, jest dany nastépujdco (por. (1.9))

K K
F(xK;p) = ®hpn " hn (X) + PAR L (X) (1.19)
n=ijl1 m=MI=; 1

Pierwszy skzadnik F (x; K;p) mozna traktowaC jako wstépne (zgrubne) przyblizenie funk-
cji F (x), uzupe+nione (w drugim ze sk:adnikdw) o szczegd:y funkcji F (x) zawarte w prze-

w metryce przestrzeni L? (R) wynosi
z

ISEF (;K;p) = kF () i F(xK;pki= [F(X)iF (xK;p)ldx=
R

= @) + P+
nz'E\l m=MI=j1 1
i (®R/In)2 + pml)2 =
n=j1 m=MI=j 1
X x
= P ) (1.20)
m=KI=j 1

jest wiéc rowny sumie kwadratéw wspd:czynnikow falkowych ~ P funkcji F (x), niewyko-
rzystanych w aproksymacji F (x; K; p).

Asymptotycznie (dla K ddzdcych do nieskohczonosci) otrzymujemy, dla dowolnego in-
deksu falkowego p, dok:adnd (w sensie b-édu (1.20)) reprezentacjé funkcji F (x), a zatem:

ISEF (x;K;p) ¥ 0, gdy KT 1 (1.21)

Przestrzenie V/? noszé nazwé przestrzeni aproksymacji (ang. approximation spaces lub
resolution spaces), natomiast WP, czésto nazywane sd przestrzeniami detali (szczego6:0w)
(ang. detail spaces).

Aproksymacja falkowa w skohczonym przedziale. Za:0zmy teraz, ze funkcja F (X)

znika poza pewnym skonczonym przedzia:em S = [a;b], (zob. przyk:ad na Rys. 1.3).
Zauwazmy, ze wspo:czynniki falkowe ®},, i ~h, odpowiadajdce funkcjom falkowym

"o () i AP () ktorych nosniki lezd poza przedzia:em S sd rowne zero, dziéki czemu

szereg falkowy funkcji F (x) redukuje sié do postaci (por. (1.17))

nmw;p) X |ma&;p) .
F(x) = ®R/In -R/In xX) + Ir[')nIAme x) (1.22)
N=Nmin(M;p) M=M I=lpjn(mM;p)

zawierajdcej w kazdej skali m skofhczond liczbé wyrazow. Granice sumowan Npin (M; p),
Nmax (M; P), Imin (M; p), Imax (M; p) wyznaczane sd z nastépujdcych warunkow

n+(2pi1)>a l+p_
m
2M " oraz I+ 2 ) (1.23)
_ +Lip
v =P P
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I wynoszd
¥ 1
Nmin (M; p) = 2Ma' j 2p+2 lmin (M; p) = b2™ac j p + 1
§ oraz (1.24)
Nmax (M;p) = 2Mb j 1 Imax (M; p) = d2Mbe +p j 2

gdzie bxc (dxe) oznacza najwiéksza (najmniejszd) liczbé carkowitd nie wigékszd (nie mniej-
szd) niz x (zob. [42, str. 87] i Dodatek A.1, str. 114).

n=n,, (M;p)+1 n=n,, (M.p)
n=n_, (M,p) : n=n,,,(Mp)-1 :
: >
a : b x
| I i : ;
xr
i [ T I T I i I ] \/177( )
T ! T ! v
I I I I'I/)MI(CU)
| I I I I I ]
v
— — — — — — — ¢;11+1./($)
| I I I I I I I I I i ]
: »
|:||||I|I|I|I|I|I|I|I|f:I 'Auz.l(aj)
o s .
=1, (M+2,p),/ . DA =l (M2 .
"\ EL )/ mal M H2,
USlu(2p)4 e Ozl N heME22)

Rys. 1.3 W rozwiniéciu falkowym funkcji F (X) znikajdcej poza przedzia:em S = [a; b] wystépujd
jedynie funkcje falkowe *},. (X) i Al (X), m > M, ktorych nosniki (przedstawione w postaci
szarych prostokdtéw) przecinajd sié z tym przedzia-em. Rysunek odpowiada sytuacji, gdy numer
falkowy p = 2 (zauwazmy, ze noSniki poszczegdlnych funkcji falkowych w tej samej skali nachodzd
na siebie)

W konsekwencji, aproksymacije funkcji F (x) w przestrzeniach V.2, K > M; przyjmujé
postac (por. (1.19))

nmw;p) % |ma§@;p)
F (xK;p) = ®Ran " n () + A () (1.25)

N=Nmin(M;p) M=M I=lnin(mM;p)

i zawierajd, dla dowolnych skohczonych skal M i K, skohczond liczbé wspo:czynnikéw
®Ny, i b . Aproksymacje (1.25) stanowid podstawé do skonstruowania falkowych modeli
teoretycznych w prezentowanych w pracy falkowych algorytmach identy..kacji.

1.3 Szybka transformata falkowa FWT

Pomiédzy funkcjami skalujdcymi a falkami Daubechies 0 tym samym numerze falkowym
p zachodzd nastépujdce relacje (por. (1.13))

=p — p_% =p - AP _Ps x =1\t =p -
xX)= 2 ce"P(2x jt) oraz AP(x)= 2 (i) c;e"P(2x i t) (1.26)
t=0 t=i2(pil)
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ktore stanowid podstawé, zaproponowanego w pracy [92], algorytmu tzw. szybkiej
transformaty falkowej (ang. fast wavelet transform (FWT)) s:uzdcego do wyznaczania
wspé:czynnikow falkowych ®P,, i ~F .. Algorytm ten oblicza wspé:czynniki falkowe w
skali m na podstawie wspé:czynnikow z wyzszej skali m + 1 za pomocd wzorow
LG X
® = C®ionse Oraz b= (1 D) 3@ o1at (1.27)
t=0 t=i2(pil)

Zwrotmy uwagé na nastépujdce w:asnosci tego algorytmu, w odniesieniu do zadania wy-
znaczania wspo:czynnikow falkowych w aproksymacjach (1.25):

2 Algorytm nie de..niuje sposobu wyznaczania wspé:czynnikéw poczdtkowych ®F
(zob. np. dyskusjé na ten temat w pracy [28]).

2 Jego z:0zonoSt obliczeniowa jest funkcjd liniowd wzglédem liczby wspo:czynnikdéw
®F,,, (por. np. [92], [131]).



Rozdzia: 2

Nieliniowe systemy o strukturze
blokowej

Proponowane i badane w pracy algorytmy s-uzd do identy..kacji nieliniowej charaktery-
styki elementu statycznego, béddcego czéscid z:ozonego systemu o strukturze blokowej.
Systemy z rozwazanej klasy zawierajd zaréwno statyczne elementy nieliniowe jak i liniowe
elementy dynamiczne.

W literaturze mozna znalezt szereg prac poswiéconych identy..kacji tego typu systemow.
W odniesieniu do zagadnienia identy..kacji charakterystyk nieliniowych, w wielu pracach
na ten temat (np. [6], [8]-[11], [18], [62]-[63], [87]-[90], [103], [117], [127]) autorzy rozwa-
zajd systemy, w ktorych identy..kowana charakterystyka nalezy do znanej klasy funkcji o
skonczonej liczbie parametrow. Z tego punktu widzenia, znacznie szerszd klasé systemow,
badano w pracach ([44]-[57], [70], [86], [107]-[108], [124]), w ktérych o charakterystyce
zak:adano jedynie, ze jest ograniczona lub caskowalna z kwadratem.

2.1 Zastosowania praktyczne

Jak wspomniano we wprowadzeniu, inspiracjé dla rozwoju badan nad identy..kacjd syste-
mow o strukturze blokowej stanowi stale rosndcy obszar dziedzin, w jakich pojawiajd sié
ich zastosowania. Oprocz zastosowah w sterowaniu (zob. np. [125] i [155]), szereg aplikacji
pojawi+o sié takze w medycynie [96], biocybernetyce [59], [75] i chemii [36]. Kolejnymi przy-
kzadami mogd byc: praca [143], w ktdrej przedstawiono zastosowania systemow o struktu-
rze blokowej do opisu pojedynczych komorek nerwowych (neuronéw) oraz ich czésci (m.
in. synaps, zob. Rys. 2.5), jak rowniez komdrek receptorowych zmys:u s-uchu; czy tez prace
[78], [83], [105], w ktorych systemy Hammersteina sd wykorzystywane w dynamicznych
sztucznych sieciach neuronowych. Omawiane systemy stanowid rowniez podstawé modeli
urzddzeh stosowanych w przemysle spozywczym (np. kolumn rekty..kacyjnych, zob. np.
[19]). Nalezy takze odnotowat ich zastosowania w przetwarzaniu sygna:ow [54], [55] i [101].

17
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2.2 System zastépczy. Warunki identy...kacji

Klasé rozwazanych w pracy nieliniowych systeméw dynamicznych o strukturze blokowej
(Rys. 2.1) mozna opisat za pomocd ogélnego réwnania zastépczego (por. [108])

Y = R(Xk) +» (Xj1s Xkj2; 111 + 2 (2.1)

W rownaniu tym wyodrébniamy identy..kowand nieliniowost R (x), natomiast pozosta:d
Cz&SC systemu traktujemy jako zrod-o zak:0ceh », = » (Xk;1; Xkj2;:::)9 (por. np. [48]),
oddziarujdce wraz z zak:6ceniami pomiarowymi fz,g na jej wyjscie. Szczeg6-owa postac
zak:ocen f», g zalezy od struktury identy..kowanego systemu, w ogélnosci jednakze, przy
losowym pobudzeniu, stanowid one cidg skorelowanych zmiennych losowych.

| |
| & I 2 €
: é(xk-laxk-zv"') : {W,} -«
| RESZTA SYSTEMU |
| |
| |
| |
| |
R(x) | >
|
T, | Yy

Rys. 2.1 Schemat zastépczy klasy nieliniowych systeméw dynamicznych o strukturze blokowej

Algorytmy proponowane w niniejszej pracy identy..kuj& nieliniowoSCt R (x) na podsta-
wie dostépnego zbioru pomiaréw wejscia-wyjscia systemu f(xk;yk)g'lll. Pokazemy, ze z
tego powodu identy..kowana nieliniowost R (x) z Rys. 2.1 (wzér (2.1)) jest, w ogolnosci,
przesuniétd i przeskalowand wersjd oryginalnych charakterystyk elementéw nieliniowych
w tych systemach.

O systemie i warunkach identy..kacji przyjmujemy w pracy nastépujdce zaozenia:

Z1. WejScie systemu jest pobudzane cidgiem niezaleznych zmiennych losowych fx.g, ., 0
jednakowym rozk:adzie. Funkcja géstosci prawdopodobiehstwa wejscia T (X) istnieje
oraz jest dodatnia i ograniczona dla wszystkich x nalezdcych do pewnego przedzia:u
S =[a;b] i rowna 0 poza nim:

0<t6f(X)6 Mf <1 x2S (2.2)
dla pewnych, nieznanych +; M¢ > 0.

Z2. NieliniowoSt R (x) jest ograniczona dla x z przedzia;u S = [a; b]

JR(X)j6 Mg < 1, X28S (2.3)
Z3. Sygna: »,0,,,, pochodzdcy od systemu, mozna przedstawiC za pomoca ogolnej
formuzy
X
= i (i) (2.4)

i=1
gdzie 3 (x) jest nieliniowadscid pasozytniczd, bédaca (nieznand) funkcjd, ograniczond
dla kazdego x 2 S = [a; b]

PBPX)j6 Ms<1; x2S
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i dla ktorej zachodzi E3 (x;) = 0. Cidg f.;g jest (rowniez nieznand) odpowiedzid
impulsowd Immwggo uk:adu dynamicznego, o ktorym zak:adamy, ze jest asympto-
tycznie stabilny, .- 1],.] < .. Odpowiednie przyk:ady podane sd& w punkcie 2.3.

ZA. Zak:6cenie pomiarowe fz,g,, stanowi wyjscie nleznanego elementu (podsystemu)
gynamlcznego 0 odpowiedzi impulsowej T1I .g,_o, asymptotycznie stabilnego,
i—oJ%i) < 1 i pobudzanego biazym szumem f".g,,, 0 zerowej wartosci
oczekiwanej, E"; = 0, i skohczonej wariancji, var™; < 1L
X
Zy = Vi'kii
i=0

Z5. Procesy txyg i g, a zatem tez tx,g i fzxg, sd wzajemnie niezalezne.

Z6. Sygnary interakcyjne dczdce poszczegblne elementy systemu, podobnie jak zak:dce-
nia t»,g 1 fz,g, sd niedostépne dla pomiaru.

Przy tak sformuzowanych za-ozeniach ogolne rownanie zastépcze (2.1) przyjmuje postac

X X
Y=RX)+ i)t ki (2.5)

i=1 i=0

Zwrotmy uwagé, ze przedstawione powyzej zaozenia stawiajd niewielkie wymagania
co do zakresu wstépnej wiedzy o charakterystykach poszczeg6lnych elementéw systemu.
Za:ozenie Z2 obejmuje praktycznie dowolnd charakterystyké, jakd mozna spotkaC w za-
stosowaniach, a wraz z za-ozeniami Z1 i Z4, dotyczy sytuacji, w ktorych identy..kacja ma
miejsce:

2 podczas normalnej pracy systemu w stanie ustalonym (w trakcie tzw. eksperymentu
biernego),

2 w warunkach losowych, tj. przy losowym pobudzeniu wejst systemu i losowym cha-
rakterze (niemierzalnych) zak:6ceh pomiarowych dzia:ajdcych na jego wyjscie,

2 przy pomocy urzddzeh o ograniczonym zakresie pomiarowym (np. woltomierze,
Swiat:omierze, termometry).

Podobnie ogolny charakter ma za-ozenie Z3, ktore dotyczy dynamicznej czésci identy-
..kowanego systemu i nak:ada tylko wymaganie, aby by:a ona asymptotycznie stabilna.

Uwaga 2.3 Przy zasozeniach Z1-Z5, Xy, »,, zx 1, W konsekwencji takze yy, sd stacjo-
narnymi (w szerszym sensie) procesami losowymi drugiego rzédu, tj. dla kazdego z nich
istnieje sta:a wartosc srednia, ograniczona wariancja oraz funkcja autokowariancji zalezna
tylko od odleg:osci w czasie pomiédzy poszczegolnymi realizacjami kazdego z procesow (zob.

np. [153, str. 64] i por. [108, str. 948]).

2.3 Przyk:ady systemow o strukturze blokowej

Przedstawimy teraz przyk:adowe systemy o strukturze blokowej i dla kazdego z nich wy-
znaczymy postat rownania zastépczego (2.5) oraz warunki potrzebne do spe:nienia za:0zeh
Z2-Z3. W sposob szczegolny zbadamy zwidzki pomiédzy nieliniowoscid R (X) a charakte-
rystykami nieliniowymi elementow statycznych tych systemow.
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2.3.1 System statyczny

Jest to najprostszy z systemow (Rys. 2.2) nalezdcych do rozwazanej klasy, w ktorym
». ~ 0. Dla tego systemu rownanie zastépcze (2.5) redukuje sié¢ do postaci

X
Yk =1 () + i (2.6)
i=0

i nieliniowost R (X) w systemie zastépczym jest rowna charakterystyce 1 (X).

Rys. 2.2 System statyczny

2.3.2 System Hammersteina

W przedstawionych systemach Hammersteina (Rys. 2.3) nieliniowy element statyczny o
charakterystyce 1 (x) :dczy sié w kaskadé z liniowym elementem dynamicznym o odpo-
wiedzi impulsowej f_;gi-..

i A B
Yo Ty Y

Rys. 2.3 System Hammersteina: a) z zak-6ceniami na wyjsciu systemu, b) z zak:6ceniami na
wyjsciu elementu nieliniowego

System z Rys. 2.3a mozna opisat za pomocd ponizszego rownania (por. (2.6))
X X

Yk = it (Xii) + Ui"vii
i=0 i=0

z ktorego, po przekszta:ceniu do postaci

Yk = .0t () FET (X))  Li+t o Li[P ki) i ET)I 0 %G 2.7)
i=1 i=1 i=0

otrzymujemy w réwnaniu zastépczym (2.5), ze

X
R(X)=.0t(X)+s oraz 3(X)=1(X) § EX(X1), gdzies=E?1(xy) i (2.8
i=1
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Aby sysfgm spe:nia: za:ozenia Z2-Z3 potrzeba zatem, aby j2 (X)j < A, dlax 2 S,j o] <
1oraz Ljaj<a.
W wersji systemu z Rys. 2.3b nﬁ,wyjécie elementu nieliniowego * (X) dziaajd skorelo-

wane zak:6cenia zewnétrzne z}, = i1=0 “i"k;i. Otrzymujemy teraz, ze
X 0
Y= LitXkii) o LiZGi

skdd, po przekszta:ceniach, mamy (por. (2.7))

X X XK
Yk =0t (X)) +ET (X)) Li+ Li[P ki) 1 ET (X)) + i K G
i=1 i=1 i=0 j=0

a zatem, podobnie jak poprzednio (por. (2.8)), dostajemy, ze
X
R(X)=.o*(X)+s oraz 3(X)=1(x) i E*(X1), gdzies=E*(x)) .i (29
i=1
Zak:0cenia zewnétrzne z, przyjmujd natomiast postac (por. za:ozenie Z4)

X X
Zy — !i"kih gdzie 1, =
i=0 j=0

-

50 iij

W stosunku do wymagah stawianych systemowi Hammersteina z Rys. 2.3a, zak:adamy

docigtkowo, ze element dynamiczny z odpowiedzid ;g jest asymptotycznie stabilny, tj.,
1 .- -

€ i=o0J i <1.

Uwaga 2.4 Ze wzorow (2.8) oraz (2.9) wynika, ze dla systemow Hammersteina nielinio-
wosc R (X) w rownaniu zastépczym (2.5) nie jest rowna charakterystyce elementu statycz-
nego 1 (x), ale stanowi jej skalowand: i przesuniétd: wersjé

R(X)=_.0t(X)+s (2.10)

gdzie parametr _q i przesuniécie s sdista:ymi zaleznymi od systemu. Taka relacja pomiédzy
prawdziwa: charakterystykd 1 (x) a identy..kowand: nieliniowoscid R (x) jest konsekwencjéd,
z:ozonej struktury systemu i przyjétych w za:ozeniu Z6 ograniczen pomiarowych. Tozsa-
mosc R (xX) ~ (x) zachodzi tylko w szczeg6lnych wypadkach, gdy .o = 1 oraz np. gdy
charakterystyka 1 (x) i funkcja géstosci wejscia T (x) sd, odpowiednio, nieparzyste i syme-
tryczne wzglédem srodka przedzia:u S (wowczas E* (x;) =0, a stdd s = 0).

2.3.3 System rownoleg-y

W ponizszym przyk:adzie, system stanowi po:dczenie rownoleg=e nieliniowego elementu
statycznego z dynamicznym podsystemem liniowym (Rys. 2.4)

Jego rownanie ma postac (por. (2.6) i (2.7))

X X
Yk = 1(Xk) + SiXkgi T+ !i"kii (211)
i=0 i=0
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{w}

Y

Rys. 2.4 Przyk:ad systemu o strukturze rownoleg:ej

Zak-adajdc teraz, ze _ o = 0 (tj. ze podsystem dynamiczny wnosi opdznienie) otrzymujemy,
ze

X X
Yk = T(X)+ Xk t Li'ii =
i=1 i=0
X X X
= IT(X)+EX: Lit+  Li(Xkii i EXy)+ Vi
i=1 i=1 i=0

W rezultacie, w réwnaniu (2.5) nieliniowosci R (X) i 3 (x) sd dane nastépujdco (por. (2.8))

R(X)=1(x)+s oraz 3(X) =X j E(X1), gdzies=EX; .i
i=1

(2.12)

F)
Dla spe:nienia zaozeh Z2-Z3 nalezy przyjdc, ze j* ()] < A dlax 2 S oraz i1=1j,ij <1.
Natomiast warunek j3 (X)j] < A jest spe:niony na mocy zasozenia Z1 (tj. zerowania sié
funkcji géstosci wejscia T (X) poza przedzia:em S).

Rys. 2.5 Dynamiczne systemy nieliniowe o strukturze réwnoleg:ej stosowane sd przy modelo-
waniu powierzchni komdrek nerwowych [143, str. 94]

Uwaga 2.5 Nieliniowost R (x) jest rowna ch%;akterystyce 1 (x) jedynie w szczeg6lnych
przypadkach, gdy s = 0 (np. jesli Ex; =0 lub i1=1 .i = 0). W przypadku gdy .o & 0 (tj.
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gdy w podsystemie dynamicznym nie wystépuje opGznienie), zaleznosc (2.11) komplikuje
Sié 1 przybiera postac
X X X
Yk =T (X)) ¥ .oXk FEX1 i+ Li(Xegi i EX1) LY
i=1 i=1 i=0

Witedy, nawet jesli s = 0, to nieliniowost R (x) pozostaje zniekszta:cona w stosunku do
charakterystyki 1 (x) przez liniowy sk-adnik , gX

R(X) =*(x) + ,oX
W sytuacji, gdy .o = 1, mozna w celu identy..kacji * (x) skorzystac z faktu, ze +(x) =

R(X) i Xx.

2.3.4 System szeregowo-rownoleg:y

Jest to system z Rys. 2.6, béddcy uogolnieniem systemow przedstawionych poprzednio.

{w}  |e—

Ly, Yy

Rys. 2.6 Przyk-ad systemu szeregowo-rownoleg:ego z dwoma elementami nieliniowymi o cha-
rakterystykach - (x) i p(x)

Liniowe podsystemy dynamiczne w obu ga:éziach majd odpowiedzi impulsowe, odpowie-
dnio, 7,9 i T#;g i zak:adamy, ze w ga:ézi gornej wystépuje opdznienie, tj. #, = 0. WyjScie
takiego systemu mozna opisat nastépujdcym rownaniem (por. (2.6), (2.7) i (2.11))

X X
Yk = To-(X)FE-(X))  Ti+HEM(X)  #
i=1 i=1
X X
+ [ Gi) TE- )l +H# M KGi) i ERGDlg+ G (2.13)
i=1 i=0

Nieliniowost R (X) w rownaniu zastépczym (2.5) ma teraz postat (por. (2.8) i (2.12))

X X
R(X)="¢-(X)*+s; s=E-(X)) “j+EU(X) # (2.14)

i=1 i=1

Jesli zachodzi odwrotna sytuacja (opdznienie istnieje w ga:ézi dolnej, tj. ", = 0 oraz
#o & 0), to wowczas
R(X) = #oU(x) +s
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Gdy rownoczesnie “, & 0 oraz #, & 0, to nieliniowoSt R (x) jest rbwna wazonej i przesu-
niétej sumie obu charakterystyk nieliniowych

R(X) = "¢ (X) +#ol(X) +5

Aby przedstawiC zak:0cenia f», g w postaci jak w za:ozeniu Z3, skorzystamy z nastépujdcej
notacji wektorowej (zob. [108])

[ s #i

() [- () i E-(X1);0(X) i En(x)]

dziéki ktorej otrzymujemy, ze x
W= i3 (Kkgi) (2.15)
i=1
Z (2.14) i (2.15) wynika, zq:,za+ozenia|;2-23 sd spe:nione, gdy j- (X)j;ju(X)] < A dla
x2Sorazj#j;j o <d1i S0 i< 1.

2.3.5 System o wielu wejsciach (MISO)

Za:ozenie Z4 dotyczdce zak:0cenh zewnétrznych jest natury ogolnej. Nie formu:uje sié w
nim scissych wymagan co do struktury korelacyjnej zewnétrznych zak:6ceh (ktéra moze
byt dowolna), zddajdc jedynie aby zewnétrzny sygna- zak:6cajdcy z, by: (podobnie jak za-
k:0cenie », ) stacjonarnym procesem o zerowej wartosci oczekiwanej i skohczonej wariancji,
opisanym jak w Z4. Warunki te s& spe:niane przez typowe rodzaje zak:0cen:

2 Zak:0cenia nieskorelowane (szum biary), dla ktorych z, = ".

2 Zak:6cenia skorelowane (szum kolorowy), béddce wyjsciem asymptotycznie stabil-
nych elementéw dynamicznych, pobudzanych przez stacjonarny biazy szum ".

O szumie g zak:ada sié jedynie, ze E"; = 0 oraz var"; < L (por. Z4).

Wobec duzej dowolnosci rozk-adu zi, réwnanie (2.5) moze zatem pos:uzyt do opisu sy-
stemoOw o wielu stochastycznie niezaleznych wejsciach (systeméw addytywnych wzglédem
swoich wejst — zob. np. [114, str. 170])

Y

Rys. 2.7 System réwnoleg:y z dwoma niezaleznymi wejsciami

Przyk:ad takiego systemu przedstawiony jest na Rys. 2.7. Przyjmujdc w nim, ze wejScia
2, i X, sd stacjonarne i od siebie stochastycznie niezalezne, gorna ga:dz systemu mozna
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uznat za zréd-o skorelowanego zak-0cenia, dzia:ajdcego na wyjscie systemu Hammersteina
w dolnej gaézi. RGwnanie caego systemu jest teraz nastépujdce (por. np. (2.7))

X X
Yk = LitKeii) + 0 Ll CGiii)
i=0 i=0

Przeksztascajdc je do postaci rGwnania zastépczego (2.5)

X X
Yk = Lot()+ET(X) Li+tEU(GR) Y
i=1 i=0
X X
+ i) i ET )+ ViU i) i ER(R)]
i=1 i=0

otrzymujemy, ze

x x
R(X) = ,o*(X)+s; s=E*(x) Li+EUE) L

i=1 i=0
3(X) = *(X) i ET(x1); "W=UE) i EN(Z)

Przyjmujemy tu, ze j2 (X)) < L dlax 2 S, Vil () < 1, org3 ze oba elementy dyna-
miczne s& asymptotycznie stabilne, j_oj < 1, =, j.ii<di oi%iji< .

Podsumowanie

Przedstawiona w rozdziale klasa systemoéw nieliniowych obejmuje systemy o strukturze
blokowej, w ktdrej mozna wyodrébnit element statyczny o charakterystyce nieliniowej, i
w ktorych nie wystépuje sprzézenie zwrotne od wyjscia systemu.

Ze wzglédu na z:ozond strukturé systemdéw oraz przyjéte ograniczenia pomiarowe (za-
:0zenie Z6) obiektem identy..kacji nie jest oryginalna charakterystyka elementu statycz-
nego, ale ogolnie nieliniowoSt R (x) stanowidca jej przesuniétd i przeskalowand wersjé. Ze
wzglédu na szeroki obszar, w jakim rozwazana klasa systeméw znajduje swoje zastosowa-
nia (zob. przyk-ady w punkcie 2.1), wazna wydaje sié byC jednakze mozliwost identy..kacji
nawet przyblizonych w powyzszym sensie charakterystyk nieliniowych systeméw, za to w
warunkach bardzo ma:ej wiedzy wstépnej, zaréwno o w:asnosciach samych charakterystyk
jak i pozostasych elementow systemu oraz przy ograniczonych mozliwosciach pomiarow w
systemie (por. [45]). Przyjéte przez nas za-ozenia Z1-Z6 odpowiadajd takim wymaganiom.



Rozdzia+ 3
Falkowe algorytmy identy..kacji

W rozdziale prezentujemy i badamy falkowe algorytmy identy..kacji nieliniowosci R (x)
w systemie zastépczym przedstawionym na Rys. 2.1 w rozdziale drugim. Proponowane
algorytmy prowadzd do wyznaczenia empirycznych modeli falkowych, opartych o falkowe
aproksymacje identy..kowanych nieliniowosci (por. wzor (1.25) w punkcie 1.2). Algorytmy
te mogd znalezt zastosowanie przede wszystkim w sytuacjach, gdy wiedza wstépna na te-
mat identy..kowanej nieliniowosci jest niewielka (gdy np. wiadomo jedynie, ze nieliniowosc
jest ograniczona) (por. tez np. [43]-[57], [70], [86], [107]-[108], [112]-[113], [116], [124]).

Stosowane czésto w takich wypadkach tradycyjne algorytmy identy..kacji wykorzystu-
jdce modele béddce wielomianami o arbitralnie przyjétym stopniu (zob. np. [8]-[9], [87],
[103] czy tez [127]) w naturalny sposob ograniczajd klasé nieliniowosci, dla ktdrej mogéd
zbiegaC, do zbioru charakterystyk wielomianowych stopnia nie wyzszego niz wybrany.
Natomiast przedstawiane algorytmy falkowe (podobnie jak i inne algorytmy identy...kacji,
wykorzystujdce modele oparte na szeregach ortogonalnych) pozwalajd (asymptotycznie)
odkryt dowolne — w praktyce — nieliniowosci, znaczdco poszerzajdc klasé mozliwych do
identy..kacji charakterystyk, a tym samym, dziedziné potencjalnych zastosowan.

W:asnosci asymptotyczne (warunki i szybkoSt zbieznosci) algorytmow ortogonalnych
badano dotad m.in. dla szeregéw Fouriera [44], [50], [56], [86], Hermite’a [44], [50], [55],
Laguerre’a [46], Legendre’a [54] i Czebyszewa [112].

W pracy [44] zauwazono, ze asymptotyczne w=asnosci algorytméw ortogonalnych, uzy-
skane wczesniej dla systemoéw statycznych w [50], nie ulegajd zmianie, gdy identy..kowana
nieliniowoSC (jej wersja) jest charakterystykd statycznego elementu nieliniowego w syste-
mie Hammersteina, a w pracy [108] uogolniono té obserwacjé na szersza klasé z:ozonych
systemow o strukturze blokowej (obejmujdcd, oprocz wspomnianego wyzej systemu Ham-
mersteina, rowniez prezentowane w rozdziale drugim systemy réwnoleg-e i o strukturze
mieszanej).

Algorytmy falkowe z funkcjami falkowymi Haara badano w pracach [70] i [108]. W ni-
niejszej pracy, algorytmy identy..kacji wykorzystuja dowolne funkcje falkowe Daubechies,
podobnie jak wczesSniej w [49], [71]-[72] i [109], jednak w zastosowaniu do innych algoryt-
mow. Rozpatruje sié trzy typy algorytmow i wynikajdce z nich klasy empirycznych modeli
falkowych. Dwa z nich (algorytm ilorazowy i algorytm bezpoSredni) znajdujd zastosowa-
nie w sytuacjach, w ktorych funkcja géstoSci wejscia systemu jest znana, trzeci (algorytm

26
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ilorazowy z estymacjd funkcji géstosci wejscia) dotyczy przypadku, gdy tej funkcji nie
znamy.

A. Znana géstosc prawdopodobien-
stwa wejscia systemu

3.1 Algorytm ilorazowy

Podstawa teoretyczna. W przypadku znanej funkcji géstosci prawdopodobiehstwa
wejScia T (x) klasa teoretycznych modeli falkowych nieliniowosci R (x), stanowidca pod-
stawé do skonstruowania algorytmu identy..kacji, sk:ada sié¢ z modeli opartych o zapropo-
nowand w pracy [50] faktoryzacjé nieliniowosci R (X)

R(x) = G (X); gdzie G (X) ¥R x) tf(x) 3.1)
f(x)
Modele z tej klasy (otrzymywane dla réznych p) dane sd nastépujdcym ilorazem
e-m — G Kip)
Re (X Kip) = —¢5— ) (3.2)

w ktorym G (x; K; p) (dla danego K i p) jest teoretycznym modelem falkowym (aproksy-
macjd) funkcji G (x) (por. wzér (1.25) w punkcie 1.2)
nmw;p) % |may@;p) L
G K;p) = ®an "n () + 1A (X) (3.3)
N=Nmin(M;p) M=M I=Inin(M;p)
o wspé:czynnikach ®F,, i ~F, réwnych wspé:czynnikom jej rozwiniécia w szereg falkowy
(por. wzor (1.18) w punkcie 1.2)

Z n+(@pi1) Z 1+p

Fn= GO) U (Odx oraz Hy= " GEAL (A (34)
ZLM I+§lip)

Granice sumowan w modelu (3.3) wynoszd (por. (1.24))
1

¥
Nmin (M;p) = 2Ma' j 2p+2 Imin (M; p) = b2™Mac j p + 1

§ oraz (3.5
Nmax (M;p) = 2Mb j 1 Imax (M; p) = d2™be +p § 2

gdzie a; b sa granicami przedzia:u S.

Algorytm identy..kacji. Modele empiryczne. Zadaniem algorytmu identy..kacji
jest wyznaczenie empirycznego modelu falkowego nieliniowosci R (X) na podstawie zbioru
pomiaréw f(X; yk)gE=1 wejscia i wyjscia systemu (por. punkt 2.2 w rozdz. 2). Wobec zna-
jomosci funkcji géstosci T (x) oraz teoretycznej postaci modelu falkowego (wzory (3.2)-
(3.3)) zadanie to sprowadza sié do oszacowania (estymacji) nieznanych (przy nieznajomo-
ci R (X)) wspd:czynnikéw @Y, i b, modelu G (x; K; p) (dla dowolnego p) w oparciu o
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pomiary f(X; yk)gE=1. Opierajdc sié na znanym spostrzezeniu, ze przy zaozeniach Z1-Z5
wspo:czynniki modeli G (x; K; p) sd rowne przedstawionym ponizej wartosciom oczekiwa-
nym (zob. np. [44], [50], [104] lub [108])

®n = EN1"Mn ()] oraz Th = E[yaAh, (x1)] (3.6)
mozemy je oszacowat za pomocd prostych estymatorow
1 X . p 1 ~
®in = N Yk hn () oraz = N YA (k) (3.7
k=1 k=1

otrzymujdc w ten sposob klasé (dla réznych p) estymatorow falkowych (empirycznych
modeli falkowych) nieliniowosci R (x), odpowiadajdcych klasie modeli teoretycznych (3.2)-
(3.3):

Ra (x; K:p) = w (38)
gdzie
Nmayol:p) S Imaxnip)
G(xK;p) = Bn"tn () + "Bl () (3.9)
N=nNmin(M;p) M=M I=Inmin(m;p)

jest empirycznym modelem falkowym funkcji G (x).

Prowadzi to do sformu:owania nastépujdcego algorytmu identy..kacji (algorytm tego
typu dla innych uk-adéw funkcji ortogonalnych badany by: w [43], natomiast dla falek w

[72]):

Algorytm ilorazowy:

Krok 1. Na podstawie pomiarow f(xk;yk)gE=1 oblicz oszacowania ®,,, oraz AE“
wed-ug wzorow (3.7):

Krok 2.  Wyznacz empiryczny model nieliniowosci R (X) jako iloraz (3.8), z liczni-
kiem danym przez (3.9).

Analiza w:asnosci modeli empirycznych Rg (x; K;p), dla réznych p, sprowadza sié¢ do
zbadania w:asnosci modelu G (x; K; p) w liczniku zaleznosci (3.8).

3.1.1 Analiza w:asnosci modeli empirycznych G (x; K;p)

- —~ - p - AP
Zbieznosc oszacowan ®,, 1 ",

xatwo zauwazyt, ze na mocy za:ozeh Z3-Z5, estymatory ®, i AE“ dane wzorem (3.7) sd
nieobcidzone )
A —
E®,,=®, oraz E = " (3.10)

ml

Ponadto, dla ich wariancji zachodzd nastépujdce nieréwnosci
1 1
Va.r ®R/|n 6 N (Avar + Acov) OraZ Va.r -AIF')T'Il 6 N (Bvar + Bco\/) (3.11)

gdzie Avar; Bvar 0raz Aqy | Beoy Sd dodatnimi stazymi, zaleznymi od czéSci dynamicznej
systemu i charakteru zewnétrznych zak:6ceh (zob. (B.13) i (B.14) w Dodatku B.1, str.
116-120).

Z w:asnosci (3.10) i (3.11) wnioskujemy zatem, ze:
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Lemat 3.1 Wspé:czynniki @2, i ™7 modeli empirycznych & (x; K;p) zbiegajal Srednio-
kwadratowo do wspé:czynnikéw ®g,, i ~F, modeli teoretycznych G (x; K; p) wraz z rosndcé
liczbd pomiaréw N. Ponadto

1
MSE®,, = E(®}, i ®Rﬂn)2 =EE®, i ®R/In)2 = var@},, 6 N (Avar + Acov)
Ooraz

1
MSE™ 6 ~ (Buar + Beo)

Nalezy podkreslic, ze otrzymane wyzej oszacowania nie zalezd od (patrz Dodatek B.1):

V1. Skorelowania zak:6ceh zewnétrznych zy.
V2. Struktury identy..kowanego systemu (z klasy rozwazanych systemow).

V3. Regularnosci identy..kowanej nieliniowosci R (x) i funkcji géstosci T (x).

A. Analiza zbieznosci punktowej modeli G (x; K;p)

Dekomponujdc b=dd Sredniokwadratowy modelu é (x; K; p) w ustalonym punkcie x
nh I h i0,
MSEG(x;K;p) = E G(X) i EG(XK;p) + EG(K;p) i G(x;K;p) =
h i, h i,
= G iEGXK;p) +E EGXK;p iG(xK;p)

= bias® G (x; K; p) + var G (x; K; p) (3.12)

otrzymujemy dwa sk:adniki b:édu modelu: kwadrat obcidzenia, bias? G (x; K: p) (wynika-
jdcy z niedoskona:0sci teoretycznego modelu falkowego (G (x; K;p) = E G (x; K; p)) — je-
dynie aproksymujdcego, dla skofczonych skal K, funkcjé G (x)) i wariancjé var G (x; K; p),
bédaca konsekwencjd losowej natury wspé:czynnikow @, . i Afn, (pomiarow T(Xx; yk)g).

Wariancja wyjscia modelu var G (x; K;p). Z (3.10) wynika, ze modele empiryczne
G (x; K;p) - dla poszczegdlnych K i p — sd nieobcidzonymi estymatorami modeli teore-
tycznych G (x; K; p)

EG(x;K:p) = G(x;K;p) (3.13)

I w konsekwencji h i
varG (x;K;p) =E G (x;K;p) i G(x;K;p)

Stdd oraz z obliczen przedstawionych w Dodatku B.2 (str. 120) otrzymujemy, ze w kazdym
punkcie x 2 S wariancja wyjscia modelu empirycznego G (x; K; p) spe:nia nieréwnost

K
var G (x;K;p) 6 ZW t Cyar (3.14)
gdzie C4, jest dodatnid sta:d, okreSlond w Dodatku B.2. Zalezy ona od dynamiki systemu i
dzia:ajdcych zak:6cef. Whioskujemy zatem, ze rzad wariancji var G (x; K; p) zalezy jedynie
od liczby pomiaréw N i przyjétych skal K modeli (por. w:asnosci V1-V3, str. 29).
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Obcidzenie bias? G (x; K;p). Ze wzglédu na (3.13) kwadrat obcidzenia wyjscia modeli
empirycznych G (x; K; p) w punkcie x jest rowny kwadratowi b:édu aproksymacji w tym
punkcie funkcji G (x) za pomocd jej falkowych modeli teoretycznych G (x; K; p):
h i,
bias’G (};K;p) = G(X) i EG(GK;p) =[G () i GOK;p) (3.15)

Ma on zatem, w przeciwiehstwie do wariancji, przyczyny natury deterministycznej i nie
zalezy od liczby pomiarow N. B:dd ten maleje do zera, ze wzrostem skali K, w tych
punktach x, w ktorych funkcja G (x) jest cidg=a (zob. [80, twierdzenie 2.1]), tj. gdy np.
jednoczesnie nieliniowoSt R (X) i funkcja géstosci T (X) sd cidg-e,

bias’G(x;K;p) ¥ 0 dla K ¥ 1 (3.16)

Zbieznost punktowa modeli G (x; K;p)

Z (3.14) wynika, ze w ustalonej skali K i przy rosndcej liczbie pomiaréw N znika sk:a-
dowa losowa, wyrazana przez wariancjé i w konsekwencji b+dd Sredniokwadratowy modelu
G (x; K;p) staje sié (asymptotycznie) réwny kwadratowi obcidzenia

MSE G (x; K;p) ¥ bias? G (x;K;p) dla N ¥ 1;K = const (3.17)

Dalsza poprawa dok:zadnosci modelu wymaga zatem zredukowania obcidzenia poprzez
zwiékszenie skali K we wzorze (3.9) (por. (3.16)). Postépowanie takie, przy ustalonej
liczbie pomiaréw N, prowadzi jednakze do wzrostu sk:adowej wariancji, a tym samym
zwiékszenia b:édu MSE G (x; K; p) (sddzdc po oszacowaniu (3.14))

MSEG(x;K;p) ¥ 1 dla K ¥ 1;N =const (3.18)

Takie przeciwstawne (ze wzglédu na parameter K skali modelu) zachowanie sié obu sk:a-
dowych b-édu Sredniokwadratowego (3.12) cechuje rowniez algorytmy identy..kacji oparte
0 inne szeregi ortogonalne (zob. np. [50]). Jego rozwidzaniem jest uzaleznienie szybko-
Sci wzrostu skali K od liczby pomiarow N, tak aby jednoczeSnie spe-nione by:y ogolne
warunki (por. np. [50], [70], [108])

K(N)
K=K(N) ¥ 1 oraz

"0 da N ¥ 1 (3.19)

Dziéki temu, wraz ze wzrostem liczby pomiarow znikajd obie sk:adowe b:édu Sredniokwa-
dratowego modeli empirycznych G (x; K; p) i modele te zbiegaja do wartosci funkcji G (x)
w kazdym punkcie jej cidg:0Sci, w przedziale S = [a; b]. OtrzymaliSmy zatem nastépujdcy
lemat:

Lemat 3.2 Jesli nieliniowost R (X) i funkcja géstosci T (X) sdicidgre w punkcie X 2 S =
[a;b], a skala K modeli empirycznych G (x;K;p) zalezy od liczby pomiaréw N tak, ze
spe:nione sd warunki

K=K(N) Y 1 oraz 2M=N 10, gdy N ¥ 1
to dla dowolnego p modele te zbiegaja w tym punkcie ‘sredniokwadratowo do nieliniowosci
G (%)

h i
MSEG (K (N);p)=E G(X) i GO K (N);p) "1 gdy N ¥ 1  (3.20)
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Szybkost zbieznosci punktowej modeli G (x; K; p)

SzybkoSt punktowej zbieznosci Sredniokwadratowej empirycznych modeli falkowych
G (X; K;p) (tempo zmniejszania sié b:édu MSE w (3.20) ze wzrostem skali K) bédziemy
badac w zaleznosci od regularnosci (gradkoSci) identy..kowanej nieliniowosci R (X) i
funkcji géstosci T (x) oraz zastosowanych w modelach funkcji falkowych. Skupimy sié przy
tym na jego pierwszej sk:adowej — obcidzeniu bias? G (x; K; p) poniewaz, jak pokazalismy
wczesniej, wariancja wyjscia var G (x; K;p) (rzad jej wielkosci) od tych w:asnosci nie
zalezy (por. (3.14)).
Badania dotyczyt bédd nastépujdcej klasy funkcji cidg=ych (por. np. [93, str. 166]):

De..nicja 3.1 Funkcja G (x) nalezy do klasy C- (a;b), ., > 0 (jest w przedziale (a;b)
funkcjd cidg:ai z wyk:adnikiem ), jezeli istnieje dodatnia sta:a L _, taka, ze

PV EiG) i tegv)i6 L jx i vj (3.21)

dla wszystkich x;v 2 (a;b), gdzie t(x;Vv) jest wielomanem Taylora funkcji G (x) stopnia
gil;qg=d.,e, wpunkcie v

% r
t(x;v) = Tre(X§ V) Tr=G()(V)

r=0

. (3.22)

Funkcja G (x) nalezy do klasy C-; . > 0, w przedziale domkniétym [a; b], jesli w punktach

1 5

brzegowych a i b jest cidga z wyk:adnikiem _, odpowiednio, prawo- i lewostronnie.

Powyzsza klasa, w zaleznosci od wartosci wyk:adnika ,, obejmuje rozne znane rodzaje
funkcji nieliniowych (zob. przyk:ady na Rys. 3.1 i 3.2). W szczeg6Inosci:

2 Dla, 2 (0;1) mamy q =d_ e = 1, stdd we wzorze (3.22) t(x;v) = G (v) i warunek
(3.21) przyjmuje nastépujdcd postac

G iGMi6L jxijvj; L >0

Do klasy C- [a;b];. 2 (0;1) nalezd zatem funkcje, dla ktérych w przedziale [a;b]
zachodzi warunek Héldera z wyk:adnikiem .

2 Dla , = 1 do klasy C*[a;b] nalezd funkcje spe:niajdce w przedziale [a;b] warunek
Lipschitza
G iGMi6Ljxivj; L>0

2 Dla, =s+®, gdzies =0;1;::: oraz ® 2 (0;1], klasa C- [a; b] odpowiada czésto
rozwazanej w literaturze statystycznej klasie funkcji o s cidgych pochodnych w
przedziale [a;b], z ostatnid pochodnd spe:niajdcd w tym przedziale warunek Holdera
z wyk:adnikiem ® (zob. np. [64, str. 93] i [112]).

Przyk:adami funkcji posiadajdcych s cidgsych pochodnych sd np. funkcje sklejane
stopnia s+1. Zauwazmy przy tym, ze w przedziarach pomiédzy wéz-ami interpolacji,
funkcje sklejane nalezd do klasy C-, przy dowolnym _ > 0.

Ponadto zauwazmy, ze:
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—

Rys. 3.1 Funkcja E)(x i 0:5) (z lewej) nalezy do klasy C=3. Funkcja arctan (4% j 2%) nalezy
natomiast do klasy C- z dowolnym _ >0

2 Funkcje béddce w przedziale [a;b] wielomianami nalezd do klasy C- [a;b], przy do-
wolnym _ > 0 (ponadto, jesSli wielomiany te sd stopnia s < _, to wowczas zachodzi

ZFxv)j=0).

2 Funkcje z klasy C1 (np. sinx, arctanx) nalezd w swoich dziedzinach do klasy C-,
dla dowolnego , > 0, w dowolnym przedziale [a; b].

=l
c o HU Jos— ]

Rys. 3.2 Funkcje odcinkami stase nalezd w przedziarach pomiédzy skokami do klasy C-, przy
dowolnym _ >0

W trakcie analizy bédziemy tez korzystat z nastépujdcych w=asnosci funkcji nalezdcych
do tej klasy:

G1. Jesli identy..kowana nieliniowost R (X) i funkcja géstosci T (x) nalezd, odpowiednio,
do klas C [a;b] i C®[a;b], to funkcja G (X) (= R (x) ¢ T (X)) nalezy do klasy C- [a; D],
gdzie , = minf®; g (wsasnost ta dla réznych przypadkéw szczegdlnych zosta:a
pokazana w pracach [44], [50], [70], [108]).

G2. Jesli charakterystyka nieliniowa elementu statycznego systemu (z rozwazanej klasy
systemow) nalezy do klasy C [a;b], to rowniez identy..kowana nieliniowost R (x) do
niej nalezy (por. uwagi 2.4 i 2.5 w punkcie 2.3).

Szybkost zbieznosci b-édu obcidzenia bias? G (x; K;p). Analizé szybkosci zbiezno-
Sci bédu obcidzenia rozpoczniemy od spostrzezenia, ze w kazdym punkcie X, w ktorym
funkcja G (X) jest cidgra, dla funkcji falkowych Daubechies zachodzi rownost (zob. [80,
twierdzenie 2.1])

nmw;p) X |maw§p)
G(x) = ®Ran " n () + oA () (3.23)

N=Nmin(M;p) M=M I=lpjn(mM;p)



ROZDZIAx 3. FALKOWE ALGORYTMY IDENTYFIKACJI 33

stdd (patrz wzor (3.3))

X |ma§&;p) L
G(x) =G (x;K;p) + A ()
M=K I=Imin(m;p)
a zatem
X |ma&§p) .
G(X) i G(XK;p) = A () (3.24)

M=K I1=Imnin(m;p)
Z kolei, ze wzglédu na zwartost nosnika falek (por. wzor (1.11) w rozdz. 1) w ustalonym

punkcie x dla kazdej skali m aktywne (r6zne od zera) s& tylko niektére falki (patrz Rys.
3.3) i w rezultacie suma po prawej stronie wzoru (3.24) redukuje sie do postaci (por. [49]

1 [71])

X |max%n;p) .
At ()
M=K [=lmin(x;m;p)
gdzie
Imin ;M;p) =b2™xc j p+1 oraz lnax (X;m;p) =0b2"xc+pijl (3.25)

W konsekwencji, b=ad obcidzenia empirycznych modeli falkowych G (x; K: p) w punkcie
X jest réowny

X |max§(n§p)
bias G (x; K;p) = G (x) i G (x;K;p) = AP (X) (3.26)

M=K 1=lnin(X;m;p)

A zatem szybkoSt zmniejszania sié b:édu obcidzenia w ustalonym punkcie x zalezy (w
szczegblnosci) od szybkosci zmniejszania sié, ze wzrostem skali K, wsp6-czynnikow falko-
wych ~P | odpowiadajédcych falkom AP (x) o nosniku zawierajacym punkt x (zob. Rys.
3.3)

1=1,,(x;K.p) ‘ I=1,,,.(z;K,p)

Rys. 3.3 B:dd obcidzenia empirycznych modeli falkowych G (x; K; p) w punkcie x zalezy tylko
od tych wspo:czynnikéw falkowych ~F ., dla ktérych nosniki odpowiednich falek AP zawierajé

punkt x (rysunek przedstawia sytuacjé, gdy p = 2)

W Dodatku B.3 (str. 123) pokazalismy, ze jesli w przedziale zawierajdcym nosnik falki
Af’n, (X) funkcja G (x) jest cidg-a z wyk-adnikiem _ > 0, to wéwczas przy duzej skali m dla
odpowiadajdcego tej falce wspd:czynnika ~ | zachodzi nastépujdce oszacowanie

_ (2°+1)m

jhi62i =z Co; ° =minf_;pg (3.27)
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gdzie C- jest dodatnid sta:d, zaleznd od R (x), f (x) i falek AP (x) (zob. lemat 2.16, str.
126).

Jesli zatem w sdsiedztwie punktu X, obejmujdcym noSniki wszystkich falek wystépu-
jacych we wzorze (3.26), funkcja G (X) jest cidg-a z wyk:adnikiem _, to wéwczas, korzy-
stajdc z powyzszego oszacowania oraz wzoru (3.26) mozna pokazaC (zob. Dodatek B.4,
str. 126), ze kwadrat b:édu obcidzenia empirycznego modelu falkowego G (x; K; p) spe:nia
asymptotycznie (tj. dla duzych wartosci K) w punkcie X nastépujdca nierownostc

bias? G (x; K; p) 6 212K ¢ Cpias; ° =minf_;pg (3.28)

gdzie dodatnia staa Cy,s zalezy (podobnie jak stara C-) od w=asnosci R (x) ; T (X) i falek
AP (x). Punkty brzegowe tego sdsiedztwa mozna wyznaczyt korzystajac z granic indeksow
I (przesuniéc) falek, danych w (3.25) oraz ze wzorow (1.11) okreSlajdcych noSniki falek
AR (X):

def Imax O K;p) +p

g & I OCGKPD)+Lap ) g

2K 2K
otrzymujdc, ze
¥ i ¥
X% j2p+2 2% +2pi1
Ay = oK oraz by = K

W dalszej czésci pracy bédziemy korzystat z ponizszego za:0zenia precyzujdcego w-a-
snoSci identy..kowanej nieliniowosci R (x) i funkcji géstosci T (x) (a zatem takze funkcji
G (x), por. (3.1)), dla ktérych otrzymaliSmy oszacowanie (3.28):

Z7. Nieliniowost R (x) i funkcja géstosci T (x) nalezd do klas

R(X)2C [aghy) oraz f(x)2C®agby); [ax;by) 2 S; ®;, >0
gdzie ¥ 1 ¥ I
2% i 2p+2 2%+ 2pit
Ay = oK oraz by = K

Funkcja G (x) nalezy zatem do klasy C- [ax;by), gdzie , = minf®; g (por. w:a-
snoSt G1). Wyznaczony przedzia: jest prawostronnie otwarty poniewaz przedziasy
zawierajdce nosniki falek Daubechies sd rowniez prawostronnie otwarte (por. (1.11)
w punkcie 1.1).

Uwaga 3.6 Jesli w przedziale [ax; by) funkcja G (X) jest wielomianem stopnia s, to w mo-
delach teoretycznych G (x; K; p) opartych na funkcjach falkowych Daubechies 0 numerach
p > s, ze wzglédu na posiadanie przez falki p znikajdcych momentow (zob. (1.12), punkt
1.1) zachodzi (por. wzér (3.4) i zob. Rys. 3.4)

T =0 dla m> K= Inin (M p) ;i Imax (XM p)
a zatem, w punkcie X 2 [ay; bx) znika obcidzenie modeli (por. (3.26))
bias G (x; K;p) =0 (3.29)

i, w konsekwencji, dla kazdego x 2 [ax;by) b:dd Ssredniokwadratowy MSE sk:ada sié tylko
z wariancji wyjscia modeli:

MSE G (x; K; p) = var G (x; K; p)
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K

K+1

Rys. 3.4 Wspo:czynniki falkowe ~© | przy falkach AP lezdcych wewndtrz przedzia:6w cidg:osci
nieliniowosci G (x) znikajd jeSli jest ona w tych przedziarach wielomianem stopnia mniejszego
niz numer falkowy p. Na rysunku przedstawiono sytuacjé, gdy p = 3. Nosniki falek Af’n, od-
powiadajdcych zerowym wspo:czynnikom b zaznaczono kolorem bia:ym (a;b;c;d - dowolne
staze)

Na podstawie nieréwnosci (3.28) wnioskujemy, ze przy za:ozeniu Z7 (wtedy
. =minf®; q):

B1. Wraz ze wzrostem skali K, kwadrat b-édu obcidzenia empirycznych modeli falkowych
G (x; K; p) maleje wyk:adniczo do zera w punktach cidg:osci R (x) i f ().

B2. SzybkoSt zmniejszania sié tego b:édu zalezy od g:adkosci nieliniowosci R (x) i funk-
cji géstosci f (x) oraz od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru
falkowego p).

B3. Wp:yw na b:dd obcidzenia modeli G (x; K; p) w punkcie x ma jedynie g-adkost R (x)
i T (X) w otoczeniu punktu x (w przedziale [ay; by)).

B4. Oszacowanie (3.28) jest [inrawdziwe dla wszystkich punktow x nalezdcych do

. h2Kxc . b2kxc+1 .
przedzial —g—; —x (bowiem w modelach falkowych p > 1).

Szybkost sredniokwadratowej zbieznosci punktowej modeli Rg (x; K;p). Nie-
rownosci (3.14) i (3.28) pozwalajd nastépujdco oszacowat asymptotyczny b:dd Srednio-
kwadratowy modeli empirycznych G (x; K; p) w ustalonym punkcie x:

H o T
MSE G (x; K;p) 6 2i2"*<+W t Cumse (3.30)

gdzie Cpyse = max fCpias; Cvarg. Minimalizujdc oszacowanie wzglédem parametru skali
K otrzymujemy nastépujdcd regu:é lokalnego doboru skali K modeli empirycznych (w

otoczeniu punktu x) dla duzej liczby obserwacji (por. warunki (3.19))
1 o

1
K= Kopt (N) = ﬁ |092 2°N (331)

Wstawienie tego wzoru do (3.30) daje lemat:
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Lemat 3.3 Jesli spe+nioneﬂsé/4warunki za:ozenia Z7, to w kazdym punkcie x nalezdcym do

przedzia:u bzz';xc; bzz);cﬂ , asymptotyczny b:dd sredniokwadratowy modeli empirycznych

G (x; K:p), przy skali K dobieranej za pomocd: regu:y (3.31), spe:nia nieréwnosc
MSE & (x; Kopt (N);p) 6 N #7551 ¢ Cy e ° = min f®; " pg (3.32)

gdzie Cppee = 2¢(2°) 727D Cpee.

B. Analiza zbieznosci carkowej modeli G (x; K; p)

W badaniach zbieznosci cazkowej (globalnej) modeli empirycznych G (x; K; p) pos:uzymy
sié carkowym (zintegrowanym) b:édem Sredniokwadratowym, na ktory sk:adajd sié zinte-
growana wariancja 1V G (x; K; p) i zintegrowany kwadrat obcidzenia 1SB G (x; K; p)

Z h i,

MISEG (x;K;p) = G(X) i EG(XK;p) dx+
Z  h i
+ E EG(XK:p) i G(K;p) dx=
S

= ISBG(x;K;p) + IV G (x; K; p) (3.33)

Zbieznost i szybkoSt zbieznosci modeli empirycznych G (x; K;p) w sensie tego b:édu
wyznaczymy zarowno dla przypadku, gdy identy..kowana funkcja G (x) jest cidg:a w
przedziale S, jak i w sytuacji, gdy G (x) posiada w nim skohczond liczbé punktow nieci-

dg-oSci.

Wariancja IV G (x; K;p). Sk:adowd IV G (x; K;p) dlaS = [a; b] mozna -atwo oszacowat
korzystajdc z oszacowania punktowej wariancji modelu empirycznego we wzorze (3.14)
Z K
IVE(x;K;p)= varG(x;K;p)dx 6 ZW ¢t Civ (3.34)
S

gdZie CIV = (b i a) Cvar-

AP

Obcidzenie I1SBG (x;K;p). Na mocy nieobcidzonosci estymatorow ®,, oraz ",
(3.10), a zatem i wyjscia modelu empirycznego G (x;K;p) w stosunku do modelu
teoretycznego G (x; K;p) (wzér (3.13)), caskowe obcidzenie 1SB G (x; K;p) jest réwne
carkowemu bédowi aproksymacji funkcji G (X) przez model teoretyczny G (X;K;p)
(tj. odleg-osci pomiédzy modelem teoretycznym G (x; K;p) i funkcjd G (x) w metryce
przestrzeni L? (R))

Z h i,

ISBG(x;K;p) = G iEGKK;:p) dx=
ZS
= G i GKpPIdx=ISEG(;Kip) (335
S

a zatem ma charakter deterministyczny i nie zalezy od liczby pomiaréw N (por. (3.15)). Na
podstawie w:asnosci (1.21) falkowej analizy wielorozdzielczej, obcidzenie 1SB G (x; K; p)
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maleje do 0 wraz ze wzrostem skali K dla dowolnych (niekoniecznie cidg:ych) funkcji G (x)
ograniczonych w przedziale S i znikajdcych poza tym przedzia:em (por. za:ozenia Z1 i Z2
w rozdz. 2) i dowolnego numeru falkowego p

ISBG(x;K;p) ¥ 0; gdy K ¥ 1 (3.36)

Zbieznost ca:kowa modeli G (x; K;p)

Podobnie jak to ma miejsce w przypadku b-édu MSE (zob. dyskusjé na str. 30), wzrost
liczby pomiaréw N powoduje, ze przy ustalonej skali K modelu empirycznego G (x; K: p),
sk:adowa wariancji b:édu MISE maleje do 0 (zob. (3.34)). Zatem (por. wzory (3.33) i
(3.35))

MISEG (x;K;p) ¥ ISBG(x;K;p) dla N ¥ 1;K = const

Z Kkolei zwiékszanie skali K w modelu (w celu zmniejszenia sk:adowej obcidzenia, por.
(3.36)) przy staej liczbie pomiarow N widze sié ze wzrostem wariancji (sddzdc wed-ug
oszacowania (3.34)) i, w konsekwencji, zwiékszeniem b:édu MISE

MISEG(x;K;p) ¥ 1 dla K ¥ 1:N = const

Uzalezniajac zatem skale K modeli empirycznych G (x; K;p) we wzorze (3.9) od liczby
pomiaréw N tak, aby spe:nione by:y warunki (por. (3.19))

K=KMN)Y" 1 oraz 2“M=N 10 gdy N T 1 (3.37)

otrzymujemy, ze:

Lemat 3.4 Jesli skala K falkowych modeli empirycznych G (x; K; p) zalezy od liczby po-
miarow tak, ze spernione sd warunki (3.37), to modele te zhiegaja w przedziale S do nie-
liniowosci G (x), w sensie carkowego b:édu ‘sredniokwadratowego

MISEG(OGK(N);p) 0 gdy N ¥ 1 (3.38)

Zauwazmy, ze fakt zbieznosci carkowej nie zalezy od cidg-osci R (x) i T (x) (por. lemat
3.2).

Szybkost zbieznosci caskowej modeli G (x; K;p)

Analizujdc szybkost zbieznosci b:édu MISE G (x; K; p) jako pierwszy rozpatrzymy przy-
padek, gdy G (X) jest cidg-a w przedziale S = [a; b].

Uwaga 3.7 Przyjéte w za:ozeniu Z1 wymaganie, aby funkcja géstosci T (X) by:a dodatnia
w przedziale S i réwna zero poza nim, powoduje, ze nieliniowdst G (X) (= R (X) ¢ f (X)) jest
w punktach brzegowych a i b ogdlnie niecidg:a. Natomiast moze byt ona cidg:a w przedziale
S, jesli jest w tych punktach, odpowiednio, prawo- (w punkcie a) i lewostronnie (w punkcie
b) cidg:a (Rys. 3.5).
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G(x)
R(z)
0 i o

Rys. 3.5 Przy za:ozeniu Z1, identy..kowana funkcja G (x) = R(x) ¢ f (x) moze byt w punk-
tach brzegowych a;b cidg=a jednostronnie, od strony wnétrza przedzia:u. Przyk:ad na rysunku
odpowiada sytuacji, gdy wejscie ma rozk-ad jednostajny w przedziale [0; 1], tj. f (X) = ljg.1) (X)

a) Funkcja G(x) cidg-a w przedziale S = [a;b]. Biordc pod uwagé, ze dla
dowolnego przedzia:u S' pu S zachodzi
Z
MISE 'G (x;K;p) = MSEG (x; K; p) dx
So

b-dd ca:kowy MISE modeli empirycznych G (x; K; p) mozna teraz :atwo oszacowat, korzy-
stajdc z lematu 3.3, dotyczdcego b:¢déw punktowych MSE tych modeli. Uwzglédniajdc
ten lemat, otrzymujemy jako bezpoSredni wniosek nastépujdcy:

Lemat 3.5 Je&sli R(x) 2 C [a;b] oraz f(x) 2 C®[a;h], to w przedziale S% & [ak;bL],
ktorego granice wynoszéd:
¥ 1
2Kp' § 2p+2
2K

8 . )
a°=2a+2IOI2 oraz b} =
G K G

(3.39)

asymptotyczny caskowy b:dd Sredniokwadratowy modeli empirycznych G (x; K; p) ze skald
K dobierand.w zaleznosci od liczby pomiaréw N wed:ug regu:y (por. (3.31))
1 o

1 o . O H P

K=Kt (N) = 7+ 1 log,2°N ; =minf®; ;pg (3.40)
spe:nia nastépujdca: nierdwnosc
Z i,
. _2° °
MISE "G (x; Kopt (N) ;p) = E G G (X Kopt (N);p)  dx 6 N 1251 ¢ Cpyiep
S
© (3.41)

gdzie CI:)/IISE = (b i ab) CI?/ISE'

Powyzszy lemat gwarantuje modelom & (x; K; p) zbieznost rzédu O 'N i2°:(2°+1)¢, gdzie
° =minf®; ;pg. Gwarantowana szybkoSt zbieznosci zalezy zatem od g-adkosci identy...-
kowanej nieliniowosci R (x), gzadkosci funkcji géstosci T (x) i numeru falek p zastosowanych
w empirycznym modelu falkowym.

Przedzia: S§ = [al; bl;], jest (w ogdlnosci) wézszy niz przedzia: S, S§ 1 S. Zauwazmy
jednak, ze ze wzrostem skali K modeli, przedzia: S§ rozszerza sié (zob. w:asnost (A.1)
funkgcji dte i btc)

Xa+2pij1l il 2Xbi2p+1 2pi1l
0 - - — —
aG|a<2—K|a— oK oK T oK

i asymptotycznie (dla K ¥ 1) staje sié on rowny przedzia:owi S, niezaleznie od zasto-
sowanych w modelach G (x; K; p) funkeji falkowych (numeru p).

oraz bjbl <bj (3.42)
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Uwaga 3.8 Jesli granice a i b przedzia:u S lezd na siatce binarnej By; H 6 K (tj. punkty
brzegowe a i b mozna przedstawic w postaci n=2", n;H 2 Z;H < 1 - por. de..nicjé B
w Dodatku A.2, str. 114), to wowczas (zob. w:asnosci (A.4) funkcji dte i béc) dla modeli
G (x; K;p) opartych o funkcje falkowe Haara (p = 1) zachodzi

§ ¥

i przedzia: S jest rowny przedziazowi S, a zatem takie modele zbiegajé w tym wypadku z
gwarantowand: szybkaoscid: zbieznosci (3.41) i © = minf®; ;1g, w casym przedziale S.

b) Funkcja G (x) niecidg-a w skonczonej liczbie punktéw. Analizujdc b=dd
MISE falkowych modeli empirycznych G (x; K;p) skupimy sié teraz na jego sk:adowej
obcidzenia ISB G (x; K; p), poniewaz, jak pokazalismy wczesniej, sk:adowa wariancji ma
ten sam rzad dla dowolnych funkcji G (X) = R (x) ¢ T (X) spe:niajdcych zaozenia Z1-Z2
(zob. (3.34)).

Przyjmijmy nastépujdce za:ozenie (por. za:ozenie Z7, str. 34)

Z7a. Nieliniowost R (x) i (lub) funkcja géstosci T (xX) sdw przedziale S odcinkami g-adkie,
tj. majd w przedziale S skonczond, ale nieznand liczbé punktow niecidg-oSci typu
skok i poza nimi naleza, odpowiednio, do klas C i C®.

Zauwazmy, ze nieliniowost G (X) ma przy za:ozeniu Z7a w przedziale S skonczond liczbé
punktdw niecidg-osci typu skok, a pomiédzy nimi nalezy do klasy C-, , = minf®; g (Rys.
3.6)

[
‘ . ‘ .
! —>

a v, v,=b ¥ a v, Vp, Upy U,=b%F
Rys. 3.6 Przyk:ady funkcji odcinkami g:adkich w przedziale S = [a; b]

B-dd obcidzenia ISB G (x; K; p) oszacujemy korzystajdc ze wzoru (3.24), réwnosci (3.35)
I tozsamosci Parsevala

Sk Imaxenip)
ISB G (x; K;p) = )’ (3.43)

M=K I=Imin(mM;p)

Oznaczmy przez fvig:D=1 ;D < 4, zbior punktéw niecidg:osci funkcji G (x), natomiast
przez &, (m; p) zbior indeksow | translacji tych funkcji falkowych AP (x), ktérych nosniki,
w skali m, zawierajd co najmniej jeden punkt niecidg+oSci v;
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Mozemy teraz dokonat dekompozycji sumy (3.43) na dwa sk:adniki

X X , X |may@;p) )
ISBS (x; K;p) = )+ 1) (3.44)
m=K |22, (m;p) M=K I=Ipnin(mM;p)
122, (m;p)

Zauwazmy, ze ze wzglédu na to, iz rozmiar (d:ugoSC) nosnika falek Aﬂ“ (x) w skali m
wynosi (2p j 1)=2™ (por. wzor (1.11) w rozdz. 1), a poszczegolne falki wraz ze zmiand |
przesuwane sd ze skokiem 1=2™, dla kazdej ze skal m maksymalna liczba elementéw zbioru
2, (m;p) wynosi D (2p i 1) (liczba elementéw wewnétrznej sumy pierwszego sk:adnika),
natomiast liczbé elementdéw sumy wewnétrznej drugiego sk-adnika mozna wtedy oszacowat
nastépujaco

Imax (M;P) T Imin (M;p) +1 i D(2pil) = d2"be+pji2ib2Tac+piD(2pil)=
d2™be § b2Mac+2pj2iD@pil) <
< 2™(bja)

Wykorzystujdc teraz oszacowania wspo- czynnikéw falkowych -, dla funkcji G (x) nie-
cidgrych w przedziale zawierajacym nosnik falki AP (x) (uzyskane w Dodatku B.3, str.
123)

j hi 6217 ¢Coz

(ze sta:d Cgx = MrM¢Mgx (2p § 1), zaleznd od R (X), T (x) i zastosowanych w modelu
funkcji falkowych) i stosujdc je w odniesieniu do wspd:czynnikow falkowych o indeksach |
ze zbioru &, (m; p) (pierwsza suma), a oszacowanie ze str. 33 (por. (B.24) w Dodatku B.3)
w odniesieniu do pozosta:ych wspoé:czynnikéw (druga suma) otrzymujemy nastépujdcd
nierOwnosc

ISBG (x;K;p) 6 2imC2;:D(2p j 1)+ 2i°MC2(h j a) =

m=K m=K
= 2iK¢2CZD(2p i 1) +2i% K¢‘1: dive
6 2i%¢Cly (3.45)
n C20; a) © a © . a
gdzie Cieg = max 2C3;D(2p i 1)1z oOraz % = min °;3 = min ® ;3

(uwzglédniajdc wzor (3.40) i biordc pod uwagé, ze p > 1). NierownoSC ta wraz z
(3.34) daje nastépujdce oszacowanie asymptotycznego b:édu MISE falkowych modeli
empirycznych G (x; K; p) dla badanego przypadku

oK H kT
MISE G (x; K;p) 6 2i2* ¢ Clip + ~ 'Cwv 6 QIK Ny Cwmise (3.46)

gdzie teraz Cysg = max fo/"SB; Civg. Optymalizujdc to oszacowanie wzglédem parametru
skali K otrzymujemy tym razem (por. (3.40))

a1 o

log, 2%N (3.47)

1

Po podstawieniu wzoru (3.47) do oszacowania (3.46) uzyskujemy lemat:
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Lemat 3.6 Asymptotyczne b:édy modeli empirycznych G (x; K;p), przy skali K dobiera-
nej za pomocd: regu:y (3.47), speniajd nierdbwnosc

MISE G (x; Kopt (N);p) 6 N iz ¢ C, o (3.48)
gdzie % = minf®; ~;1=2g i Clyse = 2¢ (2%) 727" Cise.

Poniewaz % = minf°;1=2g 6 °, gwarantowana obecnie szybkoSC zbieznosci ca:kowej
przy wzroscie liczby pomiaréw N jest dla © > 1=2 (por. (3.40)) mniejsza niz we wzorze
(3.41). Nalezy tez podkreslic, ze % w wyk:adniku we wzorze (3.48) nie zalezy od numeru
falkowego p, tzn. gwarantowana szybkoSC zbieznosci ca:kowej jest taka sama niezaleznie
od rodzaju falek zastosowanych w modelu empirycznym G (x; K: p).

3.1.2 Analiza wsasnosci modeli empirycznych Rg (x; K;p)

Ze wzglédu na postat (3.8), w:asnosci empirycznych modeli Rg (X; K; p) wynikajd jako
proste wnioski z w:asnosci modeli empirycznych G (x; K: p), wykazanych w punkcie 3.1.1.

A. Analiza zbieznosci punktowej modeli Rg (x; K;p)

Korzystajdc z ponizszego zwidzku pomiédzy punktowymi b:édami Sredniokwadratowymi
modeli empirycznych G (x; K;p) i Rg (x;K;p) w punkcie x (por. wzory (3.1), (3.8) i
(3.12))

" #,
G(x)  G(Kp) _ 1
o' f0 T P®X

MSE R (x;K;p) = E MSE G (x; K; p) (3.49)

whnioskujemy, ze modele empiryczne Rg (x; K; p) zbiegaja sredniokwadratowo do nielinio-
wosci R (X) w tych samych punktach x 2 S w ktérych modele empiryczne G (x; K;p)
zbiegajd w takim sensie do funkcji G (x), dowodzdc tym samym, w oparciu o lemat 3.2,
nastépujdcego twierdzenia.

Twierdzenie 3.1 (Zbieznost punktowa sredniokwadratowa) Jesli identy..kowana
nieliniowodst R (x) i funkcja géstosci T (x) sd. cidgwe w punkcie x 2 S = [a;h], a skala
K modeli empirycznych Rg (x; K;p) zalezy od liczby pomiaréw N tak, ze spe:nione sd
warunki

K=K(N)Y 1 oraz 2“M=N 10, gdyy N ¥ 1

to dla dowolnego p modele te zbiegajdw tym punkcie, sredniokwadratowo, do nieliniowosci
R (X)
h i,
MSERg (X, K(N);p)=E R(X) i Re(;K(N);p) ¥0 gdy N ¥ 1 (3.50)

Z (3.49) wynika réwniez, ze szybkosci zmniejszania sié punktowego b:édu Sredniokwa-
dratowego s& — z dok:adnoscia do stazej — dla obu modeli empirycznych Rg (x; K;p) i
G (x; K; p) takie same, co po uwzglédnieniu lematu 3.3 prowadzi bezposrednio do twier-
dzenia.
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A

Twierdzenie 3.2 (Szybkost sredniokwadratowej zbieznosci punktowej) Jesli
nieliniowdst R (x) i funkcja géstosci T (x) nalezé: do klas

R(X)2C [aghy) oraz f(x)2C®agby); ®;” >0; [ah) %S
gdzie ¥ 1 ¥ I
_2%x" j2p+2 Co2%x'+2pit
Ay = oK oraz by = oK (3.51)
a skale K modeli empirycznych Rg (x; K; p) dobierane sa: wed:ug wzoru (por. (3.31))
a1 o
1 o (o Jup— H . .

K=Kt (N) = o+ 1 log, 2°N =minf®; ;pg (3.52)
to b:édy sredniokwadratowe tych modeli w dowolnym punkcie x 2 bzzixc; b2*<2>|<<c+1 sd,
asymptotycznie nie wiéksze niz

MSE Rg (X; Kopt (N) ;p) 6 N #7551 £ CSo (3.53)

gdzie Coee = Chiee=F2 () jest dodatnid. sta:a: (por. wzér (3.32)).

Z powyzszych twierdzeh wynikajd nastépujdce w:asnosci punktowe falkowych modeli
empirycznych Rg (x; K; p) w sensie zachowania sié b:édu sredniokwadratowego MSE:

RG1. Modele Rg (x; K; p) zbiegaja do identy..kowanej nieliniowosci R (x) w kazdym punk-
cie jej cidg-osci, pod warunkiem, ze w tym punkcie rowniez funkcja géstosci f (x)
jest cidg-a.

RG2. Tempo zmniejszania sié b:édu (3.53) modeli Rg (X; K;p) ze wzrostem liczby po-
miaréw N we wzorach (3.7) i (3.52) (szybkoSt zbiegania modeli do identy..kowanej
nieliniowosci R (X)) zalezy od lokalnej (w przedziale [ax; bx)) gzadkoSci nieliniowoSci
R (X) i funkcji géstosci wejscia systemu f (x) oraz od zastosowanych w modelach
funkgeji falkowych (numeru falkowego p; por. wzory (3.52)-(3.53)).

RG3. Jesli w przedziale [ay; bx) funkcja géstoSci wejscia jest gzadsza od identy..kowanej
nieliniowosci R (x), tj. ® >, a zastosowane w modelu empirycznym funkcje falkowe
majd numer p > , to wowczas szybkost zbieznoSci b-édu Sredniokwadratowego
modeli Rg (x; K;p) z parametrem skall wybieranym wed-ug wzoru (3.52) osidga
asymptotycznie optymalnd prédkost O 'NiZ=@+D) (por. Dodatek B.7, str. 129).

RG4. Na zbieznost modeli Rg (x; K;p) i rzdd szybkosci zbieznosci nie wpsywa struktura
ani dynamika systemu (w rozwazanej klasie systemow) ani tez skorelowanie zak:6cen
Zx. W szczegoblnosci zatem, szybkoSC ta jest taka sama co do rzédu dla systemow
statycznych, jak i dla systemow zawierajdcych elementy dynamiczne.

Z punktowej zbieznosci Sredniokwadratowej modeli Rg (x; K;p) wynika ich punktowa
zbieznost wed:ug prawdopodobienstwa.

Whiosek 3.1 (Zbieznost punktowa wg prawdopodobienstwa) Jesli spe:nione
sd: zarozenia twierdzenia 3.1, to modele empiryczne Rg (X; K (N);p) zbiegaja do
nieliniowosci R (x) w punktach cidg:osci R (x) i f (x), wed:ug prawdopodobiehstwa:

Re(GGK(N);p) T R(X) gy N ¥ 1
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Kolejne twierdzenie charakteryzuje szybkoSC zbiegania empirycznych modeli
Rg (X; K; p) do nieliniowosci R (x) wed:ug prawdopodobiefstwa.

Twierdzenie 3.3 (Szybkost zbieznosci punktowej wg prawdopodobienhstwa)
Jesli spesnione sd zasozenia twierdzenia 3.2, to dla b:édu bezwzglédnego modeli
empirycznych  Rg @f; Kopt (N);p) zachodzi asymptotycznie, w kazdym punkcie

b2<xc . b2X¥xc+1 . .
X2 —g— =K , hastépujdce oszacowanie:

3 -~

R(X) i Ro (X Kopt (N);p) =0 Niz= (3.54)
wed:ug prawdopodobienstwa.

Dowdd. Dowod wynika z twierdzenia udowodnionego w pracy [50, twierdzenie 3, str.

449], ktore cytujemy w Dodatku B.8, str. 129. Podstawiajdc w nim g (x) = G (X), n (X) =

G(x; Kopt (N) ; p) oraz f\ (X) = f (x) i przyjmujac Sg = 2°=(2° + 1) oraz sf = 1 otrzy-

mujemy (3.54). [ |
Z twierdzenia wynika zatem kolejna w:asnos¢ modeli empirycznych Rg (x; K; p):

RG3a. Jesli w przedziale [ay; bx) funkcja géstosci wejscia jest gzadsza od identy...kowanej nie-
liniowosci R (x), tj. ® >, oraz zastosowane w modelach empirycznych Rg (x; K; p)
funkcje falkowe majd numer p >, ¢o wowczas modele te zbiegajd do nieliniowo-
sci R (X) z prédkoscida O N i =@ *D° wed:ug prawdopodobiehstwa (por. w:asnost
RG3).

B. Analiza zbieznosci carkowej modeli Rg (x; K;p)

Z ponizszej nieréwnosci (por. za-ozenie Z1 w rozdz. 2 i wzory (3.1), (3.8) oraz (3.49))

YA

#
MISERe cKop) = S0 . GlaKip)

s T ' (X

dx 6 %2 MISE G (x; K:p)  (3.55)

oraz lematu 3.4 wynika ca:kowa, Sredniokwadratowa zbieznost falkowych modeli empirycz-
nych Rg (x; K; p) w przedziale S = [a;b] do dowolnej, ograniczonej nieliniowosci R (x).
Zachodzi nastépujdce twierdzenie.

Twierdzenie 3.4 (Sredniokwadratowa zbieznost ca:kowa) Jesli skala K modeli
empirycznych Rg (X; K;p) zalezy od liczby pomiaréw N tak, ze spe:nione sa warunki

(por. (3.37))
K=K(N)Y 1 oraz 2“MNM=N 10, gdy N ¥ 1;

to modele te zbiegaja w przedziale S = [a;b] do nieliniowdsci R (x), w sensie ca:kowego
b-édu ‘sredniokwadratowego MISE
Z n

i
MISERs (; K (N);:p)=E R(X) i Rs(x;K(N);p) “dx 0; N ¥ 1
S
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Z tej samej nieréwnosci dla przedziazu S S (por. wzory (3.39)) i treSci lematu 3.5
wynika z kolei ponizsze twierdzenie, dotyczdce szybkoSci Sredniokwadratowej zbieznosci
carkowej modeli empirycznych Rg (x; K;p) do nieliniowosci R (x).

Twierdzenie 3.5 (Szybkost sredniokwadratowej zbieznosci ca:kowej)
(R(x);f (x) cidgwe) Jesli nieliniowosc R(x) 1 funkcja géstosci T (x) naleza: do
klas

R(xX)2C [ah] oraz f(x)2C®[a;b]; ®;” >0
a skale K modeli empirycznych Rg (x; K; p) dobierane sa:wed:ug wzoru (por. (3.40))
1 o
K=Kt (N) = 7+ 1 log, 2°N ; =minf®; ;pg (3.56)

to w przedziale S ¥ [al;bl], gdzie

§ ¥ 1
. 2%a +2pji2 . 2%b' i 2p+2
ag = oK oraz bg = oK
ich carkowe b:édy sredniokwadratowe sa asymptotycznie nie wiéksze niz
Z n i, . )
MISE "R¢ (X; Kopt (N) ;p) = E R(X) i Re (X;Kopt (N);p) dx 6 NIz ¢CH

SO
(3.57)

G

gdzie Coyse = £72 ¢ Cyy\qe jest dodatnia stasd

Nierownost (3.55) wraz z lematem 3.6 dowodzi rowniez szybkosci zbieznosci tych modeli
gdy R (x) i T (x) sd niecidg-e:
Twierdzenie 3.6 (Szybkost sredniokwadratowej zbieznosci ca:kowej)
(R(X);f(x) niecidge) Jesli nieliniowosc R(x) i (lub) funkcja géstosci f (X)
majd w przedziale S = [a;b] dowolnd, skonczond: liczbé punktow niecidg-osci (typu skok),
a pomiédzy punktami niecidg:dsci naleza, odpowiednio, do klas C oraz C®;®; > 0 oraz
jesli skale modeli empirycznych Rg (x; K;p) dobierane sa wed:ug wzoru (por. (3.47))

1 © Yo Ya

1 ) _1

to carkowe b:édy ‘sredniokwadratowe tych modeli sd: asymptotycznie nie wiéksze niz
MISE Rg (X; Kopt (N);p) 6 N i7+7 ¢ CSF (3.59)
gdzie Cojse = 72 ¢ Cyyse jest dodatnia sta-d

Z powyzszych twierdzeh wnioskujemy nastépujdce w:asnosSci empirycznych modeli
Rg (x; K;p) w sensie b:édu MISE:

RG5. Przy za:ozeniach twierdzenia 3.4, modele empiryczne Rg (x; K;p) zbiegajad do do-
wolnych (ograniczonych na przedziale S = [a;b] — por. za:ozenie Z2) nieliniowosci
R (x), przy dowolnych (ograniczonych i dodatnich w tym przedziale — por. za:ozenie
Z1) funkcjach géstosci wejscia T ().
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RG6. Szybkost zbieznosci modeli R (x; K;p) zalezy od g:adkosci nieliniowosci R (X) i
funkcji géstoSci wejscia systemu T (X) w przedziale S = [a;b] oraz od numeru fal-
kowego p funkcji falkowych zastosowanych w modelach Rg (x; K;p) (por. wzory
(3.56)-(3.57) i (3.58)-(3.59)).

RG7. Jesli w przedziale S = [a; b] funkcja géstosci wejscia T (x) jest gadsza od identy...ko-
wanej nieliniowosci R (x), tj. ® > oraz zastosowane w modelu empirycznym falki
majd numer p > —, to wéwczas model Rg (x; K; p) zRiega do nieliniowoSci R (x) z
asymptotycznie optymalna szybkoscid O N2 =@ *D" (por. Dodatek B.7, str. 129
I w:asnost RG3).

RG8. Oszacowanie (3.59) gwarantuje w praktycznych zastosowaniach (dlai®;_ > 172)
minimalnd szybkost zbieznosci modeli falkowych Rg (x; K; p) rzédu O N i1=2" nije-
zaleznie od numeru falki p.

RG9. Na zbieznost i szybkoSt zbieznosci nie wp:ywajd, z dok:adnoscid do sta:ych, ani
struktura ani dynamika systemu (z klasy rozwazanych systeméw) ani tez skorelo-
wanie zak:6ceh z, (por. w:asnost RG4).

Przyk-ady. Rozpatrzymy teraz kilka przyk:adowych przypadkéw identy..kowanej nieli-
niowosci R (X) i funkcji géstosci wejscia systemu T (x).

Niech nieliniowost R (x) i funkcja géstosci wejscia T (x) bédd odcinkami stae w S =
[a;b]. Wbwczas w przedziazach pomiédzy skokami obie funkcje naleza do klasy C1, a
zatem (por. (3.58)) :% = 1=¢ i wraz ze wzrostem liczby pomiaréw N gwarantowany b-dd
(3.59) maleje jak O Nit=2

Jesli R(x) 1 F(x) sd cidgre w przedziale S i spe:niajd, np. warunek Lipschitza
(®i= ~ =¢l), wtedy gwarantowany rzad szybkoSci zbieznoSci roSnie do poziomu
O Ni2%3 (por. (3.56)-(3.57) biordc pod uwagé, ze p > 11i ° = 1). W obu przypadkach
gwarantowane szybkosci nie zalezd od zastosowanych w modelach funkcji falkowych.

Jesli natomiast R (x) i T (X) s& dwukrotnie rozniczkowalne (np. obie nalez& do klasy
C¥5[a; b])¢ to wowczas modele oparte o falki Haara (p = 1) nadal zbiegajd z prédkoScia
O Ni2%3  natomiast dla modeli z falkami Daubechies 0 numerze p >y 3 szybkost ta
wzrasta do maksymalnego (dla funkcji z klasy C2®) poziomu O "N i5=6 (por. (3.57) i
Dodatek B.7).

Dla bardzo g:adkich funkcji R (x) i f (x) (®; A 1), szybkost zbieznosci modeli falko-
wych zalezy g:6wnie od zastosowanych w nich funkcji falkowych (numeru falkowego p).
Zauwazmy,eze juz przy falkach o numerze p = 5 otrzymujemy szybkoSt zbieznosci rzédu
O N i1l (zak:adamy tu ®; > 5), a zatem praktycznie réwna rzédowi O (N i1), cha-
rakterystycznemu dla metod z parametrycznd znajomoscid funkcji R (x) i  (x) (por. np.

[7D).

C. Dobér falek w empirycznym modelu falkowym Rg (x; K;p)

Opierajdc sié na przeprowadzonej powyzej analizie teoretycznej (i podanych przyk:adach),
mozna podat nastépujdce wskazowki dotyczdce doboru funkcji falkowych w empirycznym
modelu falkowym (3.8)-(3.9), otrzymywanym wed:ug algorytmu ilorazowego.
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A. Jesli oprécz informacji pomiarowej (zawartej w obserwacjach f(xy; yx)g) dostépna
jest rowniez informacja wstépna na temat g-adkosci identy..kowanej nieliniowosci R (X) i
funkcji géstosci wejscia systemu T (x) to, kierujdc sié w=asnosciami RG3 i RG7, nalezy
zastosowat w nich funkcje falkowe o numerze p > min f®; g.

Zastosowanie w modelach empirycznych Rg (x; K; p) falek o wiékszych numerach falko-
wych p, widze sié jednakze ze wzrostem komplikacji obliczeniowych zwidzanych z otrzy-
mywaniem odpowiednich funkcji falkowych (zagadnienie to analizujemy szczeg6:owo w
rozdziale 4). Ponadto, juz przy numerach falkowych p > 2, réznice pomiédzy gwaranto-
wanymi szybkoSciami zbieznosSci stajd sié nieznaczne i, przy odpowiednio gzadkich R (x)
i T (X), wynoszd (por. wzor (3.57) dla b:édu MISE):

| MISERg (X Kopt (N) ;p) ]
[9) :N i4=5¢ » 0 (N i0:8)
O.N i6=7¢ » 0 (N i0:86)
O.N i8=9 ¢ | » O (N i0:89)
O'N j10=11 » 0 (N i0191)

gl W N||T

Mozna sié zatem spodziewat, ze zastosowanie modeli empirycznych Rg (x; K; p) z funk-
cjami falkowymi o wysokich numerach falkowych p jedynie nieznacznie poprawi (asymp-
totycznd) szybkost zbieznosci do identy..kowanej nieliniowosci R (x), w stosunku do ich
odpowiednikow z funkcjami falkowymi o masych numerach p (por. tez wyniki badah sy-
mulacyjnych w rozdz. 5).

B. W czéstych sytuacjach braku informacji wstépnej o R (x) i T (X) mozna jednak na
0906+ przyjdc, ze funkcje te posiadaja skohczond liczbé punktéw niecidg-osci i sd odcin-
kami gradkie z ;® > 1=2. Wowczas (por. w-asnost RG8) przy regule doboru skali (3.58)
modele empiryczne zbiegaja glogalnie (w sensie b:édu MISE) do nieliniowosci R (X) z gwa-
rantowand szybkoscid O N %2 (por. (3.59)), niezaleznd od liczby punktéw niecidg:osci
w tej nieliniowosci i w funkcji géstosci wejscia T (X) (w przedziale S = [a; b]).

Poniewaz gwarantowana szybkost zbieznosci nie zalezy teraz takze od zastosowanych w
modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p), to przyjmujdc, jako dodatkowe kryte-
rium wyboru, zatwost implementacji modeli, nalezy stwierdzitc, ze najkorzystniejszy wybor
stanowid w takich sytuacjach (tj. przy braku informacji apriorycznej) modele oparte o falki
Haara (por. (1.10) i zob. rodz. 4; por. takze [49], [70]-[71] i [108]).

Zauwazmy jednak, ze biordc pod uwagé punktowe (lokalne) w:asnosci empirycznych
modeli falkowych Rg (x;K;p) (por. w:asnost RG2) zastosowanie funkcji falkowych o
wyzszych numerach pozwala tym modelom lepiej ,,dopasowac” sié do identy..kowanej
nieliniowosci w przedzia-ach jej cidg=osci (por. (3.52) i (3.53)). Szczegdlnie widoczne jest
to w przypadku, gdy R (x) i T (x) sd pomiédzy punktami skokow wielomianami. Wowczas
bowiem (zob. uwaga 3.6), jesli numer falkowy jest wiékszy od stopnia tych wielomianow,
znika obcidzenie modeli empirycznych Rg (x; K;p) (por. wzory (3.29) i (3.49)).

3.2 Algorytm bezpoSredni

Jednd z cech przedstawionego w poprzednim punkcie algorytmu ilorazowego jest zale-
Znosc zbieznosci i szybkosci zbieznoSci wyznaczanych przez niego modeli empirycznych
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Rg (x; K;p) od w-asnosci funkcji géstosci wejscia systemu f (X). Zaleznost ta wynika z
postaci funkcji G (x) identy..kowanej w pierwszym kroku algorytmu ilorazowego, ktéra
jest iloczynem nieliniowosci R (X) i funkcji géstosci wejscia systemu T (X) (por. wzor (3.1)
w punkcie 3.1).

W szczeg6lnosci, gdy na przyk:ad f (X) jest niecidg=a, gwarantowana szybko’sf:@rednio-
kwadratowej zbieznosci cazkowej tych modeli jest co najwyzej rzédu O N i¥2 | nawet
jesli identy..kowana nieliniowost R (x) jest wielokrotnie rézniczkowalna (— A 1) a za-
stosowane w modelach falki majd wysoki numer p (zob. twierdzenie 3.6 na str. 44 oraz
w:asnosci RG7-RGS8).

Proponowany ponizej algorytm identy..kacji jest pozbawiony tej wady i wyznaczone
przez niego modele empiryczne zbiegajd do nieliniowosci R (X) niezaleznie od w-asnosci
funkcji géstosci wejscia systemu T (X).

Podstawa teoretyczna. Kilasa teoretycznych modeli falkowych (dla réznych p), stano-
widca podstawé algorytmu identy..kacji, sk-ada sié obecnie z modeli béddcych aproksy-
macjami identy..kowanej nieliniowosci R (x) (por. (1.25) w punkcie 1.2 oraz wzory (3.2) i
(3.3) de..niujdce modele teoretyczne Rg (X; K; p))

N :p) S )
Rg (X;K;p) = ®Rn " (X) + P AR (%) (3.60)

N=nloin(M;p) m=M I=I};,(m:p)

w ktorych wspdé:czynniki ®,‘23,n i _f’ﬁ, sd (bezposrednio) wspo-czynnikami falkowymi iden-
ty..kowanej nieliniowosci R (x) (por. z postacid wspo-czynnikéw modeli G (x; K; p) dand
wzorem (3.4))

Z n+@piv Z 1+
I 2M “p - xp
®uvn = ] R(X) "ya(X)dx oraz |, = tin R (X) AR, (X) dx (3.61)
oM Tom

Granice sumowah w modelach Rg (X; K; p) wynoszd (por. wzory w (3.5))

§
Nirin (M p) = 2Ma lhin (M; p) = d2™ae § 1+ p

¥ oraz (3.62)
Minax (M) = 2Mb" § 2p+1 Iz (M P) = b27bC i

gdzie a; b s& granicami przedzia:u S.

Algorytm identy..kacji. Modele empiryczne. Wobec nieznajomosci nieliniowosci
R (x), zadaniem algorytmu jest oszacowanie (estymacja) nieznanych wspo:=czynnikow ®R§,n
i _ﬂg, modeli Ry (X; K;p) (dla dowolnego p) na podstawie zbioru pomiaréw f(xk;yk)gE:l
wejscia-wyjscia systemu (por. punkt 2.2 w rozdz. 2).

Wykorzystujdc w tym celu spostrzezenie, ze przy za:ozeniach Z1-Z5, dlax 2 S = [a;h]
zachodzd ponizsze tozsamosci (por. wzory w (3.6))

YA n+(2pi1) 1 : 0 (%)”
po = 2 =D - = _Mn M)
®mn ﬁ R(X) "pmn X r (x)f X)dx=E R(X: f (x0)
2

Y
RA n (Xl) —

= E [R(X1)+» +ZI]W
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_ "mn (X1)”
= E yl—}" <)

Z 1 ) Kp >

N > - 1 A
BT RO T 00 =E RO S
P 4
= E [R (Xl) —+ »q =+ Zl] %)(()1()1) =
. Al (x)”
E Y fl(xl) (3.63)

mozemy, dziéki znajomosci funkcji géstosci wejscia systemu T (X), oszacowat te wspo-czyn-
niki za pomocd nastépujdcych estymatoréow (wspo:czynnikow empirycznych) (por. esty-
matory w (3.7))

1 X . po0 1 X
Bn =1 Yk TMn () oraz Cri= AR (4) (3.64)
k=1 k=1
gdzie ) .
wpl — " mn (Xk) =0 — A (%)
mn (%K) () ) oraz Ap, (X«) F ) ) (3.65)

otrzymujdc w ten sposob klasé (dla roznych p) empirycznych modeli falkowych nielinio-
wosci R (x), odpowiadajdcych klasie modeli teoretycznych (3.60) (por. z postacid modeli
empirycznych Rg (x; K; p) dan& wzorami (3.8) i (3.9))

N :p) St Ima3ienip)
Ken) — -
lQR (X! K; p) - ®Rﬂn R/In (X) +
N=nlhin(M;p) mM=M I=I};(M:p)

AMERL ) (3.66)

Uzyskalismy zatem nastépujécy bezposredni algorytm identy..kacji (algorytm tego typu
dla klasycznych uk-adéw funkcji ortogonalnych badany by: w pracy [43]):

Algorytm bezposredni:

Krok 1. Na podstawie pomiarow f(xk;yk)gE:l oblicz oszacowania ®R9,n i Afﬁ, wed:ug
wzordw (3.64) i (3.65).

Krok 2. Wyznacz empiryczny model nieliniowosci R (x) wstawiajdc obliczone osza-
cowania do wzoru (3.66).

3.2.1 Analiza w:asnosci modeli empirycznych Rg (x; K;p)

Analizé w:asnosci modeli Rg (x; K;p) rozpoczniemy od uwagi, ze wspé:czynniki empi-
ryczne ®R9,n i Afﬂ, w (3.64) sd dobrze zde..niowane, gdy funkcja géstosci wejscia systemu
T (X) jest dodatnia (por. wzory (3.63) i (3.65)). A zatem, na mocy za:0zenia Z1, gwarantu-
jécego té w-asnost f (x) jedynie w przedziale S = [a; b], nosniki funkcji falkowych *}, , (X)
i AP (X) odpowiadajdce wspo:czynnikom empirycznym ®R§,n i Afﬁ, modeli Rg (x; K;p),
muszd zawieraC sié w tym przedziale. Nak:ada to nastépujdce ograniczenia na indeksy
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translacji n i | funkcji falkowych w tych modelach (por. Rys. 3.7)

LM>a I+(21mip)>a
n+(2p i 1) oraz | +p
2—M6b Z—me

i prowadzi do podanych we wzorze (3.62) granic sumowah w modelach teoretycznych i
empirycznych.

Przed przystdpieniem do dalszej analizy pokazemy, ze z powyzszego wynikajd w ogol-
nosci (dla dowolnego numeru falkowego p) nastépujdce konsekwencje:

2 zbieznost i gwarantowane szybkosci zbieznosci modeli empirycznych Rg (x; K;p)
zachodzd jedynie w podprzedziale przedzia:u S,

2 nosniki modeli empirycznych Rg (x; K;p) s& mniejsze niz przedzia: S = [a; b], stad
niektére pomiary ze zbioru f(x; yk)gE=1 nie s& wykorzystywane przez algorytm bez-
posredni przy wyznaczaniu tych modeli.

Przedzia: uzyteczny modeli empirycznych Rg (x; K;p). Analiza b:édéw obcidze-
nia modeli falkowych opiera sié na w:asnosci falkowej analizy wielorozdzielczej (1.3) w
rozdz. 1 méwidcej, ze zbior funkcji falkowych (por. (1.14)-(1.16) w rozdz. 1)

("0 00 AP () ;M;m;n; 12 Z) : m > Mg (3.67)

jest bazd zupe:nd przestrzeni L? (R), a zatem pozwala przedstawit dowolnd funkcjé ca:ko-
walnd z kwadratem na cazej prostej R (por. wzory (1.17) i (1.18) w rozdz. 1). Jak jednak
stwierdzilismy powyzej w przypadku modeli Rg (x; K;p) do dyspozycji mamy jedynie
zbiér funkcji falkowych o postaci

C )

("R AP () M;m;n; 12 2): n= ‘m>M

(3.68)
Zbior ten, ze wzglédu na zwartost nosnikow funkcji falkowych Daubechies, jest bazd zupe-
*nd przestrzeni funkcji cazkowalnych z kwadratem jedynie w pewnym przedziale, w ktérym
sposrod wszystkich funkcji falkowych ze zbioru (3.67) aktywne sd tylko te, ktore nalezd
do zbioru wyznaczonego w (3.68). Granice tego przedzia:u, oznaczane dalej przez ak i b,
mozna zatem wyznaczyt na podstawie ponizszych réwnosci (por. wzory w (3.62), postacie
nosnikéw funkcji falkowych dane w (1.11), rozdz. 1 oraz Rys. 3.7)

4 = Mmin(Mip) i 1+ (2p i 1)
R oM

NYax (M5 p) + 1
2M

oraz bk =

z ktorych otrzymujemy, ze
L|

g - v
2Ma +2pj2 2Mb j2p+2
2M ’ 2M

Sk & [ak; b%) =

(3.69)

Przedzia: S} = [ak; bL) bédziemy nazywaC przedziaem uzytecznym modeli empirycznych
Rr (x; K;p). Zwrétmy uwagé, ze jest on w ogélnosci wézszy od przedzia:u S.
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R(z) .
a -
a a, b 1 b .L“;
— : — : | ()
— —! : — : I ) w\)n(w)
é‘\‘l|llll|ll|lllllll'I‘\‘é U (2)
‘E\‘IIIIIIII |II||I||I||I|II|II|II|II|II|II| Illlllllw‘i wl)(ll(a’)

Rys. 3.7 Algorytm bezposredni (wyznaczajdcy empiryczne modele falkowe Rg (x;K;p)) po-
zwala identy..kowaC nieliniowosci R (x) w przedziale Sk = [ak; bL), ktory jest w ogdlnosci wézszy
niz przedzia: S = [a;b] (na rysunku przedstawiono przyk:adowy model Rg (x;K;p) z p = 2).
Szare prostokdty odpowiadajéd noSnikom funkcji falkowych tego modelu

Zauwazmy takze, ze na mocy w:asnoSci (A.2) funkcji betc i dte (Dodatek A.1, str. 114),
d-ugost tego przedzia:u rosnie ze wzrostem skali M (por. wzory w (3.42)), poniewaz:

Ma+2p i1l pil
I Ul B o |

2Mbi2p+1 _ 2pil

o = g (370)

oraz bjbk <bj

i (asymptotycznie, M ¥ 1) osidga d-ugosc przedzia:u S (dla dowolnych p). Stdd, aby za
pomocd algorytmu bezpoSredniego moc identy..kowat nieliniowost R (x) w jak najszer-
szym przedziale S%, nalezy w empirycznych modelach falkowych Rg (x; K; p) przyjmowat
skalé M = K (por. Rys. 3.8).

“H by
[T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T TTTTTTTT P(m)

[ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T TTT T T T TTTT TTT ¢
1 1 I N N I I O | SOB"

Rys. 3.8 Przedzia: uzyteczny S& modeli empirycznych Rg (x; K;p) osidga (w danej skali K)
najwiéksza d:ugost (nieliniowost R (X) jest identy..kowana przez algorytm bezpoSredni w naj-
szerszym podprzedziale Sk %2 S) w przypadku, gdy parametry skali M i K w tych modelach sé
réwne (model wykorzystuje tylko funkcje skalujéce 'f<n (X)) (por. z Rys. 3.7)
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Nosnik modeli empirycznych Rg (x; K;p). Nosnik modeli Rg (x; K; p) jest dany na-
stépujacym wzorem
i P ninfM:P)
supp Rr (x; K; p) = supp “pan (%) [ supp A, (x)

n=n%;,(M;p) m=M I=I% . .(m;p)

a zatem, przy granicach sumowan podanych we wzorze (3.62) i przy uwzglédnieniu postaci
noSnikéw odpowiednich funkcji falkowych =, (x) i AP (), jest réwny (por. wzor (1.11)
w punkcie 1.1)

bZMbt2p+1 b2WC i
£ L B L ¢
. . —_ . 2pil I+1ip. | —
supp Rr (x; K;p) = o 2L blip Lp” —
n=d2M ae m=K |I=d2Mae j 1+p
b2 idsC i p - 19
— llf £I+1i9. I+p ¢ _ dekitag pa<itg  _
- Kil 2KGi1  — oKil 1~ JKi1l
I=d2Kilaejl+p
def
=Sr = [aR;bR) (371)

a zatem jest ogolnie wezszy od przedzia'u S = [a;h] (zob.pRys. 3.7)g W rezyltacie
omiary,, ktérych sk-adowa wejsciowa X, lezy na brzegach a;2i(<iD "2Kila = oraz
2i(KiD 2Kilp' b przedzia:u S, nie sd brane pod uwagé przez rozwazany algorytm
podczas wyznaczania wspé:czynnikéw modeli Rg (x; K; p). Dla poréwnania, w przypadku
modelu z Rys. 3.8 (tj. dla M = K) nosnik tego modelu wynosi

b2Xbgi2p+1

£ 16 do<ae, bokec
supp Rg (X; K;p) = S odpatt = TR Ao

n=d2Kae

a zatem odpowiednie przedzia:y brzegowe sd mniejsze (i mniejsza moze byt takze liczba
pomiardéw niewykorzystanych przez algorytm identy...kacji).

Uwaga 3.9 Dla modeli empirycznych Rg (x; K;p) opartych o funkcje Haara (p = 1), w
przypadku, gdy granice a; b przedzia:u S lezd. na siatce binarnej By;H 6 M (por. de..nicja
w Dodatku A.2, str. 114), zachodzi (por. wzory (3.69) i (3.71))

ak=agr=a oraz by =bg =0
i algorytm bezposredni identy. kuje w takim przypadku nieliniowosc R (X) w casym

przedziale S, z wykorzystaniem wszytkich pomiaréw ze zbioru f(Xy; yk)gl'le.

APl

Zbieznost oszacowan &% i 7

Na mocy tozsamosci (3.63) oraz zazozeh Z3-Z5, estymatory ®R§,n i Afﬁ, (dane wzorem
(3.64)) s& nieobcidzone

E®Y =@ oraz E*N =" (3.72)

ml— ml
Ponadto, ich wariancje spe:niajd nastépujdce oszacowania

1 po 1
var® 6 N (AL, +A,) oraz var®,,6 N (B +B) (3.73)
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gdzie Al ;B! oraz AL, ;B! sd dodatnimi sta:ymi zaleznymi od czéSci dynamicznej
systemu i w=asnosci zak:6ceh zewnétrznych (zob. (B.31) i (B.32) w Dodatku B.5).

Z w=asnosci (3.72) i (3.73) wnioskujemy, ze (por. z lematem 3.1):

Lemat 3.7 Wspd:czynniki ®R3,n i Afﬁ, modeli empirycznych Rg (x; K; p) zbiegajaisrednio-
kwadratowo do wspo:czynnikdw ®R3,n i _fﬁ, modeli teoretycznych Rgr (X; K; p) wraz z rosndcéd
liczbd: pomiaréw N. Ich b:édy sredniokwadratowe spe:niajd: nierbwnaosci

1
MSE®P, = var®) 6 N (A, +AL )
po pl 1
MSEAmI = VarAmI 6 N (BS/ar + Bgov)
A zatem, podobnie jak wspé:czynniki empiryczne &, i Afn, modeli G (x; K; p), réwniez

powyzsze charakteryzujd sié w=asnosciami V1-V3 (str. 29), zbiegajdc przy tym bezposre-
dnio do wspo+czynnikéw rozwiniécia falkowego identy..kowanej nieliniowosci R (X).

A. Analiza zbieznosci punktowej modeli Rg (x; K;p)

Analiza zbieznosci punktowej modeli empirycznych Rg (x; K;p) przebiega podobnie jak
przeprowadzona w punkcie 3.1.1 analiza zbieznosci punktowej modeli empirycznych
G (x; K; p) wyznaczanych za pomocd algorytmu ilorazowego.

Rozpoczniemy ja& od dekompozycji punktowego b-édu Sredniokwadratowego modeli em-
pirycznych Rg (x; K;p) w ustalonym punkcie x
h .

i
MSERR (x Kip) = E R() i Re(cKip) =
h i2 i2
= RMXiERRKXK;p) +E ERR(GK:p) i Re(GK;p) =
= bias? Rg (x; K;p) + var Rg (x; K; p) (3.74)

na dwa sk:adniki b:édu modelu: kwadrat obcidzenia bias? Rg (x; K; p) oraz wariancjé wy-
jscia modelu var Rg (x; K; p).

h

Wariancja wyjscia modelu varRg (x; K;p). Z wsasnosci (3.72) wynika, ze modele
empiryczne Rr (x; K;p) sa& — dla poszczegblnych K i p — nieobcidzonymi estymatorami
modeli teoretycznych Ry (X; K;p) (por. wzor (3.13))

ERr (X; K;p) = Rr (X; K; p) (3.75)
W konsekwencji zatem

h i,
var Rr (x;K;p) = E Rr (x;K;p) i Rr (X;K;p)

Na podstawie obliczen zawartych w Dodatku B.6 (str. 128) otrzymujemy, ze w kazdym
punkcie x 2 S% wariancja wyjscia modelu empirycznego Rr (x; K; p) spe:nia nieréwnost

2K
var Rg (x; K; p) 6 N o (3.76)

gdzie C!,,. jest dodatnid sta:d, zaleznd od dynamiki systemu i zak:6cen zewnétrznych zy.
Podobnie zatem jak dla modelu G (x; K; p), rzdd wariancji wyjscia modeli empirycznych
Rr (x; K; p) zalezy tylko od liczby pomiaréw N oraz przyjétych skal K modeli (por. (3.14)
oraz w:asnosci V1-V3, str. 29).
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Obcidzenie bias? Rg (x; K;p). Ze wzglédu na (3.75) kwadrat obcidzenia modeli em-
pirycznych Rg (x; K;p) w punkcie X jest réwny kwadratowi b:édu aproksymacji w tym
punkcie nieliniowosci R (X) za pomocd jej falkowych modeli teoretycznych Rgr (X; K; p):
h i,
bias’Rg (X; K;p) = R(X) i ERR(X;K;p) =[R(X) i Rr (X;K;p)J? (3.77)

A zatem ma przyczyny jedynie natury deterministycznej i nie zalezy od liczby pomiaréw
N. B:dd ten maleje do zera ze wzrostem skali K w tych punktach x, w ktorych identy..ko-
wana nieliniowost R (x) jest cidga (zob. [80, twierdzenie 2.1]), bez wzglédu na zachowanie
sié w tym punkcie funkcji géstosci wejscia systemu T (x) (por. (3.16)),

bias?Rr (;K;p) ¥ 0 dla K ¥ 1 (3.78)

Zbieznost punktowa modeli Ry (x; K;p)

Dobierajdc parametr skali K tak, aby wzrost liczby pomiaréw N powodowa: jednocze-
sne zmniejszanie sié obu skradowych b:édu Sredniokwadratowego we wzorze (3.74) (por.
z dyskusjd na str. 30, dotyczédcd warunkow zbieznosci punktowej modeli empirycznych
G (x; K;p)), tj. aby

K(N)
K=K'(N) ¥ 1 oraz

"0 dla N 1 (3.79)

otrzymujemy nastépujdce twierdzenie charakteryzujdce warunki zbieznosci modeli empi-
rycznych Rg (x; K;p) (por. z twierdzeniem 3.1).

Twierdzenie 3.7 ('Sredniokwadratowa zbieznoSt punktowa) Jesli identy..kowana
nieliniowdst R (x) jest cidg:a w punkcie x 2 SL = [ak;b%), a skala K modeli empirycz-
nych Rg (x; K;p) zalezy od liczby pomiaréw N tak, ze spe:nione sa warunki w (3.79), to
dla dowolnego p modele te zbiegajd w tym punkcie sredniokwadratowo do identy..kowanej
nieliniowosci R (x)
h i,
MSERR (;K'(N);p) =E R() i Re(¢K'(N);p) 30 gdy N ¥ 1

Z powyzszego twierdzenia wnioskujemy zatem, ze zbieznoSt punktowa empirycznych
modeli falkowych Rg (x; K; p) do nieliniowosci R (x) nie zalezy od cidg:osci funkcji géstosci
wejscia systemu T (X).

Z punktowej zbieznoSci Sredniokwadratowej modeli Rr (x; K; p) wynika ich punktowa
zbieznost wed:ug prawdopodobiehstwa (por. wniosek 3.1):

Whiosek 3.2 (ZbieznoSc punktowa wg prawdopodobienstwa) Jesli spe:nione sd
zasozenia twierdzenia 3.7, modele empiryczne Ry (x; K'(N); p) zbiegaja: do nieliniowdsci
R (x) wed:ug prawdopodobiehstwa, w kazdym punkcie x 2 Sk = [ak;bk), w ktdrym ta
nieliniowdsc jest cidg:a

Re (K (N);p) ¥ R(x) gdy N ¥ 1
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Szybkost zbieznosci punktowej modeli Ry (x; K;p)

YA

Aby wyznaczyt szybkost sredniokwadratowej zbieznosci modeli Ry (x; K; p) do identy..-
kowanej nieliniowosci R (X) przyjmiemy teraz nastépujdce za:ozenie o jej gzadkasci (por.
za:ozenie Z7, str. 34).

Z7". Nieliniowost R (x) nalezy do klasy

R(X)2C [axhx) [a;b) LSk~ >0
gdzie ¥ 1 ¥ I
2% i 2p+2 X'+ 2p it
ayx = oK oraz by = oK

Zauwazmy, ze za-ozenie to nie dotyczy funkcji géstosci wejscia systemu f (x), ktéra
moze byt teraz dowolna (w zakresie podanym w za:ozeniu Z1 w rozdz. 1).

Szybkost zbieznosci b:édu obcidzenia bias? R (x; K;p). Korzystajdc teraz z osza-
cowania b:édu obcidzenia w ustalonym punkcie x, uzyskanego w Dodatku B.4 (str. 126)
dla modeli G(x; K;p) otrzymujemy (przy podstawieniu G (x) = R(x) oraz , = ), ze
odpowiednie oszacowanie b:édu obcidzenia dla modeli Rg (x; K; p) wynosi

bias? Rg (x; K;p) 6 212K ¢CL._ (3.80)

gdzie °® = minf ;pg i C),, jest dodatnid sta:d (zaleznd od nieliniowoSci R (x) i falek
AP (X)).

Na podstawie tej nieréwnosci wnioskujemy, ze przy za:ozeniu Z7° (por. w:asnosci B1-
B4 modeli G (x; K;p), str. 35):

B1'. Wraz ze wzrostem skali K empirycznych modeli falkowych Rg (x; K;p), kwadrat
ich b:édu obcidzenia maleje wyk:adniczo do zera w punktach cidg-oSci nieliniowosci
R (X), przy dowolnej funkcji géstosci wejscia systemu f (X) (spe:hiajdcej za:ozenie
Z1).

B2". SzybkoSt zmniejszania sié tego b:édu zalezy jedynie od g:adkoSci nieliniowosci R (x)
oraz od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p), nato-
miast nie zalezy od gradkosci funkcji géstosci wejscia systemu T (X).

B3'. Wp:yw na b:ad obcidzenia modeli Ry (x; K; p) w punkcie x ma g:adkost nieliniowosci
R (X) jedynie w otoczeniu tego punktu (w przedziale [ay; bx)).

B4'. Oszacowanie (3.80) jest pnrawdziwe dla wszystkich punktéw x nalezdcych do

dzia: b2X¥xC , h2¥xc+1 )
przedziau —g—;—x M Sg.

Szybkost sredniokwadratowej zbieznosci punktowej modeli Rg (x; K;p). Nie-
réwnosci (3.76) i (3.80) pozwalajad w nastépujdcy sposdb oszacowaC asymptotyczny b+dd
Sredniokwadratowy modeli empirycznych Rg (x; K;p) w dowolnym, ustalonym punkcie
X 2 Sk (por. wzor (3.30)):

MSERR (X;K;p) 6 2i27K + D ¢ Clise (3.81)
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gdzie Clse = max fCl,,.; Cl.rg. Minimalizacja tego oszacowania wzglédem parametru
skali K prowadzi do nastépujdcej regu:y lokalnego doboru skali K modeli empirycznych
Rr (x; K;p) (w otoczeniu punktu x) dla duzej liczby obserwacji N (por. warunki (3.79) i
regu:é doboru skali (3.31) w modelach empirycznych G (x; K; p))

1 o

1
— 0 — ol
K= Kopt (N) = m |0922 N (382)
Podstawiajdc ten wzor do oszacowania (3.81) otrzymujemy nastépujdce twierdzenie (por.
twierdzenie 3.2).

Twierdzenie 3.8 (Szybkost Sredniokwadratowej zbieznosci punktowej) Jesli

spe:nione sd. waﬂunki za:ozenia Z7°, to w kazdym punkcie x nalezdcym do przedzia:u
b2¥xc  h2Kxc+1

—r— —rx—  bdd sredniokwadratowy modeli empirycznych Rr (x;K;p), przy skali

s

K dobieranej wed:ug regu:y (3.82), spe-nia nierbwnos

o0

I 0 ¢ is%— s ~R° . ol . .
MSERR XKl  (N);p 6 N 2% ¢ Cye; =minf ;pg (3.83)
gdzie CRee = 2¢(2°) 127"V .

Z twierdzen 3.7 i 3.8 wynikaj& nastépujdce w:asnoSci punktowe (w sensie zachowania
sié b:édu sredniokwadratowego MSE) empirycznych modeli falkowych Rg (x; K;p) (por.
z wasnosciami RG1-RG4 modeli Rg (x; K; p), str. 42):

RR1. Modele Rg (x; K; p) zbiegaja do identy..kowanej nieliniowosci R (x) w kazdym punk-
cie jej cidg-osci w przedziale SL = [ak; bk), niezaleznie od cidg-0Sci w tych punktach
funkcji géstosci wejscia systemu T (X).

RR2. Szybkost zbieznosci modeli Ry (x; K;p) ze wzrostem liczby pomiaréw N we wzo-
rach (3.64) i (3.83) zalezy od lokalnej (w przedziale [ay;bx)) gadkoSci nieliniowosci
R (x) oraz od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p),
natomiast nie zalezy od g-adkosci funkcji géstosci wejscia systemu f (x) (por. wzory
(3.82)-(3.83)).

RR3. Jesli w przedziale [ay; by) nieliniowost R (x) nalezy do klasy C , a zastosowane w mo-
delu empirycznym Rg (x; K; p) falki maja numer p > —, to wowczas szybkost zbie-
ZNnosci b+éduI Sredniokwagdratowego tych modeli osidga asymptotycznie optymalna
prédkost O N i2 = *1 " (por. Dodatek B.7, str. 129).

RR4. Na wyznaczone w twierdzeniach 3.7 i 3.8 warunki i szybkoSt zbieznoSci modeli
Rr (x; K;p) nie wp:ywajd ani struktura ani dynamika systemu (z klasy rozwaza-
nych systemow), ani tez skorelowanie zak:0ceh pomiarowych z.

RR5. Przedzia: Sk = [ak;bk), w ktérego punktach moze zachodzit zbieznoSt modeli em-
pirycznych Rg (X; K; p) jest, w ogdlnosci, wézszy niz przedzia: S. R6znica pomiédzy
tymi przedziazami maleje ze wzrostem skali M (por. wzory (3.69) i (3.70)) (i dla
przyjétej skali K modeli jest najmniejsza gdy M = K).

Ponizsze twierdzenie okreSla szybkoSt zbieznosci punktowej empirycznych modeli fal-
kowych Rg (x; K; p) wed:ug prawdopodobiehstwa (por. twierdzenie 3.3).
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Twierdzenie 3.9 (Szybkost zbieznosci punktowej wg prawdopodobienstwa)
Jezeli spemnione sd zaozenia twierglzenia 3.8, to dla b-edu bezwzglédnego mo-
deli _empirycznych .ﬁQR X; Kgpt(N);p zachodzi asymptotycznie w kazdym punkcie

b2<xc . b2X¥xc+1 . .
X2 —r——r , hastépujdce oszacowanie:

N ; o 3 L T
R i Rr ;KL (N);p =0 Niz=1 (3.84)

wed:ug prawdopodobienstwa.

Dowdd. Dowdd twierdzenia otrzymujemy po zastosowaniu twierdzenia 2.19 z pracy [50,

twierdzenie 3, str. 445%], cytowanego yv Dodatku B.8, str. 129. Podstawiajdc w nim g (x) =

R(X), On (X) = Rr X K3 (N);p oraz fy (x) = F(x) = Is(x) i przyjmujdc sy =

2°%=(2°" + 1) oraz sf = A, otrzymujemy (3.84). n
Otrzymujemy zatem Kkolejnd w:asnosc:

RR3a. Jesli zastosowane w modelach empirycznych Rg (x; K; p) funkcje falkowe maja nu-
mer p > T to_w()_wczes modele te zbiegajd punktowo do nieliniowosci R (X) z préd-
koscia O N i =2 +1 " wed:ug prawdopodobienstwa (por. w:asnostc RR3).

B. Analiza zbieznosci caskowej modeli Rg (x; K;p)

Badanie zachowania sié modeli empirycznych Rg (x; K; p) w sensie globalnego (ca:kowego)
b-édu Sredniokwadratowego MISE opiera sié na dekompozycji tego b:édu na sk:adowe
zintegrowanego kwadratu obcidzenia ISB Rg (x; K; p) oraz zintegrowanej wariancji wyjscia
IV Rg (x; K;p) (por. z dyskusja dotyczacd modeli G (x; K; p), str 3.1.1). " .

B-dd ten dla modeli empirycznych Rg (x; K; p) de..niujemy w przedziale Sk = a ;H(,’q :

Z h i
MISERR (G Kip) =E RO 1 RrOGKp)  dx = 1SBRr (% K; p)+ IV Br 0 K: p)

Sk
(3.85)
Podobnie jak dla modeli G (x; K; p) w algorytmie ilorazowym, warunki i szybkost ca:kowej
zbieznosci modeli Rg (x; K;p) zbadamy dla cidg:ych i niecidg:ych (ze skohczond liczba
niecidg-osci typu skok) nieliniowosci R ().
h .
Wariancja IV Rg (x; K;p). Sk:adowa IV Rg (x; K;p) dla S = ak;H, mozna oszaco-
wat korzystajdc z oszacowania punktowej wariancji modelu empirycznego podanego we
wzorze (3.76) (por. (3.34))
Z
2K
IVRR (X;K;p) =  varRg (x;K;p)dx 6 N Cl, (3.86)

Sr

gdZie C?V = (b?? i a??) C\O/ar'
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Ocidzenie I1SB R (X; K;p). Ze wzglédu na nieobcidzonost estymatoréw &% i ™" (por.
wzory w (3.72)), a zatem tez wyjscia modelu empirycznego Rg (x;K;p) w stosunku
do jego teoretycznego odpowiednika Rg (X; K;p) (por. wzor (3.75)) carkowe obcidzenie
ISB Rg (X; K; p) jest réwne ca:kowemu b-édowi aproksymaciji identy..kowanej nieliniowo-
Sci R (X) przez model teoretyczny Rg (X; K; p) (por. wzor (3.35))
Z h i,
ISBRR (x; K;p) = R(X) i ERR(XK;p) dx=
yAL
= [R() i RrRGK;pIdx=ISERR (x;K;p)  (3.87)
Sk

a zatem, podobnie jak sk:adowa obcidzenia bias? Rg (x; K: p) b:édu punktowego, ma przy-
czyny natury deterministycznej. Na mocy w:asnosci (1.21) w rozdz. 1 falkowej analizy wie-
lorozdzielczej, obcidzenie 1SB Ry (x; K; p) maleje do zera ze wzrostem skali K modeli, dla
dowolnych R (X) spe:niajdcych zaozenie Z2 z rozdz. 2 i dla dowolnego numeru falkowego
p (por. wzor (3.36))

ISBRg(X;K;p) ¥ 0; gdy K ¥ 1 (3.88)

Zbieznost cazkowa modeli Ry (x; K;p)

Opierajdc sié na rozumowaniu przedstawionym w trakcie analizy warunkow zbieznosci
cazkowej modeli empirycznych G (x; K;p) (zob. str. 37) i dotyczdcych doboru skali K
w zaleznosci od liczby pomiaréw otrzymujemy, ze w przedziale uzytecznym Sk falkowe
modele empiryczne Rg (x; K;p) zbiegajd w sensie b-édu MISE (danego wzorem (3.85))
do dowolnej, ograniczonej w przedziale S nieliniowosci R (x), jeSli ich skala K zalezy od
liczby pomiarow N tak, ze spe:nione sa warunki

K=K'(N) ¥ 1 oraz 2X"M)=N 80 gdy N ¥ 1 (3.89)

Otrzymalismy zatem nastépujdce twierdzenie (por. twierdzenie 3.4).

Twierdzenie 3.10 (Sredniokwadratowa zbieznost ca:kowa) Jesli skala K modeli
Rr (x; K;p) zalezy od liczby pomiaréw N tak, ze spe:nione sd: warunki (3.89), to dla do-
wolnego p modele te zbiegajdi w przedziale S = [ak; bk), gdzie (por. (3.69)):

- 1

8 ¥
2Ma +2pj 2 2Mp' § 2p+2
2M 2M
do nieliniowosci R (x), w sensie carkowego b:édu sredniokwadratowego (MISE)
Z h i

1
MISE Rg (x; K'(N):p) = E R(x)iIQR(x;K(’(N);p)de!O N T 1
sk

al =

oraz bk =

Zauwazmy, ze zbieznost cazkowa modeli empirycznych Ry (x; K (N):p) nie zalezy od
cidg:oSci identy..kowanej nieliniowosci R (x).
Szybkost zbieznosci cakowej modeli Rg (x; K;p)

Jako pierwszy rozpatrzymy przypadek, gdy identy..kowana nieliniowost R (X) jest cidg:a
w przedziale S = [a;b].



ROZDZIAx 3. FALKOWE ALGORYTMY IDENTYFIKACJI 58

a) Nieliniowost R (x) cidg=a w przedziale S = [a;b]. Do oszacowania b:édu
ca-kowego modeli falkowych Rg (x; K; p) w przypadku cidg:ej nieliniowosci R (x) mozemy
wykorzystat wyniki uzyskane w trakcie analizy b:édu punktowego tych modeli. Poniewaz
dla dowolnego przedzia:u S’ p Sk zachodzi

VA

MISERR (x;K;p) =  MSERR (x; K; p) dx
S0

to dla b-édu caskowego modeli empirycznych Rg (x; K;p) otrzymujemy, jako wniosek z
twierdzenia 3.8, nastépujdce twierdzenie.

Twierdzenie 3.11 (Szybkost Sredniokwadratowej zbieznosci carkowej) (R (x)
cidgra) Jesli R(x) 2 C [a;b] oraz skale modeli emiprycznych Ry (x; K;p) dobierane sd
wed:ug regu:zy (por. (3.82))

1
— 0 — olpN] - ol — H .
K= Kopt (N) = o577 1082 27N; =minf ;pg (3.90)
to w przedziale S% = [ak; bL), ich cakowe b:6dy Sredniokwadratowe sd asymptotycznie nie
wiéksze niz

Z h i2 ot

i35 R°

dx 6 N '+ ¢ Cyy s

(3.91)

i ¢ i ¢
MISE Rg 'x; Koot (N);p =E R(X) i Rr 'x: Kopt (N) 5 p

0
SR

gdzie CIGTSE = (bk i ag) CI\BI;E'

Powyzsze IIwierdzenie gyvarantuje modelom empirycznym Rr (x; K; p) szybkos¢ zbiezno-
5ci rzédu O N i27=°"*D " gdzie °" = minf~; pg. Zauwazmy, ze gwarantowana szybkost
zbieznosci zachodzi przy dowolnych funkcjach géstosci wejscia T (x) speniajdcych za:oze-
nie Z1 z rozdz. 1.

b) Nieliniowost R (x) niecidga w skohczonej liczbie punktow. Na mocy
wzoru (3.86) rzad zintegrowanej wariancji wyjscia modelu Rg (x; K; p) zalezy jedynie od
liczby pomiaréw N i przyjétej w modelu skali K. A zatem do ustalenia gwarantowa-
nej szybkosci caskowej zbieznosci Sredniokwadratowej modeli empirycznych Rg (x; K;p)
wystarczy zbadat zachowanie sié obcidzenia ISB Rg (X; K; p).

Przyjmiemy teraz nastépujdce za-ozenie dotyczdce identy..kowanej nieliniowosci R (X)
(por. zaozenie Z7a na str. 39):

Z7a" NieliniowoSt R (x) jest w przedziale S odcinkami g-adka, tj. ma w tym przedziale
skonhczond, ale nieznand liczbé punktéw niecidg:oSci typu skok i poza nimi nalezy
do klasy C .

Korzystajdc z oszacowania zintegrowanego obcidzenia modeli G (x; K;p) (por. wzor
(3.45), str. 40) dla przypadku niecidg-ej funkcji G (x) otrzymujemy, po podstawieniu
f (x) = Is(x), ze zintegrowane obcidzenie modeli empirycznych Rg (x; K;p) przy za-
:0zeniu Z7a’ spe:nia nastépujdca nierdwnosc

% Ya

ISBRg (x; K;p) 6 212K ¢ R % =min ~;

N| =
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gdzie C3g jest dodatnia sta:d zalezna od identy..kowanej nieliniowosci R (x) i zastosowa-
nych w modelu funkcji falkowych AP | (x).

Powyzsze, wraz z oszacowaniem cakowej wariancji w 1V Rr (X; K; p) we wzorze (3.86),
prowadzi do nastépujdcej nierdwnosci charakteryzujdcej sSredniokwadratowy b:dd carkowy
empirycznych modeli falkowych Rg (x; K;p) w przypadku niecidg-ej nieliniowosci R (x)
(por. (3.46))

H oK 11

2K . \
tCh 6 212K 4 T ¢Cwse (3.92)

MISE R (x; K;p) 6 272 1 CRE + =

n o]
gdzie .5, = max C2a:CY, . Optymalizujéc to oszacowanie wzglédem parametru skali

K otrzymujemy, ze (por. (3.47))

1 o

1
— 0 — 0
Po wstawieniu powyzszej regu:y do wzoru (3.92) otrzymujemy nastépujdce twierdzenie
(por. twierdzenie 3.6).

- -

Twierdzenie 3.12 (Szybkost sredniokwadratowej zbieznosci cakowej) (R (x)
niecidg+a) Jesli nieliniowost R (x) ma w przedziale S = [a; b] dowolnd, skohczond: liczbé:
punktéw niecidg:dsci (typu skok), a pomiédzy punktami niecidg:osci nalezy do klasy
C;~ > 0 oraz jesli skale modeli empirycznych Rg (x; K;p) dobierane sa wed:ug wzoru
(3.93), to w przedziale S}, caskowe b:édy sredniokwadratowe tych modeli s& asymptotycznie
nie wiéksze niz
Z i,
dx 6 N 17051 ¢ CRir

(3.94)

i ¢ i ¢
MISE Ry 'x: Kot (N);p =E R(X) i Rr X Kot (N);p

Sk

gdzie %' = minf;1=2g oraz Cll = 2¢ (2%) 12Dl .

Z twierdzeh 3.10-3.12 wnioskujemy nastépujdce w=asnosci falkowych modeli empirycz-
nych Rg (X; K;p) w sensie zachowania si¢ b:édu ca:kowego MISE (por. w:asnosci RR1-
RR5 oraz w:ashosci RG4-RG8 modelu Rg (x; K; p)):

RR6. Przy za:ozeniach twierdzenia 3.10, modele empiryczne Rg (X;K;p) zbiegaja w
przedziale Sk = [ak; bl) do dowolnych (w tym niecidg:ych) nieliniowosci R (x).

RR7. Szybkost zbieznosci modelu Ry (x; K;p) zalezy od g-adkosci nieliniowosci R (X) w
przedziale S i od zastosowanych w nim funkcji falkowych, ale nie zalezy od g-adkosci
funkcji géstosci wejscia systemu T (X) (por. wzory (3.90)-(3.91) i (3.93)-(3.94)).

RR8. Jesli zastosowane w modelu empirycznym falki majd numer p >, to wéwczas model
IQFi (X; K; p) zbjega do nieliniowosci R (X) z asymptotycznie optymalna prédkosScid
O Ni2 =@ *1 " przy dowolnych f (x) spe:niajdcych za:ozenie Z1 (por. Dodatek B.7,
str. 129 i w=asnosci RR3 oraz RG3).

RR9. Oszacowanie (3.94) gwarantuje w praktycznych zastosowaniach (dlfa > 372) mini-
malnd szybkost zbieznosci modeli falkowych Rg (x; K;p) rzédu O "N 12" niezale-
znd od numeru falki p (i g:adkoSci funkcji géstosci wejscia T (x)).
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RR10. Na szybkost zbieznosci nie wp-ywajd (z dok:zadnoscid do sta:ych) ani struktura sy-
stemu (z klasy rozwazanych systemow) ani jego dynamika, ani tez skorelowanie
zak:6cen zx (por. w=asnosci RR4 oraz RG4).

Przyk-ady. Dla nieliniolwo'sci R (x) odcinkami stasych, b:dd (3.94) maleje z gwaranto-
wand szybkoscid rzédu O N i%2" j nie zalezy od zastosowanych w modelach Rg (x; K; p)
funkcji falkowych i g=adkosci funkcji géstosci wejscia systemu f (x) (por. wzor (3.93)).

Jesli R (x) jest dwukrotnie rézniczkowalna (nalezy np. do klasy C2°[a;h]), a funkcja
géstosci f (x) jest niecidg:a, to wéwczas modele empiryczne Ry (x; K; p) oparte o falki Ha-
ara (p = 1) zbiegajd do nieliniowosci R (x) z gwarantowand prédkoscid O N i27 | ktora
przy zastosowalniu falgk 0 numerze p > 3 wzrasta do asymptotycznie optymalnej (wy-
noszdcej tu O N5 — por. wzory (3.90)-(3.91) i w:asnost RR8). Natomiast modele
Rg (x; K;p) zbiegaja w obu przypadkach (za{éwno dlap =1 jak i p = 3) ze znacznie
mniejszd gwarantowand szybkoscid O N2 (zob. wzory (3.58)-(3.59)), niezaleznd od
zastosowanych funkcji falkowych (numeru p).

C. Dobér falek w empirycznym modelu falkowym Rg (x; K;p)

Na podstawie przeprowadzonej analizy i podanych przyk:adow nalezy stwierdzic, ze wska-
z6wki dotyczdce doboru funkcji falkowych w modelach empirycznych Rg (x; K; p) otrzy-
mywanych za pomocd algorytmu ilorazowego (por. str. 45) mozna odnieSt rowniez do
modeli Rg (X; K;p) uzyskiwanych za pomocd algorytmu bezposredniego. Jednakze, ze
wzglédu na niezaleznoSt w=asnosci (warunkow i szybkoSci zbieznoSci) modeli empirycz-
nych Rg (x; K;p) od g:adkosci funkcji géstosci wejscia systemu f (x), dobér jest ten po-
dyktowany jedynie w:asnoSciami identy..kowanej nieliniowosci R (X).

Zwréemy jednakze uwagé, ze zastosowanie w modelach empirycznych Rg (x; K: p) funk-
cji falkowych o wysokim numerze p widze sié (w praktycznych sytuacjach — tj. przy sko-
fczonej skali M 6 K) ze zmniejszeniem przedzia:u uzytecznego S%, w ktérym modele
te zbiegajd do identy..kowanej nieliniowosci R (x) (por. wzory (3.69)-(3.70) i twierdzenia
3.7-3.12 oraz w:asnost RR5).

Dalsze wskazowki dotyczdce doboru funkcji falkowych w modelach empirycznych
Rr (x; K;p) dla przypadkéw ma:ej i umiarkowanej liczby pomiaréw N, przedstawiamy w
rozdz. 5, w oparciu o wyniki eksperymentéw numerycznych.
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B. Nieznana géstosc prawdopodo-
bienstwa wejscia systemu

3.3 Algorytm ilorazowy z estymacja funkcji géstosci
wejscia systemu

W wielu praktycznych sytuacjach funkcja géstoSci wejscia systemu T (x) jest nieznana.
Zatem, z punktu widzenia zastosowah wazne sd& algorytmy umozliwiajdce identy..kacjé
nieliniowosci R (X) réwniez przy nieznanej funkcji géstosci wejscia.

Podstawa teoretyczna. Kilasa teoretycznych modeli falkowych nieliniowosci R (x),
ktora stanowi podstawé obecnego algorytmu identy..kacji, sk:ada sié z nastépujdcych mo-
deli opartych, podobnie jak modele teoretyczne Rg (X; K; p) w przypadku znanej géstosci
wejscia T (X), o faktoryzacjé nieliniowosci R (X) (zob. wzoér (3.1) w punkcie 3.1)

G(x;K;p)

f (x;K;p) (3.99)

Rer (X K;p) =
w ktorych licznik G (x; K;p) jest teoretycznym modelem falkowym funkcji G (x)
(=R (X) ¢ f (X)) (Jjak w modelach teoretycznych Rg (X; K; p) — zob. wzory (3.2) i (3.3)):

nmw;p) % |may@;p)
G(x; K;p) = ®an " n () + oA () (3.96)

N=Nmin(M;p) M=M I=Inin(mM;p)

(ze wspé:czynnikami ®Y,, i ~ b, danymi wzorami (3.4)) a mianownik f (x; K;p) stanowi
teoretyczny model falkowy nieznanej géstoSci wejscia systemu T (x) (jej falkowd aproksy-
macjé):
Nmay:p) ki Imaxenip)
f oG K;p) = an " han () + bfiAfy (X) (3.97)
N=Nmin(M;p) M=M I=Inin(mM;p)

o wspé:czynnikach ay,,. i bY, rownych wspé-czynnikom jej rozwiniécia w szereg falkowy
(por. wzory w (3.4))

YA n+@pi1) YA
2 ~
aR/In = (%) .R/In (xX)dx oraz blronl = T (X) Afm (X) dx (3.98)

n_ 1+(1ip)
2m

2M

h

Granice sumowah w modelach f (x; K; p) wynoszd (por. wzér (3.5))
¥ 1
Nmin (M;p) = 2Ma’ j 2p+2 Imin (M; P) = b2Mac j p+1
§ oraz (3.99)
Nmax (M; p) = 2Mp 1 Imax (M; p) = d2Mbe +p § 2

gdzie a; b s& granicami przedzia:u S.
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Algorytm identy..kacji. Modele empiryczne. Zadanie algorytmu identy..kacji po-
lega na wyznaczeniu empirycznego modelu falkowego nieliniowoSci R (xX) na podstawie
zbioru pomiarow f(xk;yk)g[z':l. Wobec nieznajomosci zaréwno identy..kowanej nielinio-
wosci R (x) jak i funkcji géstosci wejscia systemu T (x), polega ono na oszacowaniu (esty-
macji) wspé-czynnikow ®F, ., ~P i a},,, bb, obu modeli falkowych G (x; K;p) i f (x; K; p)
(wzory (3.96) i (3.97)).

Wspéb:czynniki pierwszego z nich szacujemy, analogicznie jak w modelach empirycznych
Rg (x; K;p) w algorytmie ilorazowym przy znanej funkcji géstosci wejscia systemu, za
pomocd estymatoréw (zob. wzory w (3.7)):

p 1 X - a1 X AP
®un = N Yk mn (Xx) oraz = N YA (Xk) (3.100)
k=1 k=1
otrzymujdc model empiryczny ze wzoru (3.9):
map ) S IR
G K;p) = Ban "hn (X) + A () (3.101)
N=Nmin(M;p) M=M I[=lnin(M;p)

Wykorzystujdc natomiast, w odniesieniu do modelu f (x; K;p), znane tozsamosci (zob.
np. [104], [122])

A, =E "N, (1) oraz b2, =EAP (x1) (3.102)
otrzymujemy nastépujdce estymatory jego wspo-czynnikéw
1 X 1 X
Bn=x a0 oraz B =g AL 04) (3.103)
k=1 k=1
oraz ponizszy falkowy model empiryczny nieznanej funkcji géstoSci wejscia T (x)
Nmayol:p) ko Imaxién:p)
f(x;K;p) = &R (X) + B AP (X) (3.104)
N=nmin(M;p) M=M I=Imnin(m;p)

Uzyskalismy w ten sposob klasé (dla roznych p) empirycznych modeli falkowych nielinio-
wosci R (x) (por. (3.101) i (3.104))

S (x; K;p)
' (x; K; p)
odpowiadajdcych klasie modeli teoretycznych (3.95). Algorytm identy..kacji przyjmuje
obecnie nastépujdcd postac:

Rer (X, K;p) = (3.105)

Algorytm ilorazowy z estymacjd: funkcji géstosci wejscia systemu:

Krok la. Na podstawie pomiarow f(x; yk)gE:1 oblicz oszacowania ®, ., i Afn, wed:ug
wzoréw (3.100).

Krok 1b. Na podstawie pomiaréw fx,gy., oblicz oszacowania &, i 7,
wzoréow (3.103).

Krok 2a. Wyznacz empiryczny model funkcji G (x) wstawiajdc obliczone oszacowa-
nia &, i ™, do wzoru (3.101).

Krok 2b. Wyznacz empiryczny model funkcji géstosci wejscia systemu T (x) wsta-
wiajdc obliczone oszacowania &7, i B do wzoru (3.104).

Krok 3.  Wyznacz empiryczny model nieliniowosci R (x) jako iloraz (3.105), z licz-
nikiem (3.101) i mianownikiem (3.104).

wed:ug
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Algorytmy ilorazowe z estymacja nieznanej funkcji géstosci wejScia systemu badano
m.in. w pracach [43]-[44], [46], [50], [54]-[56], [86] i [107] dla innych uk:ad6éw funkcji orto-
gonalnych oraz w pracach [49], [70]-[71], [73] i [108]-[109] dla falek.

Analizé w:asnosci modeli Rgs (x; K;p) rozpoczniemy od wyznaczenia warunkow Sre-
dniokwadratowej zbieznosci punktowej modeli empirycznych f (X; K; p) do funkcji gésto-
Sci wejScia systemu T (x), a nastépnie wyznaczymy szybkoSt tej zbieznoSci. W oparciu o
te wyniki oraz odpowiednie wyniki dotyczdce modeli empirycznych G (X; K; p), przedsta-
wione w punkcie 3.1.1, wyznaczymy warunki punktowej zbieznosci i szybkoSc zbieznosci
(wed:ug prawdopodobiefistwa) modeli empirycznych Rgr (X; K: p) do nieliniowosci R ().

3.3.1 Analiza wsasnosci modeli empirycznych f (x; K;p)
Zbieznost punktowa modeli f (x; K;p)

Korzystajdc z lematu 3.2 (str. 30) dotyczdcego Sredniokwadratowej zbieznosci punktowej
modeli G (x; K;p) i podstawiajdc za R (x) = Is (x) oraz zx = », = 0, otrzymujemy jako
whniosek nastépujdcy lemat:

Lemat 3.8 Jesli funkcja géstosci T (x) jest cidg:a w punkcie X 2 S = [a;b], a skala K
modeli empirycznych f (x; K; p) zalezy od liczby pomiaréw N tak, ze spe:nione sd warunki
K=K(N) Y 1 oraz 2(M=N 10, gdyy N ¥ 1
to dla dowolnego p modele te zbiegajd:w tym punkcie sredniokwadratowo do funkcji géstosci

wejscia systemu f (x)

h i
MSET(x; K (N);p) =E F(x) i T(xK(N);p) "1 gdy N ¥ 1  (3.106)

Szybkost zbieznosci punktowej modeli f (x; K;p)

Wykorzystujdc teraz lemat 3.3 (str. 36) dotyczdcy Sredniokwadratowej szybkosci zbiezno-
5ci modeli empirycznych G (x; K; p) i ponownie podstawiajdc R (x) = Is (x) (oraz ~ = 1)
I zx = » = 0, otrzymujemy (por. za:ozenie Z7 na str. 34) jego odpowiednik dla modeli
empirycznych f (x; K; p):

Lemat 3.9 Jesli T (X) nflezyldo klasy C® [ay; by) Y2 S,¥gdzi§

2% i 2p+2 2% +2pt
ax = oK oraz by = oK
a skala K modeli empirycznych f (X; K; p) jest dobierana wed:ug wzoru

K = Kot (N) = log, 2AN; gdzie A = min f®; pg (3.107)

2A +1

to w dowolnym punkcie x 2 bzzixc; b2*<2>|<<c+1 asymptotyczny bdd sredniokwadratowy tych

modeli spe:nia nierdbwnaosc
MSE £ (x; Kope (N);p) 6 N 2051 ¢ CTA (3.108)

gdzie C,TA’ZE jest dodatnid: stad: (zaleznd: od funkcji géstosci wejscia systemu T (x) i1 zasto-
sowanych falek).
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3.3.2 Analiza wsasnosci modeli empirycznych Rgr (x; K;p)

Zbieznost punktowa modeli Rgs (x; K; p)

Jesli identy..kowana nieliniowost R (x) i funkcja géstoSci wejscia systemu T (X) sd cidg-e
w punkcie X 2 S = [a; b], to wowczas w tym punkcie, ze wzrostem liczby pomiaréw N:

2 przy spe:nionych za:ozeniach lematu 3.2, model empiryczny G (x; K; p) zbiega Sre-
dniokwadratowo do funkcji G (x),

2 przy spe:nionych za:ozeniach lematu 3.8, model empiryczny f\(x; K;p) zbiega Sre-
dniokwadratowo do funkcji géstosci wejscia systemu f (x).

Z punktowej zbieznosci Sredniokwadratowej modelu G (x; K;p) (licznika w modelu
Rar (X; K; p)) do funkcji G (x) i modelu ' (x; K; p) (mianownika w modelu Rgs (X; K; p))
do T (x) w punkcie X, wynika ich punktowa zbieznoSt wed:ug prawdopodobienstwa do
tych funkcji (w tym punkcie). Stéd, przy za:ozeniu Z1 (tj. f(x) > 0dlax 2 S = [a;b]),
model empiryczny Rear (X; K; p) zbiega, na mocy twierdzenia S:uckiego (zob. np. [123, str.
28]) w tym punkcie do nieliniowosci R (x) (= G (x) =f (x)) wed:ug prawdopodobienhstwa
(por. wzory (3.1) i (3.105)).

Zachodzi zatem nastépujdce twierdzenie (por. wnioski 3.1 i 3.2).

Twierdzenie 3.13 (Zbieznost punktowa wg prawdopodobienhstwa) Jesli skala K
w modelach Rgs (x; K; p) zalezy od liczby pomiaréw N tak, ze spe:nione sa warunki

K=K(N) ¥ 1 oraz 2(M=N 10 gdy N ¥ 1

to dla kazdego numeru falkowego p (dowolnej falki Daubechies) modele te zbiegajd: wed:ug
prawdopodobienstwa do nieliniowosci R (x)

Ror (GK(N);p) ¥ R(X) gdy N T 1

w kazdym punkcie x 2 S = [a;b], w ktorym nieliniowosc R (x) oraz funkcja géstdsci
wejscia systemu T (x) sd. cidg-e.

Z twierdzenia wnioskujemy, ze pomimo nieznajomosci funkcji géstosci wejscia systemu
T (X) (i wynikajdcej stdd potrzeby jej estymacji w omawianym algorytmie), modele em-
piryczne Rgr (x; K;p) zbiegaja (wed:ug prawdopodobiehstwa) do nieliniowosci R (x) w
gch samych punktach, w ktorych przy znanej T (x) zbiegajd do niej modele empiryczne
e (X; K p).

Szybkost zbieznosci punktowej modeli Rgs (X; K; p)

Wykorzystujdc teraz twierdzenie [50, twierdzenie 3, str. 449] cytowane w Dodatku B.8,
str. 129 otrzymujemy, po podstawieniach @y (X) = G (x; Kopt (N);p) (Z Kope (N) ze
wzoru (3.31) na str. 35), Ty (X) = £ (X; Kopt (N);p) (2 Kope (N) ze wzoru (3.107)) oraz
Sy = 2°=(2° +1) i s¢ = 2A=(2A + 1) (zauwazmy przy tym, ze © = minf®; ";pg 6 A),
nastépujdce twierdzenie.
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Twierdzenie 3.14 (Szybkost zbieznosci punktowej wg prawdopodobiehstwa)
Jesli nieliniowost R (x) 1 funkcja géstosci T (x) nalezd: do klas

R(X)2C [agh) oraz f(x)2C%[agh);  ® >0; [agh) %S

a skala K w modelach empirycznych G (x; K;p) i f(x; K;p) (wzory (3.101) i (3.104))
dobierana jest wed:ug wzoru

1 . —
K=Kt (N) = 7+ 1 log, 2°N, °=minf®; ;pg (3.109)

to dla b+édu bezuﬁzglédnego tych modeli zachodzi asymptotycznie, w kazdym punkcie x 2

b2¥xc  h2Kxc+1 . .
—r—; ——r—  hastépujdce oszacowanie:

3 -

RKX) i Ror (X Kope (N);p) =0 Niz= (3.110)
wed:ug prawdopodobiehstwa.

Z twierdzenia tego wynika, ze nieznajomosc funkcji géstosci wejscia systemu T (x)
nie zmniejsza (w stosunku do modeli Rg (x; K;p) — por. twierdzenie 3.3) asymptotycz-
nej szybkoSci zbieznosci punktowej (wed:ug prawdopodobiehstwa) modeli empirycznych
Rar (X; K; p) do nieliniowosci R (X).

A zatem, z twierdzeh 3.13 i 3.14 wnioskujemy nastépujdce w:=asnosci punktowe fal-
kowych modeli empirycznych Rgr (x; K;p) (por. w:asnosci RG1-RG4, RG3a modeli
R (x; K; p) i w:asnosci RR1-RR5, RR3a modeli Rg (x; K; p) w punktach 3.1.2 i 3.2.1):

RGfl. Modele Rgr (x;K;p) zbiegajd do identy..kowanej nieliniowosci R (x) w kazdym
punkcie przedzia:u S = [a;b], w ktérym ta nieliniowost i funkcja géstosci wejscia
systemu T (x) sd cidg-e.

RGf2. Szybkost zbieznosci modeli Rar (x; K;p) ze wzrostem liczby pomiaréw N we wzo-
rach (3.100), (3.104) i (3.110) zalezy od lokalnej (w przedziale [ax; bx)) gradkosci
nieliniowosci R (X), funkcji géstosci wejscia systemu T (X) oraz od zastosowanych w
modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p) (por. wzory (3.109)-(3.110)).

RGf3. Jesli w przedziale [ax; bx) funkcja géstosci wejscia f (X) jest g:adsza od identy..-
kowanej nieliniowosci R (x), tj. ® > , a zastosowane w modelach empirycznych
Rar (X; K p) f?lki majd nymer p > ~, to wowczas szybkost zbieznosci tych modeli
osidga rzad O Ni =@+~

RGf4. Wyznaczone w twierdzeniach 3.13-3.14, zbieznoSc i szybkost zbieznosci modeli em-
pirycznych Ror (X; K; p) do nieliniowosci R (x), nie zalezd od struktury i dynamiki
systemu (z klasy rozwazanych systemow), ani tez od skorelowania zak-0ceh pomia-
rowych zy.

Przyk-ady. Rozpatrzymy ponownie wybrane przypadki identy..kowanej nieliniowosci
R (X) i funkcji géstosci wejscia systemu T (X).

Niech nieliniowoSt R (x) i funkcja géstosci wejscia f (x) bédd odcinkami g-adkie w S =
[a;b] i w przedziarach pomiédzy punktami niecidg-osci naleza odpowiednio do klas C
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i C®. Woéwczas falkowe modele empiryczne Rgr (X; K;p) zbiegaja w tych przedziasach
pupktowo do gnieliniowoSci R (x) (twierdzenie 3.13), z gwarantowand szybkoscia rzédu
O Ni*=C"*D o =minf®; ;pg (twierdzenie 3.14).

Jesli R(x) 1 F(x) sd cidge w przedziale S i spe:niajd np. warunek Lipschitza (tj.
® = ~ = 1), wtedy dla modeli empirycznych Rgs (x; K;p), gwarantowany rzad, szyb-
koSci zbieznosci punktowej wed:ug prawdopodobienstwa osidga poziom O N i i nie
zalezy od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (poniewaz p > 1i minf®; g =1)
(por. (3.109)-(3.110)).

Jesli natomiast R (x) i T (X) s& dwukrotnie rozniczkowalne (np. obie nalez& do klasy
C%5[a;b]), to wowczas sz.lybko'sf:¢zbiezno§ci modeli z falkami Haara (p = 1) nie ulega zmia-
nie (nadal jest rzédu O Ni133"), na{lomiast dla modeli z falkami Daubechies 0 numerze
p > 3 wzrasta do poziomu O 'Nis12”

A. Dobor falek w empirycznym modelu falkowym Rgs (x; K;p)

Poniewaz warunki i szybkoSci punktowej zbieznosci (wed:ug prawdopodobienstwa) fal-
kowych modeli empirycznych Rg (x; K; p) i Rer (x; K;p) sé takie same, to odpowiednie
wskazéwki dotyczdce doboru funkcji falkowych w modelach Rg (x; K;p) (przedstawione
na str. 66) mozna bezposrednio odniest do modeli Rgr (X; K: p).

Podsumowanie

W rozdziale zaproponowalismy trzy typy falkowych algorytmow s:uzdcych do identy..ka-
cji nieliniowosci R (X) w systemach z:0zonych o strukturze blokowej (przedstawionych w
rozdz. 2) na podstawie pomiaréw wejscia-wyjscia ca-ego systemu i zbadalismy warunki i
szybkosci zbieznoSci wyznaczanych przez te algorytmy falkowych modeli empirycznych w
zaleznoSci od nastépujdcych czynnikow:

2 gradkosci identy..kowanej nieliniowosci R (x),
2 gradkosci funkcji géstosci wejscia systemu T (X), oraz

2 zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p).

Znana funkcja géstosci wejscia systemu T (x). W przypadku znanej funkcji gésto-
Sci wejScia systemu T (x) przedstawilismy i zbadalismy dwa typy algorytmoéw falkowych
(ilorazowy — z empirycznym modelem falkowym Rg (X; K;p) — zob. punkt 3.1 i bezpo-
5redni — z modelem Rg (x; K; p) — zob. punkt 3.2). W odniesieniu do modeli Rg (x; K; p)
wykazalismy, ze zbiegajd one:

2 punktowo (Sredniokwadratowo i wed:ug prawdopodobienstwa) do identy..kowanej
nieliniowosci R (X) w kazdym punkcie przedzia:zu S = [a;b], w ktdérym cidg:e sd
zarowno nieliniowost R (X) jak i funkcja géstosci wejscia systemu T (x),

2 globalnie (Sredniokwadratowo) do dowolnych nieliniowosci R (Xx) ograniczonych
w przedziale S = [a;b] przy dowolnych f (x) ograniczonych i dodatnich w tym
przedziale. Pokazalismy takze, ze w przypadku cidgsych R (x) i f(x) modele
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Rc (X; K;p) mogd zbiegat do nieliniowosci R (X) z asymptotycznie optymalnd
szybkoScid zbieznosci, a ponadto wyznaczylisSmy szybkoSt zbieznosci tych modeli
do, czésto spotykanych w praktyce, nieliniowosci niecidg-ych, odcinkami g:adkich.

W odniesieniu do modeli empirycznych Rr (X; K; p) pokazalismy natomiast, ze poszcze-
golne zbieznosci i ich szybkosci nie zalezd, w poréwnaniu z modelami Rg (x; K;p), od
w=asnosci funkcji géstosci wejscia systemu T (x). A zatem dla f (x) mniej gzadkich niz
identy..kowana nieliniowost R (x) modele Rg (x; K;p) mogd osidgat (przy odpowiednim
doborze funkcji falkowych w modelach) wiékszd gwarantowand szybkosc zbieznosci w sto-
sunku do modeli Rg (X; K; p) (por. twierdzenia 3.2-3.6 i 3.8-3.12; zob. takze wyniki badah
numerycznych w rozdziale 5).

Nieznana funkcja géstosci wejscia systemu T (x). Dla tego przypadku przedstawi-
lismy wersjé algorytmu ilorazowego z estymacjd funkcji géstosci wejscia systemu i pokaza-
lismy, ze wyznaczane przez algorytm modele empiryczne Rgr (X; K; p) zbiegaja punktowo
wed:ug prawdopodobienstwa do identy..kowanej nieliniowosci R (x) przy takich samych
warunkach i z td samd (asymptotycznie) szybkoscid, przy ktorych zbiegajd (w tym sen-
sie) modele empiryczne Rg (x; K: p) wyznaczane przez algorytm ilorazowy w przypadku
znanej T (X).

Poniewaz rownowaznoSt w:asnosci modeli w obu algorytmach zachodzi asymptotycznie
(dla duzych liczb pomiarow N) (por. wniosek 3.1 i twierdzenia 3.3 oraz 3.13-3.14), w
rozdziale 5 poréwnujemy ich w:asnosci dla ma:ej i umiarkowanej liczby pomiarow na
podstawie eksperymentéw numerycznych.

Niezaleznost od struktury systemu i skorelowania zak:6ceh. Badane algorytmy
posiadajd ponadto nastépujdce wspolne cechy:

2 Warunki i szybkoSci zbieznoSci wyznaczanych przez nie modeli nie zalezd od:

— struktury systemow (z rozwazanej klasy systeméw nieliniowych),
— ich dynamiki, oraz
— skorelowania zak:6ceh zewnétrznych.

Dobor falek w modelach. Zwrécmy przede wszystkim uwagé na fakt, ze zbieznoSt
poszczegblnych modeli empirycznych do identy..kowanej nieliniowosci R (x) nie zalezy od
zastosowanych w nich funkcji falkowych, natomiast dobér funkcji falkowych moze wp:yndc
na szybkoSt zbieznosci tych modeli. W zaleznosci od zakresu wiedzy wstépnej o nielinio-
wosci R (x) i funkcji géstosci wejscia systemu T (X), dob6r ten opiera sié na nastépujdcych
0gdblnych wskazdwkach:

2 gdy wiedza wstépna nie obejmuje znajomosci g-adkosci R (X) i T (x), to nalezy, kie-
rujdc sié prostotd realizacji modeli, zastosowat w nich falki Haara. Podobnie nalezy
postdpic, gdy wiadomo, ze R (x) lub T (X) sd niecidg-e, gdyz wtedy gwarantowane
prédkosci zbieznosci globalnej modeli nie zalezd od zastosowanych w nich falek (por.
twierdzenia 3.6 i 3.12).

2 gdy wiadomo, ze R (X) i T (x) s& g-adkie, nalezy zastosowat falki 0 wyzszym numerze
p, tak aby zagwarantowaCc modelom falkowym wiékszd szybkoSt zbieznoSci (zob. np.
twierdzenia 3.2, 3.5 oraz 3.8 i 3.11).



ROZDZIAx 3. FALKOWE ALGORYTMY IDENTYFIKACJI 68

W-:asnosci praktyczne algorytmow falkowych. Z praktycznego (,,uzytkowego™)
punktu widzenia nalezy takze zwrdcic uwagé na nastépujdce cechy prezentowanych
falkowych algorytmow identy...kacji:

2 Algorytmy te wymagajd (w celu zapewnienia zbieznosci poszczegélnym empirycz-
nym modelom falkowym — por. np. warunki zbieznoSci w twierdzeniach 3.1 i 3.7)
jedynie niewielkiej informacji apriorycznej zarowno na temat samej nieliniowosci jak
I pozostasych elementow identy..kowanego systemu oraz zak:6ceh zewnétrznych.

Zauwazmy jednakze, ze zawarte w twierdzeniach dotyczdcych szybkoSci zbieznosci
modeli empirycznych (zob. np. twierdzenie 3.2), regu:y doboru skali K modeli (za-
pewniajdce im gwarantowane szybkosci zbieznosci) wymagaja wstépnej znajomosci
gradkosci identy..kowanej nieliniowosci R (X) i funkcji géstosci wejscia systemu T (x),
a ponadto maja charakter asymptotyczny. Oba te czynniki mogd stanowit istotne
ograniczenie dla zastosowan proponowanych algorytmow (zob. wyniki badah nume-
rycznych dla ma:ych i umiarkowanych liczb pomiaréw N w rozdziale 5).

2 Algorytmy falkowe sd proste w implementacji komputerowej. Wykorzystujd one je-
dynie podstawowe operacje arytmetyczne (typu dodawanie i mnozenie — por. wzory
(3.7)-(3.9), (3.64)-(3.66) i (3.100)-(3.105)) (dok:adniejsze badania dotyczdce aspek-
tow obliczeniowych rozwazanych falkowych algorytmow identy..kacji przedstawiamy
w nastépnym rozdziale),

2 Falkowe algorytmy identy..kacji majd takd samd postac zaréwno dla systemow sta-
tycznych jak i dynamicznych oraz dla biasych i skorelowanych zak:-6ceh zewnétrz-
nych.

Na zakonhczenie zauwazmy, ze przedstawione powyzej wnioski dotyczdce praktycznego
zastosowania poszczegélnych modeli falkowych opierajd sié na za-ozeniu, ze wartosci funk-
cji falkowych Daubechies *P (x) i AP (x) mogd byt obliczane w dowolnym punkcie x, pod-
czas gdy wartosci tych funkcji (dla p > 2) mozna za pomocd znanych algorytméw obli-
czat jedynie w punktach siatki binarnej (por. w=asnosci funkcji falkowych przedstawione
w punkcie 1.1 i zob. przyk:adowy algorytm w Dodatku A.3, str. 115). Z tego powodu (i ze
wzglédu na losowe wejscie systemu) falkowe algorytmy identy..kacji nie mogéd byt bezposre-
dnio zastosowane w praktyce. Propozycjé obliczeniowych (praktycznych) odpowiednikow
przedstawionych tu (teoretycznych) falkowych algorytmow identy..kacji zawiera nastépny
rozdzia:.



Rozdzia- 4

Falkowe algorytmy obliczeniowe

Identy..kacji

W podsumowaniu poprzedniego rozdzia:u zwrocilismy uwagé na fakt, ze nie jest mozliwe
bezpoSrednie zastosowanie przedstawionych w nim falkowych algorytméw identy..kacji.
Sk:adajd sié na to nastépujdce przyczyny:

1. Dla numerow falkowych p > 2 (tj. oprécz funkcji Haara), funkcje falkowe Daubechies
nie sd dane za pomocd jawnych wzorow ale jako procedury rekurencyjne (zob. np.
[26]-[27] i [130]-[131]; por. w=asnosci funkcji falkowych przedstawione w punkcie 1.1
w rozdz. 1).

2. Typowe algorytmy pozwalajd obliczyc wartosci funkcji falkowych jedynie w punk-
tach siatki binarnej By;H > 0 (por. uwaga 1.2 w rozdz. 1 i algorytm cytowany w
Dodatku A.3).

3. W rozwazanym w pracy zadaniu identy..kacji wejscie Xy jest losowe (por. za:oze-
nie Z1 w rozdz. 2), a zatem ogolnie xx 2 By. Stdd nie jest mozliwe obliczenie
wspo:czynnikoéw empirycznych w poszczegélnych modelach falkowych z wykorzysta-
niem typowych algorytmow obliczania wartosci funkcji falkowych (zob. wzory (3.7),
(3.64)-(3.65) i (3.103)), a takze, obliczenie wartosci wyjst modeli falkowych dla wejst
X (z przedzia:u S = [a;b]), lezdcych poza siatkd binarnd.

W literaturze dotyczdcej falek wskazana wyzej specy..ka falkowych algorytmoéw iden-
ty..kacji nie by-a dotdd szczeg6-owo rozpatrywana. Pewnd prébé rozwidzania problemu,
wykorzystujdcd metodéd grupowania pomiarow (ang. binning), przedstawiono jedynie w
monogra..i [65, str. 222] poSwiéconej zastosowaniom falek w statystyce (propozycja ta
jednakze nie zostara poparta analizd teoretycznd, a tylko zilustrowana przyk:adem nume-
rycznym).

W obecnym rozdziale proponujemy proste i 0ogolne rozwidzanie problemu polegajdce
na zastdpieniu w modelach falkowych oryginalnych funkcji falkowych Daubechies *P (x) i
AP (x) ich schodkowymi (odcinkami stasymi) aproksymacjami 2P (x; H) i A” (x; H), gdzie
H = 0;1;:::, jest zde..niowanym dalej parametrem skali aproksymacji odpowiadajdcym
za dok-adnosc aproksymacji funkcji falkowych.

Jak pokazemy, otrzymane w ten sposéb falkowe algorytmy obliczeniowe identy..kacji
(obliczeniowe odpowiedniki algorytméw falkowych z rozdz. 3) sd -atwe w realizacji kom-
puterowej. Ponadto, badajdc wsasnosci obliczeniowych modeli empirycznych (tj. modeli

69
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otrzymanych wed-ug tych algorytmow) wykazemy (na przyk:adzie algorytmu ilorazowego),
ze przy zachowaniu prostych regu: dotyczédcych doboru skali H zachowane zostajd asymp-
totyczne w=asnosci (tj. zbieznost i szybkoSt zbieznosci) ich odpowiednikow opartych na
oryginalnych funkcjach falkowych Daubechies, a wiéc ze modele obliczeniowe i ,,teoretycz-
ne” modele wykorzystujdce oryginalne funkcje falkowe sd asymptotycznie rownowazne.

W ostatnim punkcie rozdzia-u badamy z:0zonoSt numerycznd obliczeniowych algoryt-
mow identy..kacji (ponownie biordc jako przyk:ad algorytm ilorazowy). Przedstawimy tam
takze szybki (0 z:ozonosci obliczeniowej rzédu O (N)) algorytm wyznaczania obliczenio-
wych modeli empirycznych, gdzie N jest liczbd wykorzystywanych obserwacji.

4.1 Podstawa teoretyczna

4.1.1 Aproksymacja falek

Proponowane aproksymacje 2P (x;H) i AP (x;H) funkcji falkowych *P(x) i AP (x) dla
p > 2 majd postat funkcji odcinkami sta:ych o skokach w punktach siatki binarnej By,
H > 0 (zob. Rys. 4.1) i sé zde..niowane nastépujdco: _

Ay 1 1 Ay 11

- 2Hx
oraz AP (x;H) = AP T

T (4.1)

Biordc pod uwagé de..nicjé i w=asnosci funkcji btc (zob. Dodatek A.1, str. 114), wartosci
tych aproksymacji dla dowolnego argumentu X sd rowne wartosciom przyjmowanym przez
funkcje falkowe Daubechies w punktach siatki binarnej By znajdujdcych sié najblizej tego
argumentu z jego lewej strony. Do wyznaczania wartosci funkcji falkowych w punktach bi-
narnych mozna wykorzystaC algorytm zaczerpniéty z pracy [131, str. 296] i przedstawiony
w Dodatku A.3, str. 115.

Aproksymacje skalowanych i przesuniétych funkcji falkowych de..niujemy nastépujdco
(por. wzory (1.14) w rozdz. 1):

R ¢ .
1 OGH) = oM ap oMy inmH oraz ,&f’n, (x;H) =2Z&° (2™x i I;H) (4.2)

Parametr H nazywat bédziemy dalej parametrem skali (krétko: skald) aproksymacji funk-
cji falkowych.

4.1.2 W-+asnosci aproksymacji funkcji falkowych

Zaproponowane aproksymacje funkcji falkowych dla p > 2 charakteryzujd sié nastépu-
jdcymi wsasnosciami (istotnymi z punktu widzenia dalszej analizy w:asnosci modeli wy-
znaczanych przez algorytmy obliczeniowe):
H1. W punktach siatki binarnej xg 2 By, g 6 H, zachodzé rownosci
P (xg;H) = "P(xg) oraz AP (xg;H) = AP (xg) (4.3)
H2a. B:édy bezwzglédne aproksymacji funkcji falkowych spe+niajd (dla duzych wartosci
H) ponizsze nieréwnosci

PIP(X) § POcH) 62 L. oraz AP(x) j AP H) 62iH s (4.9)
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154 -1.5 -

Rys. 4.1 Aproksymacje funkcji falkowych Daubechies 3 (x) (linia cienka) i A% (x) (linia gruba)
dla parametréw skali H = 0;1; 3;6

gdzie

” 0:55 2
Ih = > U p=
' 1 dla 0> 2
dla kazdego X, gdzie L-; Lz sd dodatnimi sta:ymi niezaleznymi od numeru falko-

wego p (zob. wzory (C.4)-(C.5) w Dodatku C.1).

H2b. B:édy bezwzglédne aproksymacji skalowanych i przesuniétych funkcji falkowych
(por. wzor (4.2) i wzor (1.14) w rozdz. 1) spe:niajd nastépujdce nieréwnosci

iR 0) i T, 0GH) 62721, oraz AP (x) i AD, (x;H) 62%21% L4

(4.5)
dla kazdego x. Zwrotmy uwagé, ze oszacowania b:édow rosnd ze wrostem wartosci
skal M i m funkcji falkowych (zob. wzory (C.6)-(C.7) w Dodatku C.1).

H3. W danej skali H aproksymacje *},,,(x;H) i ,&fn, (x;H) posiadaja zwarte noSniki
dane nastépujdcymi wzorami

- 11
1 n n+(2pijl
supp T, G H) = 2—H+2—MJ$
- 1 a+@ip l+p!
supp AP (;H) = it o om (4.6)

A zatem asymptotycznie (tj. przy H ¥ 1) osidgajd d-ugosci nosnikow odpowie-
dnich funkcji falkowych *§,,, (X) i Af’n, (X) (por. wzor (1.11), w rozdziale 1).

4.1.3 Falkowe modele obliczeniowe

Bezposrednie zastdpienie funkcji falkowych ich aproksymacjami prowadzi do uzyskania
nastépujdcych klas (dla réznych p) falkowych modeli obliczeniowych, odpowiadajécych
klasom falkowych modeli teoretycznych z rozdz. 3.
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Modele Rg (x; K; H;p). Klasie modeli teoretycznych Rg (x; K; p) odpowiadajd modele

obliczeniowe o postaci (por. wzor (3.2))

& (x; K; H; p)
f(x)

w ktérych G (x; K;H;p) jest obliczeniowym odpowiednikiem modelu teoretycznego

G (x; K;p) (por. wzér (3.3))

nmw;p) % Ima&;p)
+
G (% K;H;p) = ®n i (6 H) + mB OGH)  (4.8)
N=Nmin(M;p) M=M I=lpjn(mM;p)

Re (X;K; H;p) = (4.7)

0 wspo:czynnikach (por. wzory w (3.4))

Z n+@pin Z 1
D 2M . . 3p " Ap .
= G () *n (G H)dx oraz "y = G O)AR (GH)dx  (4.9)
SM 2!

Granice sumowan Nmin (M;P), Nmax (M p) oraz lmin (M; p) i lmax (M; p) W modelach obli-
czeniowych (4.8) sd rowne granicom w modelach teoretycznych (zob. wzory w (3.5)).

Modele Rg (x; K;H;p). Klasie falkowych modeli teoretycznych Ry (x; K; p) odpowiada
nastépujdca klasa modeli obliczeniowych (por. wzory (3.60) i (3.62))

Nina:p) St Tha3ieni) :
+
Rr (X K;H;p) = ® T (xH) + mAn (GH)  (4.10)
n=n%;,(M;p) m=M I=I¢ . (m;p)

ze wspoé:czynnikami (por. wzory w (3.61))

Z n+(2pil) Z 1+
M
& = 7 RXP,,(GH)x oraz * = .2<1 ROAR (GHY X (41D)
n +(ip
oM 2

Modele Rgr (x; K;H;p). Modele teoretyczne Rar (X; K;p) majd swoje odpowiedniki
obliczeniowe w postaci (por. wzor (3.95))

Ror (X, K; H;p) = % (4.12)

z licznikiem takim samym jak w modelu Rg (x; K;H;p) (wzér (4.8)) i mianownikiem
danym wzorem (por. wzory (3.97) i (3.99))

Nmayd;p) S Imaxenip)
f(x; K H;p) = Ban Than O H) + DA OGH)  (4.13)

N=Nmin(M;p) M=M I=lpjn(mM;p)

gdzie (por. wzory w (3.98))

Z n+(2pi1) Z e
2
o= f0) 2 (iHYdx oraz B, = FOOAY (H)dx  (4.19)
ZW 2

Nalezy podkreslic, ze wzory (4.9), (4.11) i (4.14) na wspéd:=czynniki falkowych modeli
obliczeniowych otrzymano przez mechaniczne zastdpienie funkcji falkowych ich aproksy-
macjami w odpowiednich wzorach na wspoé:czynniki falkowych modeli teoretycznych.
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4.2 Empiryczne modele obliczeniowe. Algorytmy
obliczeniowe identy...kacji
Poszczeg6lnym klasom (dla réznych p) falkowych modeli empirycznych odpowiadajd z

kolei klasy obliczeniowych modeli empirycznych, opartych na aproksymacjach funkcji fal-
kowych.

Modele Rg (X;K;H;p). Obliczeniowe odpowiedniki falkowych modeli empirycznych
Rc (x; K; p) wyznaczanych przez algorytm ilorazowy maja postat (por. wzory (3.8) i (4.7))

egm — S (GKIH p)
gdzie (por. wzory (3.9) i (4.8))
Nmayd:p) ki Imaxenip)
G ( K; H;p) = ®Runhan O H) + T OGH)  (4.16)
N=nNmin(M;p) M=M I=Imjin(mM;p)
a wspé:czynniki empiryczne ®F, i tfn, wynoszd (por. wzory w (3.7) i (4.9))
1 X _ 1 X
&, = N V™ (xqH) oraz Th = N yiAb | (X, H) (4.17)
k=1 k=1

Modele Rg (x; K;H;p). Falkowym modelom empirycznym Rg (x; K; p) wyznaczanym
przez algorytm bezpoSredni odpowiadajd nastépujdce empiryczne modele obliczeniowe
(por. wzory (3.60) i (4.10))

Nina:P) S Iha3ienip) .
Rr (X; KiH;p) = ®inThan OGH) + T (G H)  (4.18)

N=n0nin (M;p) m=M I=I{;,(m:p)

w ktorych wspo-czynniki ®R3,n i tﬁi, sd wyliczane ze wzoréw (por. wzory w (3.64) oraz
(4.11))

po 1 X po =pl 1 X po
Omn =y Y<TMn (X H) oraz T, = N yin (X H) (4.19)
gdzie (por. wzory w (3.65))
L1y . Ap ‘H
L) . — Mn (Xk! H) po . — ml (Xk! )
M (i H) = —MEE8— 5 oraz AP (x;H) T (4.20)

Modele  Rge (X;K;H;p). Odpowiednikami  falkowych  modeli  empirycznych
Rar (X;K;p) (wyznaczanych przez algorytm ilorazowy z estymacja funkcji gésto-
Sci wejscia systemu) sd ponizsze empiryczne modele obliczeniowe (por. wzory (3.105) i
(4.12))

G (x; K;H;p)

R X K:H:p) =
or { P = F K H:p)

(4.21)
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z licznikiem danym wzorem (4.16) i mianownikiem béddcym obliczeniowym modelem
empirycznym nieznanej géstosci wejscia systemu f (x) (por. wzory (3.104) i (4.13))

nmw;p) % |ma§@;p)
(x; K;H;p) = 8 Than OG H) + AW OGH)  (422)

m
N=Nmin(M;p) M=M I=Imjn(M;p)

o wspé:czynnikach af,,, i B°, postaci (por. wzory w (3.103) i (4.14))

1 X
N

p o _ 15K,
Pun (g H) oraz B, == AP (e H) (4.23)
k=1 k=1

p —
aMn -

Obliczeniowe algorytmy identy..kacji. Obliczeniowe wersje poszczegolnych falko-
wych algorytmow identy..kacji z rozdz. 3 przyjmujd zatem nastépujdcd postac:

Algorytm ilorazowy (wersja obliczeniowa):
=P

Krok 1. Na podstawie pomiarow f(xk;yk)g[:':1 oblicz oszacowania ®F, . oraz =,
wed-ug wzorow (4.17) oraz (4.2).

Krok 2. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy nieliniowosci R (X) jako iloraz
(4.15), z licznikiem danym przez (4.16) i wzor (4.2).

Algorytm bezposredni (wersja obliczeniowa):

. ., . . =p0
Krok 1. Na podstawie pomiarow f(xk;yk)g'l:'=1 oblicz oszacowania ®,‘i,°|n oraz fn,

wed:ug wzorow (4.19)-(4.20) oraz (4.2).
Krok 2. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy nieliniowosci R (X) wstawiajdc
obliczone oszacowania do wzoru (4.18).

Algorytm ilorazowy z estymacja: funkcji géstosci wejscia systemu (wersja
obliczeniowa):

Krok l1a. Na podstawie pomiarow f(xk;yk)g'l:'=1 oblicz oszacowania ®%,,, oraz zfn,
wed:ug wzorow (4.17) oraz (4.2).

Krok 1b. Na podstawie pomiaréw fx,g-, oblicz oszacowania &, , oraz b°,, wed:ug
wzorow (4.23) oraz (4.2).

Krok 2a. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy funkcji G (x) wstawiajdc obli-
czone oszacowania ®F, = oraz “fn, do wzoru (4.16).

Krok 2b. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy funkcji géstoSci wejscia systemu
f (X) wstawiajdc obliczone oszacowania &f},,, oraz o°, do wzoru (4.22).

Krok 3. Wyznacz empiryczny model nieliniowosci R (x) jako iloraz (4.21), z liczni-
kiem (4.16) i mianownikiem (4.22), uwzglédniajdc wzory (4.2).

Zwracamy uwagé na pe:nd analogié (z dok-adnaosScid do zastosowanej aproksymacji falek)
algorytmow falkowych w rozdz. 3 oraz ich powyzszych wersji obliczeniowych. Zauwazmy
takze, ze pos:ugiwanie si¢ w praktyce aproksymacjami 1§, (x;H) i ,&f’n, (x;H) (wzory
(4.2)) mozna uproscic poprzez wstépne wyznaczenie wartosci tych aproksymacji w wy-
branej skali H, a nastépnie ich stabelaryzowanie (i przechowanie w pamiéci komputera).
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Dziéki temu uzywanie aproksymacji ¥, (x;H) i Afn, (x; H) w powyzszych algorytmach
identy..kacji nie wymaga kazdorazowego obliczania ich wartosci.

4.3 Przykzadowa analiza falkowego algorytmu obli-
czeniowego identy..kacji (algorytm ilorazowy)

Dla przyk:adu zbadamy teraz w-:asnosci obliczeniowych modeli empirycznych
Rc (X; K; H; p) wyznaczanych przez obliczeniowd wersjé algorytmu ilorazowego. Analiza
w=asnosci modeli otrzymywanych za pomocd pozostasych algorymow obliczeniowych
(prowadzona wed:ug ponizszego schematu) bédzie przedmiotem osobnych opracowan.
Dla modeli obliczeniowych Rg (X; K; H; p) analiza ta sprowadza sié do zbadania w:asnosci
modeli G (x; K; H; p) stanowidcych ich licznik (zob. wzér (4.15); por. z analizd w+asnosci
modeli falkowych G (x; K; p) w punkcie 3.1.1).

4.3.1 Analiza w:asnosci empirycznych modeli obliczeniowych
G (x; K; H;p)

- ~ = ap - =P
ZbieznoSc oszacowan ®,, I ~,

Zauwazmy, ze na mocy za:ozeh Z3-Z5, wspo:czynniki empiryczne @\, i zfn, dane wzorem
(4.17) sd nieobcidzonymi estymatorami wspé:czynnikéw @9, i *h modeli G (x; K;H; p)
(zob. wzory (4.9) i (4.8))

E®Y,,=®, oraz E“E“ =* (4.24)

Dodatkowo ich wariancje spe-niajd nierownosci
1 ¢ _ 1i ¢
Va.r ®R/|n 6 N IAvar + ALCOV OraZ Va.r ~II')T'I| 6 N Iévar + BCOV (4.25)

gdzie dodatnie staze Avar, Acov 0raz Buar, Beov zaleza od czésci dynamicznej systemu i
zewnétrznych zak:6ceh zx oraz parametru skali H (zob. wzory (C.8) i (C.13)-(C.14) w
Dodatku C.2, str. 134). Stad wnioskujemy, ze (por. lemat 3.1):

Lemat 4.10 Wspd:czynniki &, i “fn, empirycznych modeli obliczeniowych G (x; K; H; p)
zbiegajdi sredniokwadratowo do wspé:czynnikéw @\, i *f’n, modeli obliczeniowych
G (x; K; H; p) wraz z rosndcd liczba: pomiaréw N. Ponadto dla ich b:6déw Sredniokwadra-
towych zachodza nastépujdce nieréwnosci
1i ¢ - 1i ¢
MSE ®R/|n 6 N IALvar + ALCOV OraZ MSE ~a1| 6 N Iévar + BCOV

Widzimy zatem, ze wspéczynniki &, i ='ron, obliczeniowych modeli empirycznych po-
siadaja w-asnosci V1-V3 (zob. str. 29), analogiczne do w:asnosci wspé:czynnikow @Y, . i
Afn, odpowiednich modeli empirycznych z rozdz. 3. Ponadto ich szybkoSt zbieznosci (rzédu
O (N i1)) nie zalezy od parametru skali aproksymacji funkcji falkowych H i numeru fal-
kowego p.
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A. Analiza zbieznosci punktowej modeli obliczeniowych G (x; K;H;p)

'Sredniokwadratowy b-dd empirycznych modeli obliczeniowych G (x; K; H; p) w odniesie-
niu do G (x) w ustalonym punkcie x mozna zdekomponowaC na sk:adniki obcidzenia i
wariancji wyjscia tych modeli

h i,
MSEG (x;K;H;p) =E G(X) i G(X;K;H;p) = bias®G (x; K;H;p)+var G (x; K; H; p)

gdzie
h i
bias’G (x; K;H;p) = G(X) i EG(x;K;H;p) (4.26)
h i,
varG(X;K;H;p) = E EG(X;K;H;p) i G(X;K;H;p) (4.27)

Wariancja wyjscia modelu varG (x; K;H;p). Z wsasnosci (4.24) wspo:czynnikow
Ny i E“ wynika, ze wyjscia obliczeniowych modeli empirycznych G (x; K; H; p) s& nie-
obcidzonymi estymatorami wyjs¢ modeli obliczeniowych G (x; K; H; p) (por. wzor (3.13))

EG(x; K;H;p) =G (x; K; H; p) (4.28)

Korzystajéc z tej w=asnosci w obliczeniach przeprowadzonych w Dodatku C.3 (str. 135),
otrzymujemy nastépujdce oszacowanie wariancji wyjscia obliczeniowego modelu empirycz-
nego dla kazdego x 2 S = [a; b] (por. wzér (4.27))

h i2 K
varG (x; K;H;p) =E G(x;K;H;p) i G(x;K;H;p) 6 Zﬁ¢évar (4.29)

gdzie C.r jest dodatnid stasd (zaleznd od dynamiki systemu i zak:6cef zewnétrznych zy).
Zwrotmy uwagé, ze uzyskane oszacowanie jest rowne co do rzédu oszacowaniu wariancji
wyjscia falkowych modeli empirycznych G (x; K;p) (wzér (3.14) w rozdz. 3).

Obcidzenie bias® G (x; K; H;p). Sk:adowa obcidzenia empirycznych modeli obliczenio-
wych mozna, w oparciu 0 ponizszy wzér (por. w=asnost (4.28) i wzor (4.26))

biasG (x; K;H;p) = G(x).é(xKHp)
GO § GOGK:pI+ G (xK:p) & (xK:H:p)

oszacowat nastépujdco (por. np. [115, str. 284])

bias’ G (x; K;H;p) 6 ZLG X i G(x; K;p)]2+2£G x; K;p) iié(x; K;H;IO)r12 =

L 2 pias? G (x;K;p) + bias G (x; K; H; p) (4.30)

Pierwszy w nawiasie sk:adnik tego oszacowania stanowi obcidzenie falkowych modeli em-
pirycznych G (x; K: p) (z oryginalnymi falkami Daubechies), por. wzér (3.28) w rozdz. 3.
Drugi cz:on oszacowania jest b:édem wynikajdcym z zastosowania w modelach oblicze-
niowych G (x; K; H; p) aproksymaciji funkcji falkowych. Jak pokazuje sié¢ w Dodatku C.4
(str. 135) dla b:édu tego, w ustalonym x z przedzia:u S = [a;b], zachodzi nier6wnost
bias G (x; K;H;p) 6 212 K2 ¢ G (4.31)

bias
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gdzie é% jest dodatnid staa zaleznd od nieliniowosci R (X), funkcji géstosci wejscia sy-
stemu T (X) oraz przyjétych funkcji falkowych (numeru p) i gdzie K jest skald empirycz-
nych modeli obliczeniowych G (x; K;H;p), H jest parametrem skali w zastosowanych w
tych modelach aproksymacjach funkcji falkowych (por. wzor (4.16)), natomiast wyk:adnik
% jest dodatnid sta-d zaleznd od numeru falkowego p tych funkcji (por. wzoér (4.4)).

ZbieznoSt punktowa modeli G (x; K;H;p). Badajdc w rozdz. 3 warunki zbiezno-
5ci falkowych modeli empirycznych G (x; K;p) stwierdzilismy, ze sk:adowa obcidzenia
bias?® G (x; K; p) tych modeli maleje do zera ze wzrostem skali K w punktach cidg:osci
identy..kowanej charakterystyki G (x) (por. str. 30). Zauwazmy jednak, ze (wed:ug osza-
cowania (4.31)) w modelach obliczeniowych wzrost skali K (przy ustalonym H) powoduje
zwigkszanie sk-adowej b=¢du bias G (x; K; H; p), a w konsekwencji tez wzrost casego b:édu
obcidzenia (4.30)

bias’G(x;K;H;p) ¥ 1 dla K ¥ 1:H = const (4.32)

Z kolei, dla ustalonego K wzrost skali aproksymacji H powoduje wyk:adnicze zmniejszanie
sié sk:adowej b:édu Bias G (x; K; H: p), a stad

bias?> G (x; K;H;p) ¥ bias? G(x;K;p) dla H ¥ 1;K =const (4.33)

Uzalezniajdc zatem skalé H aproksymacji funkcji falkowych od skali K modeli obliczenio-
wych tak, aby przy warunkach zbieznosci modeli falkowych G (x; K; p) (por. wzory (3.19),
str. 30) spe:nione by:y dodatkowo ponizsze warunki wynikajdce ze wzorow (4.32)-(4.33):

H=H(K) Y 1 oraz 2i#MKOK2 10 dla KT 1 (4.34)

otrzymujemy lemat (por. lemat 3.2).

Lemat 4.11 Jesli spe:nione sa& zaozenia lematu 3.2 i skala H uzyta w aproksyma-
cjach TP (x;H) i AP (x; H) zastosowanych w obliczeniowych modelach empirycznych
G (x;K;H;p) zalezy od skali K tych modeli tak, ze spe:nione sd warunki we wzorze
(4.34), to dla dowolnego numeru falkowego p modele te zbiegajd sredniokwadratowo
do identy..kowanej funkcji G(x) w tych samych punktach, w ktorych zbiegajd ich
odpowiedniki G (x; K; p) oparte o oryginalne funkcje falkowe Daubechies *P (x) i AP (x).

Szybkost zbieznosci punktowej modeli G (x; K; H;p). W rozdz. 3, w punkcie poswi-
éconym analizie szybkosci zbieznosci skzadowej obcidzenia falkowych modeli empirycznych
G (x; K;p), pokazalismy, ze przy za:ozeniu Z7 (dotyczacym lokalnej cidgosci nieliniowo-
Sci R(x) i funkcji géstoSci wejscia systemu T (X) — zob. str. 34), zachodzi nastépujdce
oszacowanie (por. wzor (3.28)):

bias? G (x; K;p) 6 212K ¢ Cpias; ° =minf®; ;pg (4.35)

A zatem, biordc pod uwagé wzory (4.29), (4.30), (4.31) i (4.35), otrzymujemy (w usta-
lonym punkcie x) oszacowanie b:édu Sredniokwadratowego MSE empirycznych modeli
obliczeniowych o postaci (por. wzor (3.30))

K >

. ) ¢
MSE G (x;K; H;p) 6 lpi2°K 4 piznH 2 +2W Cumse (4.36)
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a
gdzie Cuse = max©2CbiaS;26%; Cuar . Jesli zatem w modelach obliczeniowych
G (x; K;H;p) bédziemy stosowat takie skale aproksymacji H, przy ktorych sk:adowa
212K 2 jest nie widksza od sk:adowej 2i2°K, tj. spe:niona jest nierdbwnost (por. wzory
(4.34) i (4.35))
2i2°K > gi2iH K2 (4.37)

to zagwarantujemy, ze oszacowanie bédu Sredniokwadratowego modeli obliczeniowych
G (x; K; H; p) bédzie asymptotycznie rowne co do rzédu oszacowaniu bédu Sredniokwa-
dratowego modeli G (x; K;p) (por. wzér (3.32) w rozdz. 3).

Rozwidzujdc nieréwnosc (4.37) otrzymujemy nastépujdcd regu:é doboru skali aproksy-
macji H w modelach obliczeniowych G (x;K;H;p), gwarantujdcd powyzszd asympto-
tycznd réwnowaznost modeli G (x; K; H;p) i G (x; K; p):

1

» Ya
°K +log, K

H > Hnin (K) = 1) (4.38)
gdzie (por. wzér (3.32) w rozdz. 3 i wzor (4.4))
Y%
o — mi —. y — 055 p=2
minf®; ;pg oraz % 1 dla 0> 2 (4.39)

I gdzie K jest skald modelu falkowego (wzory (3.9) i (4.16)).

Zauwazmy, ze wymagana skala aproksymacji zalezy od przyjétych w modelu funkcji
falkowych (ze wzglédu na parametry © i % — zob. wzor (4.39)) oraz skali modelu K, a
zatem (biordc pod uwagé fakt, ze skala ta jest dobierana wed-ug regu:y (3.31)) takze od
gradkosci nieliniowosci R (x) i funkcji géstosci wejscia systemu T (X), przy czym:

GH1. Ze wzrostem gradkosci R (x) i T (x) oraz przy wzroScie numeru falkowego p, rosnie
takze wymagana skala aproksymacji Hmin (K) (por. wzor (4.39)).

GH2. Dla aproksymacji funkcji falkowych o numerze p = 2 wymagana skala aproksy-
macji Hnmin (K) jest wiéksza niz dla funkcji falkowych z numerem p > 2, (por. wzor
(4.39)).

Wynika to z faktu, ze w przypadku gdy p = 2, wartost wyk:adnika % w nierownosci
(4.37) wynosi » 0:55 (por. wzor (4.39)) i ze wzrostem skali aproksymacji H b+dd
po prawej stronie tej nieréwnosci (proporcjonalny do sk:adowej obcidzenia wyni-
kaié/x:ej z gastosowania aproksymacji funkcji falkowych) maleje z prédko’sciérla rzéd
O 2itH " podczas gdy dla falek o numerach p > 2 rzdd ten wynosi O 2i2H
(poniewaz % = 1; zob. wzor (4.39)).

GH3. Wzrost skali K w modelach powoduje odpowiedni (wed:ug wzoru (4.38)) wzrost
wymaganej skali aproksymacji Hpin (K).

Powyzsze rozwazania prowadza do nastépujdcego lematu.

Lemat 4.12 Jesli spe:nione sdiza:ozenia lematu 3.3, a skala aproksymacji H w 1P (x; H)
i A (x;H) zastosowanych w obliczeniowych modelach empirycznych G (x; K;H;p) jest
dobierana wed:ug regu:y (4.38), to asymptotycznie ich szybkdsc zbiezndsci punktowej (w
sensie b:édu MSE) do nieliniowosci G (X) jest taka sama jak falkowych modeli empirycz-
nych G (x; K;p), dla danej regu:y doboru skali K (por. lemat 3.3).
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B. Analiza zbieznosci carkowej modeli obliczeniowych G (x; K; H;p)

Dekomponujdc cakowy b:dd Sredniokwadratowy MISE obliczeniowych modeli empirycz-

nych G (x; K;H;p) otr§ymujemy, ze
h P

MISEG(X; K;H;p)=E G (X)i G(X;K;H;p) dx = ISBG(x; K;H;p) + IVG(x; K; H; p)

S
gdzie
Z h i,
ISBG (x;K;H;p) = G(X) i EG(X;K;H;p) dx

AN i

2
IVG(;K;H;p) = E EG(XXK;H;p) i G(x;K;H;p) dx
S

Wariancja IV G (x; K;H;p). Oszacowanie zintegrowanej wariancji modeli obliczenio-
wych G (x; K; H; p) mozemy wyznaczyt korzystajdc z oszacowania punktowej wariancji
wyjscia tych modeli we wzorze (4.29)Z

K
VG (K H;p)= varG(x;K;H;p)dx 6 ZW ¢t Cy (4.40)
S

gdzie Cy = (bja) C.ar. Oszacowanie to jest réwne (z dok-adnoscid do staej) oszacowa-
niu zintegrowanej wariancji falkowych modeli empirycznych G (x; K; p) wykorzystujdcych
oryginalne funkcje falkowe (por. wzér (3.34)).

Obcidzenie ISBG (x; K;H;p): W oparciu o ponizszy wzor (zob. w:asnost (4.28) i od-
powiednie wzory na str. 7%)

£ 0,
ISBG(x;K;H;p) =  G(X) iG(;K;H;p) “dx=
Z o £ 02,
= [G(X) i G K;pl+ G(K;p) i G(K;H;p) “dx
S

b+-dd carkowego obcidzenia empirycznych modeli obliczeniowych G (x; K; H; p) mozna osza-

cowat w nastépujacy Sfos()b (por. wzor (4.30)) 7

ISBG(x; K;H;p) 62 [G(X) i G(x;K;p)]dx+2 £G(x; K:p) i &0CK; H:p) 2dx =
hS S i

L 2 1SBG (x;K;p) + TSBG (x; K; H; p)

Pierwszy w nawiasie cz:on oszacowania stanowi zintegrowane obcidzenie falkowych modeli
empirycznych G (x; K;p) (por. wzér (3.33) w rozdz. 3). Natomiast drugi sk:adnik jest
b-édem wynikajdcym z zastosowania w modelach obliczeniowych aproksymacji funkcji
falkowych. Biordc pod uwagé, ze dla dowolznego przedzia:u S' u S zachodzi

ISBG (x;K;H:p) =  bias G (x; K; H; p) dx
SO

sk:adnik ten mozemy oszacowaC korzystajdc z oszacowania sk:adowej bias G (x; K;H;p)
obcidzenia b+édu punktowego MSE modeli obliczeniowych, danego we wzorze (4.31):

ISBG (x; K; H;p) = S%ZG (x; K;H;p)dx 6 21%HK2 ¢ Crg (4.41)

gdzie G5 = (b i a) G

bias*
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Zbieznost carkowa modeli G (x; K; H;p). Przeprowadzajdc rozumowanie analogiczne
do przedstawionego podczas badania Sredniokwadratowej zbieznoSci punktowej modeli
G (x; K; H; p) otrzymujemy nastépujdcy lemat charakteryzujdcy warunki cakowej zbie-
znosci Sredniokwadratowej modeli obliczeniowych G (x; K; H; p) (por. wzory (4.40)-(4.41)
ze wzorami (4.29) i (4.31) i zob. lemat 4.11).

Lemat 4.13 Jesli spe:nione sdiza:ozenia lematu 3.4, a skala aproksymacji H w 1P (x; H)
i AP (x; H) uzytych w obliczeniowych modelach empirycznych G (x; K; H; p) zalezy od skali
K tych modeli, tak ze spe:nione sd. warunki ze wzoru (4.34), to dla kazdego p modele te
zbiegajd: do identy..kowanej funkcji G (x) w sensie sredniokwadratowego b-édu caskowego.

Szybkost zbieznosci carkowej modeli G (x; K; H;p). Dla ca:kowego b:édu Srednio-
kwadratowego obliczeniowych modeli empirycznych G (x; K;H;p) zachodzi nastépujdce
oszacowanie

. ¢ K>
MISEG (x; K:H:p) 6 '2i2-K 4 pi2iH 2 +2W Cmise (4.42)
z wyk:adnikiem - wynoszdcym (por. wzory (3.40) i (3.45) w rozdz. 3)
Ya 13/4
-=minf®; ;pg(=°) oraz - =min ®;_;§ (= %) (4.43)

odpowiednio gla funkcji G (x) cidgsych i niecidgsych w przedziale S = [a;b] i ze sta:d
Cmise = Max 2Cpias (0% i a%);2Cs; 2C5; Civ  (kolejne staze w de..nicji Cyyse sd zde-
..niowane we wzorach (3.28) i (3.41), (3.45), (4.40) i (4.41) dotyczdcych oszacowanh odpo-
wiednich sk:adowych b-édu we wzorze (4.42)).

Stdd, by zapewnit modelom obliczeniowym G (x; K; H;p) rzdd szybkosci zbieznoSci
cakowej réwny gwarantowanym rzédom szybkosci zbieznosci cazkowej modeli falkowych
G (x; K; p) nalezy tak dobierat skalé aproksymacji H w 2P (x; H) i A” (x; H), aby spe:niona
by:a ponizsza nierownoSt (por. z nierownoscid (4.37))

2i2-K > 2i21/zHK2

Rozwidzanie tej nieréwnosci dla poszczegélnych - ze wzoru (4.43) prowadzi do nastépu-
jdcego lematu (por. lemat 4.12).

Lemat 4.14 Jesli skala aproksymacji H w 2P (x; H) i A" (x; H) stosowanych w empirycz-
nych modelach obliczeniowych G (x; K; H; p) zalezy od skali K modeli falkowych i dobie-
rana jest wed:ug regu: 1

» 4
°K +log, K

H > Hnin (K) = m (4.44)
dla funkcji G (x) cidg:ych w przedziale S = [a;b], oraz
» Ya
0
H > Ho (K) = %K + log, K (4.45)

Y

dla G (x) niecidg:ych, to asymptotycznie ich szybkosci zbieznosci ca:kowej (w sensie b:édu
MISE) do nieliniowosci G (x) sditakie same jak szybkosci falkowych modeli empirycznych
G (x; K; p), gwarantowe dla danego wyboru skali K (por. lematy 3.5 i 3.6 w rozdz. 3).
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4.3.2 Analiza w:asnosci empirycznych modeli obliczeniowych
Re (X; K; H;p)

Wykorzystujdc zaleznosci (3.49) i (3.55) (w rozdz. 3) oraz opierajdc sié na lematach 4.11-
4.14 i twierdzeniu 2.19 cytowanym w Dodatku B.8 (dotyczdcym szybkosci zbieznosci wg
prawdopodobienstwa), otrzymujemy nastépujdce twierdzenia charakteryzujdce warunki i
szybkosci zbieznosci obliczeniowych modeli empirycznych Rg (X; K; H; p) (por. twierdze-
nia 3.1-3.6 z rozdz. 3):

Twierdzenie 4.15 (Zbieznost modeli obliczeniowych) Jesli skala H uzyta w apro-
ksymacjach 2P (x; H) i A" (x; H) zastosowanych w empirycznych modelach obliczeniowych
Re (X; K; H; p) spesnia warunki ze wzoru (4.34), to wowczas modele te zbiegajd: do nielinio-
wosci R (X) przy tych samych za:ozeniach (i w tym samym sensie), przy ktérych zbiegajd
do niej falkowe modele empiryczne Rg (x; K;p) (zob. twierdzenia 3.1 i 3.4 oraz wniosek
3.1 w rozdz. 3; por. lematy 4.11 i 4.13).

Twierdzenie 4.16 (Szybkosc sredniokwadratowej zbieznosci punktowej) Jesli
spe:nione sd za:ozenia twierdzenia 3.2, a skala aproksymacji H w 2P (x;H) i AP (x;H)
zastosowanych w abliczeniowych modelach empirycznych Rg (X; K; H;p) jest dobierana
wed:ug regu:y (4.38), to asymptotycznie ich szybkosc zbieznosci punktowej (w sensie
b:édu MSE) do nieliniowosci R (x) jest taka sama jak falkowych modeli empirycznych
Rg (x; K;p), dla danej reguzy doboru skali K (zob. wzér (3.52) i twierdzenie 3.2 w rozdz.
3; por. lemat 4.12).

Z powyzszego twierdzenia oraz twierdzenia 2.19 (Dodatek B.8) wynika, ze empiryczne
modele obliczeniowe zbiegajé punktowo wed:ug prawdopodobiehstwa z szybkoScid
asymptotycznie rownd szybkosci zbieznoSci w tym sensie empirycznych modeli falkowych
Rg (x; K: p) (zob. twierdzenie 3.3 w rozdz. 3).

Twierdzenie 4.17 (Szybkost sredniokwadratowej zbieznosci ca:kowej) Jesli
skala aproksymacji H w 2P (x;H) i AP (x;H) stosowanych w empirycznych modelach
obliczeniowych Rg (X; K;H;p) zalezy od skali K modeli falkowych i dobierana jest
wed:ug regu:y (4.44) dla nieliniowosci R (X) i funkcji géstosci wejscia systemu T (x)
cidgrych w przedziale S = [a;b], oraz wed:ug regu:y (4.45) dla R(X) i (lub) f(x)
niecidg:ych, to asymptotycznie ich szybkosci zbieznosci caskowej (w sensie b:édu MISE)
do nieliniowdsci R (X) sd: takie same jak szybkosci falkowych modeli empirycznych
Rg (x; K;p), gwarantowane dla danego wyboru skali K (zob. wzory (3.56) i (3.58) i
twierdzenia 3.5 1 3.6 w rozdz. 3; por. lemat 4.14).

Z powyzszych twierdzeh wynikajd nastépujdce wnioski dotyczdce w+asnosci empirycz-
nych modeli obliczeniowych Rg (X; K; H; p):

RGH1. W-asciwy (zgodny z regu:ami (4.44) i (4.45)) dobdr skali H w aproksymacjach
funkcji falkowych 2P (x; H) i AP (x; H), pozwala obliczeniowym modelom empirycz-
nym Rg (X; K; H; p) zachowat (asymptotycznie) w:asnosci falkowych modeli empi-
rycznych Rg (x; K;p). W szczegdlnosci zatem, w odniesieniu do modeli obliczenio-
wych Rg (X; K; H; p) znajdujd zastosowanie regu:y doboru skal K opracowane dla
empirycznych modeli falkowych Rg (x; K;p) (por. wzory (3.56) i (3.58) z rozdz. 3).
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RGH2. Dobdr w:asciwej skali aproksymacji H funkcji falkowych zalezy od g-adkosci
identy..kowanej nieliniowosci R (x), funkcji géstosci wejscia systemu f (X) oraz przy-
jétych funkcji falkowych (numeru falkowego p) (por. wzory (4.38)-(4.39), (4.44)-
(4.45) oraz w=asnosci GH1-GH?2).

RGH3. Wazrost skali K falkowych modeli empirycznych powoduje (zgodnie z reguzami
(4.44)-(4.45)) odpowiedni wzrost wymaganej skali aproksymacji Hmin (K) (zob. w-a-
snostc GH3).

Przyk:ady. Rozpatrzymy teraz przyk:adowe przypadki identy..kowanej nieliniowosci
R (x) i funkcji géstoSci wejscia systemu T (X).

Niech R (x) i T (x) bédd odcinkami stase w przedziale S = [a; b]. Wowczas % = 1 21 mog
dele obliczeniowe Rg (X; K; H; p) osidgaja asymptotycznd szybkost zbieznosci O "N =2

modeli falkowych R (x; K;p) w sensie caskowego b:édu sredniokwadratowego, o ile skala
aproksymacji H spe:nia warunki (por. wzér (4.45) i de..nicjé % we wzorze (4.4))
Ya

H>Hon(K)= o F2loeK g, p=2

K +log, K p=>2

a skala K modeli falkowych dobierana jest wed:ug reguy (3. 58) w rozdz. 3. Jesli R(x) i
T (X) spe-niaja warunek Lipschitza (& = = 1), Fo wowgzas © = 1 i modele obliczeniowe
osidgajd asymptotycznie szybkoSt zbieznosci O N i3 w sensie Sredniokwadratowego
b-édu ca-kowego, przy skalach aproksymacji H dobieranych wed:ug regu- (por. wzér (4.44))
1
_ _ 2(K+log,K) p=2
H > Hmin (K) = K + log, K dla 0>2

I skalach K modeli falkowych wyznaczanych zgodnie ze wzorem (3.56)). Poniewaz dla
p = 2, minimalna wymagana skala H jest dwukrotnie wiéksza niz dla p > 2 (por. w+asnosc
GH2, str. 78), to zastosowanie w modelach funkcji falkowych o tym numerze wymaga
uzyskania dwukrotnie dok:adniejszych aproksymacji takich funkcji falkowych.

A. Dobor skali H w aproksymacjach funkcji falkowych 2P (x;H) i A® (x;H)

Zwrotmy uwageé, ze warunek (4.34) oraz regu:y (4.44)-(4.45) doboru minimalnej skali apro-
ksymacji Hmin (K) funkcji falkowych gwarantujd jedynie asymptotycznd réwnowaznosc
empirycznych modeli obliczeniowych i empirycznych modeli falkowych wykorzystujdcych
oryginalne (,,dok:adne’) falki. Zatem w praktycznych zastosowaniach, aby zminimalizowat
wp:yw dodatkowego b:édu wynikajdcego ze stosowania aproksymacji 2P (x; H) i A (x; H)
w miejsce oryginalnych falek, nalezy obliczat je z jak najwiékszd rozdzielczoscid (w jak
najwiékszej skali H > Hp,in (K)) (por. wzory (4.36) i (4.42)).

Ze wzglédu na asymptotyczny charakter uzyskanych wynikow (prawdziwych dla du-
zych wartosci H — a zatem tez duzych skal K i, w konsekwencji, takze dla duzych liczb
pomiaréw N — por. wzory (3.56) i (3.58)), w rozdziale 5 przedstawiamy wyniki badanh nu-
merycznych dotyczdcych wp:ywu dok:adnosci aproksymacji funkcji falkowych na w=asnosci
modeli obliczeniowych dla umiarkowanych skal H; K i umiarkowanych liczb pomiaréw N.
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4.4 Szybkie algorytmy wyznaczania obliczeniowych
modeli empirycznych

Z obliczeniowego punktu widzenia, problem identy..kacji nieliniowosci R (X) sprowadza sié
do wyznaczenia wspé:czynnikow w obliczeniowych modelach empirycznych na podstawie
danych ze zbioru pomiarowego f(xk;yk)g{:’:l. Na przyk-adzie obliczeniowego algorytmu
ilorazowego pokazemy, ze bezpoSrednie wykorzystanie w tym celu wzoréw wynikajdcych z
rozwazah teoretycznych (tj. zastosowanie w obliczeniach wprost wzoréw (4.17)) prowadzi
do algorytmoéw o z:0zonosci obliczeniowej rzédu O (N°), gdzie wyk:adnik © zawiera sié¢ w
przedziale (1;2) i zalezy od g=adkosci identy..kowanej nieliniowosci R (X) i funkcji géstosci
wejscia systemu T (x) oraz przyjétych w modelach funkcji falkowych (numeru p). Nastépnie
zaproponujemy ,,szybki” algorytm wyznaczania obliczeniowych modeli empirycznych i
wykazemy, ze z:0zonost tego algorytmu wynosi O (N) i, ponadto, nie zalezy od g-adkosci
R (x) oraz T ().

Z+0zonosc obliczeniowa algorytmu ilorazowego

Analizujdc zz0zonoSt obliczeniowd algorytmu bédziemy pos:ugiwac sié pojéciem opms —
jednostkowej operacji arytmetycznej polegajdcej na wymnozeniu (podzieleniu) dwdch liczb
i dodaniu (odjéciu) uzyskanego wyniku do innej liczby (zob. np. [81, str. 81]).

Niech Cg (N; K;p) oznacza liczbé operacji opms potrzebnych do wyznaczenia modelu
R (X; K; H; p). Poniewaz do obliczenia kazdego wspo:czynnika tego modelu potrzeba N
opms (por. wzory w (4.17)), stad

Cs (N; K;p) = N ¢ Pg (M; K)

gdzie Pg (M; K) oznacza liczbé wspo=czynnikéw w modelu obliczeniowym Rg (X; K; H; p)
(réwnd liczbie wspo-czynnikéw w modelu G (x; K; H; p)). Liczbé t& mozna oszacowat na-
stépujdco (zob. wzor (C.23) w Dodatku C.6)

Ps (M;K) < 2X[(b j a) + 2p] (4.46)

Wyznaczajdc skale K modeli na podstawie regu: (3.56) i (3.58) z rozdz. 3 (tj. w zaleznosci
od gradkosci nieliniowosci R (x) i funkcji géstosci wejScia systemu T (X) oraz przyjétych w
modelach funkcji falkowych) otrzymujemy, ze

1

Co (N;K;p) < N #2025 52N [(b § 2) +2p] 6 N#1 4 Co

gdzie Co = (2°)®*D (b § a) + 2p] oraz
Co (N; K;p) < N ¢ Cy

gdzie Cy = (2%) =@V [(b § a) + 2p] dla, odpowiednio, cidg:ych i niecidgzych R (x) i f (x).
Stdd, poniewaz °© > 0 oraz % 2 (0; 1=2], to z powyzszych oszacowan wynika nastépujdcy
lemat.

Lemat 4.15 Z:ozonosc obliczeniowa algorytmu ilorazowego opartego na wzorach (4.17)

jest rzédu 2o 4
Co(N;K;p) =O(N%);  gdzie  ©=55 11 2(1;2) (4.47)
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dla cidgych, oraz
11

Ce (N;K;p) =0 (N°); gdzie © = 2 =2 (4.48)

2%+1

2% + 2 '§
2

dla niecidg:ych nieliniowdsci R (x) i (lub) funkcji géstosci wejscia systemu T (X).

Zauwazmy, ze ze wzrostem gradkosci R (X) i T (x) (tj. ze wzrostem ® i ) i przy jedno-
czesnym wzroscie numeru falkowego p, rosSnie wartost parametru °(= min f®; ;pg) (por.
wzor (3.56) w rozdz. 3), wyk-adnik © we wzorze (4.47) ddzy do wartosci 1 i, w konsekwen-
cji, z+0zonost obliczeniowa algorytmu zbliza sié do poziomu O (N). Jesli R(x) i T (X) sd
niecidg:e (i odcinkami g-adkie), to m|n|malna z:040noSt algorytmu zachodzi dla % = 1=2
(por. wzor (3.58) w rozdz. 3) i jest rzédu O 'N3=2 (wzor (4.48)).

Przyk-ady. DlaR (x) i f (X) niecidg-ych, odcinkami stasych mamy ® = = 1, a zatem
% = 1=2 (por. wzor (3.58)) oraz |° = @ =2 (zob. wzoér (4.48)) i zz0zonost obliczeniowego
algorytmu ilorazowego wynosi O "N 32

Jesli R (x) i T (x) spe:niajd warunek Llpschitza ® = ¢ = 1), to wowczas (por. (3.56))
° =1 i z:0zonost algorytmu maleje do poziomu O N2 (zob. wzor (4.47)).

Natomiast, dla bardzo g:adkich R (x) i f(x) (gdy minf®; g Api° = p) z: ozgnosc
algorytmu zalezy jedynie od przyjétych funkcji falkowych: dla p = 2 wynosi O N6 ze
wzrostem p zbliza sié do rzédu O (N) (wzor (4.47)).

4.4.1 Szybki obliczeniowy algorytm ilorazowy

Podstawa teoretyczna. Proponowany algorytm sk:ada sié z dwoch krokow. Pierw-
szy krok polega na wyznaczeniu w skali K wspoé:czynnikow empirycznych ®x,, N =
Nmin (K;P) ;2105 Nmax (K; p) (wspd:czynnikow poczdtkowych w algorytmie szybklej trans-
formaty falkowej FWT - zob. punkt 1.3) na podstawie pomiarow f(Xy; yk)gk=1 I opiera
sié na nastépujdcych spostrzezeniach:

2 Ze wzglédu na zwartoSt nosnika aproksymacji % (x; H) (wzér (4.6)), kazda para
pomiaréw (Xx; Yik) Wp:ywa na wartosci co najwyzej 2p j 1 wspé:czynnikéw ®; , — od-
powiadajdcych tym aproksymacjom *} . (x; H) funkcji skalujdcych * , (x), ktérych
nosniki zawierajad pomiar xx — zob. Rys. 4.2 (por. z dyskusjd w punkcie 3.1.1, po-
Swiécond analizie szybkosci zbieznosci punktowej falkowych modeli empirycznych
G (x; K;p) i zob. wzér (3.26) oraz Rys. 3.3).

2 Dla danej skali aproksymacji H sk:adowa wejsciowa Xy pary pomiarow (Xg;Yk) na-
lezy do przedzia:u noSnika aproksymacji *}, (x; H), to wéwczas zachodzi nastépu-
jdca nieréwnost (por. wzor (4.6))

i+l>xk>—n+(2p i)

2H 2K 2K
na podstawie ktdrej mozna wyznaczyC indeksy przesuniéc n ,,aktywnych” — dla
danej pary pomiaréw (Xx;Yyk) — aproksymacji *}, (x; H). Z praktycznego punktu
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widzenia wygodniej jest jednak wyznaczat te indeksy wed:ug ponizszej nierdwnosci
(wynikajédcej z postaci nosnika funkcji skalujdcej ", (X) — por. wzory (1.11) i (4.6))

n+(2pil)

o' > Xk > o (4.49)

dziéki czemu szybki algorytm obliczeniowy staje sié niezalezny od skali aproksyma-
cji H.

Z powyzszych obserwacji wnioskujemy, ze indeksy przesuniéC n odpowiadajdce ,,aktyw-
nym” aproksymacjom 2P (x; H) mozemy (z nieréwnosci (4.49)) wyznaczyt za pomocd
nastépujacego wzoru

¥,
n= 2x¢ il; |=0;::::2p j 2 (4.50)
Obliczanie wartosci wspé:czynnikow @} . o tych indeksach mozna zrealizowat przy uzyciu
prostej reguy
K gp ¢ _
+ %M? 2P 128% 1 Ny H gdzie @ =0 (451)

p — @®P
®Kn;(k) - ®Kn;(ki1)

stanowidcej rekurencyjnd wersjé odpowiedniego wzoru w (4.17) (dla skali K).
T,

D H)

12°z,]-2p+2 2"z,

Rys. 4.2 Kazda para pomiaréw (Xk;Yk) wpsywa tylko na wartosci wspo-czynnikow ®f<n od-
powiadajdcych tym aproksymacjom lpKn (x; H) funkcji skalujdcych, ktorych nosniki zawierajd
pomiar X (rysunek ilustruje przypadek, gdy numer falkowy p = 2)

Drugi krok algorytmu polega na wyznaczeniu wspé:czynnikéw ®§, i fn, empirycz-
nych modeli obliczeniowych Rg (X; K; H;p) w oparciu o obliczone w pierwszym kroku
wspé:czynniki poczdtkowe ® . (w skali K), z uzyciem ponizszych wzoréw (wzorowanych
na algorytmie szybkiej transformaty falkowej — zob. np. [92], [130] i [131], por. wzér (1.27)
w rozdz. 1; zob. Dodatek C.7, str. 139)

3 X
®pmn = C‘t®ﬁ1+1;2n+t oraz tml = (il)t Clit®$n+1;2l+t (4-52)
t=0 t=i2(pil)

Szybki obliczeniowy algorytm identy...kacji

Z powyzszych rozwazah otrzymujemy nastépujdcy szybki obliczeniowy algorytm ilora-
Zowy:



ROZDZIAx 4. FALKOWE ALGORYTMY OBLICZENIOWE IDENTYFIKACJI 86

Szybki obliczeniowy algorytm ilorazowy:

Krok la. Dla kazdej pary pomiarow (Xy;Yk), k = 1;:::; N wyznacz indeksy trans-
lacji n aproksymacji *} , (x; H) wed:ug wzoru (4.50), a nastépnie oblicz wartosci od-
powiadajdcych im oszacowah ®Y , za pomoca wzoréw (4.51) i (4.2).

Krok 1b. Oblicz oszacowania ®},,, i t'ron, za pomocd wzorow w (4.52).

Krok 2. Wyznacz empiryczny modeli obliczeniowy Rg (X; K;H;p) nieliniowosci
R (x) jako iloraz (4.15) z licznikiem danym przez (4.16) i wzor (4.2).

Z+-0zonosc obliczeniowa szybkiego algorytmu obliczeniowego

Oznaczmy przez C§ (N; K;p) liczbé operacji opms potrzebnych do wyznaczenia modeli
Re (X; K; H; p) za pomocd algorytmu (4.50)-(4.52).

Dla kazdej pary pomiarow (Xx;Yx) Wyznaczenie indekséw n wed-ug wzoru (4.50) wy-
maga (2p i 1) operacji typu opms. Z kolei, dla kazdego z indekséw n, poszczegodlne ope-
racje we wzorze (4.51) wymagajd 3 opms. Stdd na jeden pomiar przypada 4(2p j 1)
opms. A zatem, przy liczbie pomiaréw N, w pierwszym kroku algorytmu wykonywane
jest 4N (2p i 1) opms.

Zwrétmy uwagé, ze wielkoSt ta nie zalezy od liczby wspé:czynnikéw ® ., w skali K,
a zatem poSrednio (poniewaz skala K modeli jest wyznaczana za pomocd regu: (3.56) i
(3.58)) réwniez od gadkosci R (x) i T (X).

W drugim kroku algorytmu do obliczenia kazdego ze wspé:czynnikdw ® . i “E“ wed:ug
wzoréw w (4.52) potrzeba (2p § 1) opms. Liczby obliczanych wspo6-czynnikéw wynoszé
odpowiednio (por. wzor (4.16))

St St
[Nmax (M; P) i Nmax (M; p) +1] oraz [lmax (M; P) i lmax (M;p) + 1]
m=M m=M

a zatem (por. wzory w (3.5) w rozdz. 3 i wzér (C.22) w Dodatku C.6) sd nie wiéksze niz
liczba Pg (M; K) wsp6:czynnikéw w empirycznym modelu obliczeniowym Rg (X; K; H; p).
Stdd carkowita liczba operacji w tym kroku jest nie wiéksza niz (por. wzor (C.23))

2%¢2(2p i 1)[(b i @) +2p]

Po zastosowaniu odpowiedniej (w zaleznoSci od gradkosci R (X) i T (X) — zob. wzory (3.56)
lub (3.58)) regu:y doboru skali K modeli otrzymujemy, ze (por. oszacowania we wzorach
(4.47)-(4.48))

CE(N;K;p) <4N (2p i 1) + N7 ¢2(2p i 1)[(b i a) + 2p]

dla cidg:ych, oraz

CEN;K;p) <4N(2p i 1)+ NZT¢2(2p i 1)[(b i a)+2p]

dla niecidg-ych R (x) i (lub) T (x).

Stdd, poniewaz °;% > 0 (por. wzory (3.56) i (3.58)), to sk:adniki N1°*+1) j N175(%+1) y
powyzszych oszacowaniach rosnd wolniej niz liniowo ze wzrostem N. OtrzymaliSmy zatem
twierdzenie (por. lemat 4.15).
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Twierdzenie 4.18 Z:ozonosc szybkiego algorytmu (4.50)-(4.52) wyznaczania empirycz-
nych modeli obliczeniowych Rg (X; K; H; p) jest rzédu

CE (N;K;p) = O(N)

dla cidgsych i niecidg:ych nieliniowosci R (x) i funkcji géstosci wejscia systemu T (x).

Podsumowanie

W rozdziale zaproponowalismy obliczeniowe (praktyczne) odpowiedniki falkowych algo-
rytmoéw identy...kacji przedstawionych i badanych w rozdziale 3. Na przyk:adzie algorytmu
ilorazowego pokazalismy, ze konieczne, ze wzglédu na specy..ké funkcji falkowych Daube-
chies i za:ozone warunki identy..kacji, mody..kacje algorytmow polegajdce na zastdpieniu
w nich funkgji falkowych Daubechies =P (x) i AP (x) przez ich proste obliczeniowo aproksy-
macje schodkowe 2P (x; H) i A (x;H), pozwalajd (przy -atwych do realizacji warunkach
(4.44)-(4.45)) zachowaC przez odpowiednie modele obliczeniowe asymptotyczne w-asnosci
odpowiednich modeli falkowych z oryginalnymi funkcjami falkowymi. Wp+yw dok:adnosci
aproksymacji funkcji falkowych na zachowanie modeli obliczeniowych dla ma:ych skal H
i K badamy numerycznie w rozdziale 5.

Zaproponowalismy rowniez szybki algorytm wyznaczania obliczeniowych modeli empi-
rycznych i pokazalismy, ze jego z:0zonoSt jest rzédu O (N), tj. ze liczba obliczeh potrzeb-
nych do wyznaczenia tych modeli rosnie jedynie liniowo ze wzrostem liczby pomiaréw N
(w Dodatku C.8, na str. 140 przedstawiamy procedury komputerowe implementujdce ten

algorytm).



Rozdzia: 5

Badania numeryczne falkowych
algorytmow identy..kacji

Przedstawione w rozdziaach 3 i 4 w=asnosci modeli falkowych i ich obliczeniowych wersji
wyznaczanych za pomocd odpowiednich algorytméw identy..kacji majd charakter asymp-
totyczny, tj. zachodzd dla duzych liczb pomiaréw N, duzych wartosci skal K w modelach
falkowych i duzych skal aproksymacji H w modelach obliczeniowych. Z punktu widzenia
zastosowan interesujdce jest zachowanie sié tych modeli w przypadku, gdy do dyspozycji
mamy ma:d lub umiarkowand liczbé pomiardw, a skale K i H sd niewielkie. Aby uzy-
skat orientacjé w tym zakresie, przeprowadzono szereg eksperymentdéw numerycznych,
ktore, podobnie jak przeprowadzone wczesniej badania teoretyczne, miazy na celu zbada-

nie wpsywu:
2 gradkosci identy..kowanej nieliniowosci R (x),
2 gradkoSci funkcji géstosci wejscia systemu T (x), oraz

2 zastosowanych w modelach funkcji falkowych,

na wielkoSt i szybkoSt zmniejszania sié b:édéw modeli obliczeniowych ze wzrostem liczby
pomiarow N w przypadkach systemu statycznego i systemu Hammersteina, przy skorelo-
wanych zak:6ceniach z,. Badania obejmowa:y takze:

2 Porownanie empirycznych modeli obliczeniowych Rg (X; K;H;p), Rr (X; K;H;p) i
Rer (X; K; H; p), przedstawionych w punkcie 4.2 w rozdz. 4

2 Wery..kacjé przydatnosci teoretycznych regu: doboru skali modeli K okreSlonych
wzorami (3.56) i (3.58), na przyk:adzie modeli obliczeniowych Rg (x; K; H; p).

2 Zbadanie wp:ywu skali aproksymacji H (tj. dok:adnoSci stosowanych aproksymacji
funkcji falkowych) na zachowanie sié¢ modeli obliczeniowych.

W ramach badah empirycznych poréwnano takze algorytmy falkowe z algorytmami
trygonometrycznymi (tj. opartymi na klasycznym trygonometrycznym uk:adzie ortogo-
nalnym).

Ponizej przedstawiamy warunki w jakich przeprowadzono eksperymenty, a nastépnie
omowimy wybrane wynikKi.

88
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5.1 Warunki eksperymentow

Empiryczne modele obliczeniowe. Algorytmy identy..kacji. W trakcie ekspery-
mentow zbadalismy w-asnosci rozwazanych w pracy trzech empirycznych modeli oblicze-
niowych:

2 Rc (X; K; H;p) (4.15) - (4.17)
R-(x;K;H;p) = _ Rr(X;K;H;p) danych wzorami  (4.18)-(4.19)
" Rer (X, K; H;p) (4.21)-(4.23)

wyznaczanych odpowiednio wed:ug obliczeniowych wersji algorytmu ilorazowego, bezpo-
Sredniego oraz algorytmu ilorazowego z estymacjd funkcji géstosci wejscia systemu f (x),
przedstawionych w rozdz. 4. W dalszej czésci rozdzia:u bédziemy stosowat skrocond no-
tacjé i poszczegolne modele oznaczat symbolami Rg, Rr oraz Rgs (a 0golnie, za pomocd
symbolu Rz).

Identy..kowane systemy. Badania przeprowadzilismy dla dwoich typow systemow
(zob. rysunek powyzej, por. przyk:ady podane w punkcie 2.3):

2 gystemu statycznego, oraz

2 systemu Hammersteina z liniowym elementem dynamicznym o nastépujdcej odpo-
wiedzi impulsowej f,ig?=o (por. za:ozenie Z3 w rozdz. 2):

o=1; =210 =116 (5.1)

Funkcje géstosci wejscia systemu f (x). Wejscia systemow by:y pobudzane sygna-
rami pseudolosowymi o nastépujdcych funkcjach géstosci (zob. Rys. 5.1, por. zaozenie Z1
w rozdz. 2):

8

— géstosc (g-adka) rozk:zadu
() = Lo (%) gestost (gradka)

réwnomiernego U [0; 1] i
— géstost rozk-adu normalnego N ' 3; 2
ograniczonego do przedzia:u [0; 1]
X h i . L .
_ 9 _ _ — przyk:adowa niecidg+a funkcja

= 3 ni2(xid)? ¢
fa(x) = _ T2 = lpy (X) ¢ p5zet 21120+ Cy

5.2)
R (
Sta:d C¢ w de..nicji géstoSci T, (x) dobrano tak aby 01 T, (X) dx = 1. Wspo:czynniki h; w
géstosci T3 (X) wynosza

h; = f0:1;0:1; j 0:15; 0:03;0:06; §0:06; § 0:03;0:15; 0:1g
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Rys. 5.1 Funkcje géstosci wejscia systemu stosowane w eksperymentach

Identy..kowane charakterystyki. W trakcie eksperymentow przyjéto w systemach
nastépujdce charakterystyki nieliniowe (zob. Rys. 5.2, zob. za:ozenie Z2 w rozdz. 2 i
za+ozenia Z7 (Z7"), Z7a (Z7a") w rozdz. 3):

£
% 1(X) = g. 1+ ) (x) + C. - charakterystyka niecidg:a
1
o 70 — przyk:adowa charakterystyka
L =_ 20=3 8X 12 kwantyzatora
— przyk:adowa charakterystyka

§ T3 (00 = 1) 00 i 1y ) przekaznika dwupo=ozeniowego
T 1,(X) = arctan (4%:x j 2%) — gradka charakterystyka sigmoidalna

(5.3)

Uwaga 5.10 Charakterystyka *; (X) z ponizszymi wspo:czynnikami t; i g;:

t; = 10:1;0:13;0:15; 0:23; 0:25; 0:40; 0:44; 0:65; 0:76; 0:78; 0:81g
i = T4;§5;3;i4,5; 14:2;2:1;4:3; §3:1;2:1; 1429

jest stosowana jako funkcja testowa w badaniach w:asnosci algorytméw falkowych, por.
np. [15], [31]-[32]; pozosta:e typy charakterystyk mozna spotkaC w rzeczywistych systemach
(zob. np. [41], [143] i [151]).

() r“ 1 ()
JHl_l i ,—’_’_{7
: () % () ﬁ

Rys. 5.2 Identy..kowane charakterystyki

Stara Ca w de..nicji charakterystyki 1, (x) by-a dobierana w trakcie eksperymentow
zaleznie od zastosowanej funkcji géstoSci wejscia systemu f= (x) tak, aby spe:niona by:a
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rownosc E 1, (x;) = 0 dziéki czemu, we wzorze (2.8) de..niujdcym postac faktycznie iden-
ty..kowanej nieliniowosci R (x) w systemie Hammersteina znika przesuniécie s tej nielinio-
wosci wzglédem charakterystyki 1 (x). Dla pozosta:ych nieliniowoSci rownosc ta zachodzi
ze wzglédu na ich nieparzystost wzglédem Srodka przedzia:u [0; 1] i symetrié poszczegol-
nych funkcji géstosci wejscia systemu w tym przedziale. Stdad (oraz z faktu, ze .o =1 -
por. wzér (5.1)) dla systemu Hammersteina wynika rownost pomiédzy identy..kowanymi
nieliniowoSciami Rz (x) a odpowiednimi charakterystykami nieliniowymi 1. (x) danymi
wzorami w (5.3) (por. uwaga 2.4 w rozdz. 2):

R= (X) = 12 (X)

Zauwazmy, ze przy funkcjach géstosci wejscia systemu zde..niowanych we wzorze (5.1), nie-
liniowosci R= (x) sd identy..kowane w przedziale S = [0; 1] (por. za:ozenie Z1 w rozdz. 2).

Zak:6cenia zewnétrzne z,. WYyjscie obu systemow by-o zak:6cane skorelowanym szu-
mem z, 0 rozk:adzie normalnym z zerowd wartoscid oczekiwand, w ktorym (por. za:ozenie
Z4 w rozdz. 2):

2 wariancje zak:o0cen, %2 = var z,, dobierane by:y tak, aby dla kazdej z nieliniowoSci
R= (X), zde..niowany ponizej stosunek szumu do sygna:u

3%,
NSR [%] =
%] = 37

przyjmowa: wartosci 0;5;:::;30% (Mg jest gornym ograniczeniem modu:u identy-
..kowanej nieliniowosci R (x), zob. za:ozenie Z2 w rozdz. 2).

2 wspo:czynniki f!igi7:0 odpowiedzi impulsowej uk:adu dynamicznego, odpowiada-
jdcego za skorelowanie zak:6ceh zi, zosta:y dobrane wed:ug ponizszego wzoru

Kryterium oceny jakosci modeli. W kazdym eksperymencie wspo-czynniki bada-
nego modelu falkowego R- obliczano w punktach k = 1=q;2=q;:::;9=q (q¢ = 1000), dla
P -krotnie (P = 50) generowanych zestawéw danych pomiarowych f(xk;yk)gE=l. Jako
kryterium jakoSci modeli przyjélismy nastépujdcy, unormowany Sredni b:dd
5’(( >h =7 3 'iz)
2 : R- X j Rz(r) E;K;H;p

P q q
MISEemp Rz (6 K;H; p) = —— =Lz (5.4)
R2 (X) dx
0
A .

gdzie Rz %; K;H;p oznacza wartost wyjscia badanego modelu w punkcie k=q dla
r-tego zestawu danych.
Liczba pomiaréw N by:a dobierana w zaleznosci od przeprowadzanego eksperymentu.
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5.2 Wybrane wyniki badah numerycznych

Wp:yw dynamiki systemu i poziomu zak:6ceh zewnétrznych z,. Badajdc teore-
tyczne w=asnosci empirycznych modeli falkowych i obliczeniowych pokazalismy, ze zar6wno
istnienie w identy..kowanym systemie dynamiki jak i obecnoSt skorelowanych zak:0cen
zewnétrznych wp-ywa tylko na wielkosci sta:ych w oszacowaniach rzédu wariancji tych
modeli (por. np. wzory w (3.11) i w=asnosci V1-V3, wzory (3.14) i (3.34) w rozdz. 3 oraz
wzory (4.25) i (4.29) w rozdz. 4), a zatem nie zmienia ich w=asnosci asymptotycznych (tj.
dla duzych liczb pomiaréw N).

Oddzia:ywanie tych czynnikow na zachowanie modeli Rg¢ dla umiarkowanej liczby po-
miaréw N przedstawiamy na Rys. 5.5-5.6. Zwr6tmy uwagé na niewielki wp-yw poziomu
zak-0cen zewnédtrznych zx na b:édy modeli. Wzrost b:édéw w przypadku systemu Ham-
mersteina wynika ze znacznie ,,trudniejszych” warunkow identy..kacji (wiékszego poziomu
faktycznych zak:0ceh na jego wyjsciu wywo:anego obecnoscid sygna:u », pochodzécego od
dynamiki systemu (por. Rys. 5.3 i 5.4 i wzory (2.5), (2.6) i (2.7) w rozdz. 2).

Wp-yw g:adkosci nieliniowosci R (x). Z rozwazah teoretycznych wynika, ze szyb-
koSt zmniejszania sié b-édow empirycznych modeli obliczeniowych rosnie wraz ze wzro-
stem gradkosci nieliniowosci R (X) (przy odpowiednio g-adkich T (x) i duzych numerach
falkowych p — por. wzory (3.57) i (3.59), (3.91) i (3.94) oraz (3.110) w rozdz. 3).

Poréwnujdc pod tym kdtem wyniki badah dla modeli obliczeniowych Rg przedstawione
na Rys. 5.7 mozna stwierdzit, ze najwiékszy wp+yw na poziom b:¢déw ma po:ozenie punk-
tow niecidg:oSci nieliniowosci poza siatkd binarnd. Natomiast sam fakt istnienia niecidg-o-
Sci nie jest juz tak istotny (b-édy dla niecidg:ych nieliniowosci R, (X) i Rz (X) s& znacznie
mniejsze niz odpowiadajdce im b:édy dla nieliniowosci niecidg-ej R1 (X) i poréwnywalne z
b-édami otrzymanymi dla g-adkiej R4 (X)). Modele R oparte o funkcje Haara nadajd sié
zatem do identy..kacji nieliniowosci niecidg:ych, gdy punkty niecidg-osci (skokéw) lezd na
siatce binarnej (por. tez dyskusjé na ten temat w [108, str. 956]).

Warto tez zauwazyt, ze za wyjdtkiem nieliniowoSci R; (X) (zob. Rys. 5.5-5.7), juz po-
wyzej liczby pomiaréw N > 150, b:édy modeli obliczeniowych stajd sié bardzo ma:e,
niezaleznie od typu identy..kowanego systemu.

Wp-yw g:adkosci funkcji géstosci wejscia f (x). Pordéwnujdc w rozdz. 3 w-asnosci
asymptotyczne modeli falkowych R (x; K; p) oraz R (x; K; p) stwierdzilismy, ze szybkost
zbieznosci tych ostatnich nie zalezy od gradkoSci funkcji géstoSci wejscia systemu T (x)
(por. wzory (3.57) i (3.91) oraz (3.59) i (3.94) w rozdz. 3). Wykresy na Rys. 5.8 wskazujd,
ze W-asnosc ta zachodzi réwniez dla odpowiadajdcych im modeli obliczeniowych Rg, przy
umiarkowanej liczbie pomiarow N.

Wpsyw zastosowanych funkcji falkowych. Z analizy w:asnosci asymptotycznych
empirycznych modeli obliczeniowych wynika, ze przyjécie w nich funkcji falkowych o wy-
zszych numerach p powoduje (przy odpowiednio g:adkich R (X) i T (X)) wzrost szybkosci
zbieznosci tych modeli (wzrost szybkosci zmniejszania sié ich b:¢dow — por. wzory (3.57)
1 (3.59), (3.91) i (3.94) oraz (3.110) i zob. dyskusjé na temat doboru numeru falkowego
p przeprowadzond dla modeli falkowych w rozdz. 3). Zauwazmy jednak (zob. Rys. 5.9 i
5.10), ze w zakresie N < 500 pomiardw (przy g-adkiej nieliniowosci R4 (X) i funkcji géstosci
wejscia Ty (X)) szybkosci zmniejszania sié b-édow modeli Rg i R nie zalezd od przyjétych
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funkcji falkowych. Zwrétcmy takze uwagé, ze od zastosowanych funkcji falkowych zalezéd
w=asnosci modeli Rgs (zob. Rys. 5.11), jednakze przyjécie w nich funkcji falkowych o nu-
merze p > 1 powoduje zwiékszenie ich b:édu. Aby wskazat mozliwd przyczyné takiego
zachowania poréwnajmy postacie modeli Rg i Rgs (zob. wzory (4.15) i (4.21) w rozdz.
4):
G (X;K;H;p) oraz Res (x K: H:p) = G (X;K;H;p)

f(x) f(x;K; H;p)

i zauwazmy, ze w modelach Rgs mianownik (empiryczny model obliczeniowy funkcji gésto-
Sci wejscia systemu T (X)) moze (dla p > 1) przybierat wartosci ujemne (por. np. Rys. 4.1)
powodujdc zmiané znaku na wyjsciu ca:ego modelu, a tym samym, znaczne zwiékszenie
sié jego b+édu w stosunku do identy..kowanej nieliniowosci.

Re (x;K;H;p) =

5.2.1 Stosowalnost regusy doboru skali modeli

Jak wykazalismy w poprzednich rozdzia:ach, aby zapewnic modelom obliczeniowym zbie-
znost do identy..kowanych nieliniowosci R (X) nalezy spe:nit odpowiednie ogdlne warunki
podane np. we wzorach (3.37) i (3.89), dotyczdce skal modeli K. Jednakze, jak poka-
zujd wykresy na Rys. 5.12-5.14, w przypadku umiarkowanej liczby pomiarow N < 500,
niedba-y dobdr skal K w modelach obliczeniowych istotnie zwiéksza wartosci ich b-édow.

Poréwnanie wynikow badah przeprowadzonych dla modeli obliczeniowych Rg (zob.
Rys. 5.15 wskazuje na nieznaczne réznice pomiédzy skalami modeli K, wyznaczanymi za
pomocd teoretycznych regu: (3.56) i (3.58) a optymalnymi (wzglédem b:édu (5.4)) skalami
tych modeli wyznaczonymi numerycznie w trakcie eksperymentéw i Swiadczy o przydat-

Zauwazmy jednak, ze pewnym ograniczeniem mozliwosci zastosowania ich w praktyce
jest wymaganie znajomosci gradkosci identy..kowanych nieliniowosci oraz g-adkosci funk-
cji géstosci wejscia systemu — por. Rys. 5.12).

Wskazemy teraz przyczyné roznic pomiédzy tymi skalami, biordc jako przyk:ad empi-
ryczny model falkowy Rg (x; K; p) (korzystajdc z jego réwnowaznosci z badanym modelem
obliczeniowym Rg). Podstawd rozwazan bédzie ponizsze oszacowanie b-édu MISE modeli
Rg (x; K;p) (por. wzory (3.30), (3.41) oraz (3.45) w rozdz. 3):

K
MISE Rg (X; K;p)62i2'K¢C,'SB+2W¢C|V (5.5)

gdzie - = ° (zob. np. wzor (3.56)) dla nieliniowosci G (x) cidg-ych w przedziale [0; 1] oraz
- = % (dla G (x) niecidgych — zob. wzor (3.58)). Stasa C,sg zalezy od g-adkosci identy...ko-
wanej nieliniowosci R (x) i funkcji géstosci wejscia systemu T (X) oraz przyjétych w modelu
funkcji falkowych (por. np. wzér (3.45)), natomiast C,y jest sta:d zaleznd od w:asnosci
czésci dynamicznej systemu oraz zak:0ceh zewnétrznych (zob. odpowiednie oszacowania
w Dodatkach B.1-B.2).

Minimalizujdc oszacowanie (5.5) wzglédem parametru skali K otrzymujemy teraz, ze

1 o
1 _ c.
Ropt (N) = 5—7100,2-N + & = bKopt (N) + Gc,  gdzie & = 5—— log, CI.S\?
(5.6)

Zauwazmy, ze zastosowanie w modelach Rg (x; K;p) powyzszego wzoru jako regu:y do-
boru skali K w miejsce odpowiedniej regu:y (3.56) (gdy - = °) lub (3.58) (gdy - = %)
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nie zmienia asymptotycznych szybkoSci zbieznosci tych modeli (danych, odpowiednio,
wzorami (3.57) i (3.59)). Tym niemniej, przy skohczonej liczbie pomiaréw N postat do-
datkowego sk:adnika ¢ wskazuje, ze:

2 W sytuacji, gdy stasa C,sg jest wigksza niz C,y (np. przy niewielkich zak:6ceniach
I w przypadku nieliniowoSci niecidg:ych typu R; (X)), ze wzoru (5.6) wynika, ze
optymalna skala modeli K moze byt wiéksza (poniewaz %SB >1i¢ >0)niz
wyznaczona przez regu:é (3.58) (por. wykres z lewej strony Rys 5.15).

2 Jesli we wzorze (5.5) dominujacd sta:d jest C,, (np. podczas identy..kacji nielinio-
wosci w systemie Hammersteina lub w obecnosci zak:6ceh z, 0 duzej amplitudzie,
czy tez w przypadku g:adkich nieliniowosci R4 (X)), to wowczas 'SB <1 ¢<0i,
w konsekwencji, optymalna skala K modeli moze byt mniejsza od skall dobranej na
podstawie regu:y (3.56) (por. wykres z prawej strony Rys. 5.15).

5.2.2 Wp+yw skali aproksymacji falek na zachowanie modeli
obliczeniowych

W rozdziale 4 wykazalismy, ze warunkiem asymptotycznej rownowaznosci modeli falko-
wych i ich obliczeniowych odpowiednikow jest w:aSciwy dobodr skali aproksymacji H (zob.
np. wzory (4.44)-(4.45)).

Wykresy przedstawione na Rys. 5.16 potwierdzaja wp:yw skali aproksymacji H na
wielkosci b-édow modeli obliczeniowych Rg (zauwazmy tam, ze dla H bliskich zeru, wzrost
skali modeli K nie powoduje zmniejszania sié b-édu tych modeli — por. np. oszacowania
(4.36) i (4.42)).

Kolejny wykres (zob. Rys. 5.17) wskazuje ponadto, ze w modelach Rg, za b+dd
wynikajdcy z zastosowania w nich aproksymacji funkcji falkowych odpowiada g:O0wnie
zjawisko akumulacji b-édoéw aproksymacji z poszczegblnych skal m = M;:::;;K j 1
tych modeli (zob. uwaga 3.12 w Dodatku C.4). Na wykresie tym widzimy bowiem, ze
dla skal M bliskich K, zastosowanie nawet bardzo ,,zgrubnych” aproksymacji funkcji
falkowych (przyjécie mazej skali H = 0;1;2) tylko nieznacznie zwiéksza b:dd modeli
obliczeniowych Rg. Wynik ten stanowi przes:anké za stosowaniem w praktyce modeli
obliczeniowych zzozonych tylko z aproksymacji funkcji skalujdcych (tj. takich w ktérych
zachodzi réownost M = K).

5.2.3 Poréwnanie algorytmu falkowego z algorytmem trygono-
metrycznym

Modele oparte na uk:adzie trygonomerycznym. Warunki eksperymentow. W
trakcie eksperymentow porownawczych przyjélismy, ze funkcja géstoSci wejscia systemu
T (X) jest nieznana. Stdad do poréwnania w:=asnosci algorytmow falkowych z algorytmami
opartymi na szeregach trygonometrycznych wybraliSmy (wyznaczany wed:ug algorytmu
ilorazowego z estymacjd funkcji géstosci wejscia systemu) empiryczny model obliczeniowy
Rgs oraz nastépujdcy empiryczny model trygonometryczny otrzymywany wed-ug algo-
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rytmu podanego m.in. w [44] lub [50])

X ) 8 I
@mE'mX § ®m f— ykeiika
Re (x:L) = 00 gdzie k=1 (5.7)
’ X '
X ameimx % am — e jimxg
jmj=0 k=1

Eksperymenty przeprowadzilismy dla charakterystyk i funkcji géstoSci wejScia systemu
podanych we wzorach (5.2) i (5.3). Parametr L modeli trygonometrycznych Rg (x; L)
(oznaczanych dalej krétko: Rg), podobnie jak skalé K modeli obliczeniowych Rgs, do-
bieralismy numerycznie tak, aby dla danej liczby pomiaréw N = 5;:::500, wyznaczony
model mia: najmniejszy b+dd (5.4).

Wyniki poréwnania. Kolejne wykresy na Rys. 5.18-5.21 przedstawiajd poréwnanie
wielkosci i szybkoSci zmniejszania sié bédoéw modeli obliczeniowych Rg¢ (dla numeréw
falkowych p = 1;2) i modeli trygonometrycznych Rg ze wzrostem liczby pomiaréw N.
Zauwazmy, ze jakkolwiek roznice pomiédzy b:édami poréwnywanych modeli dla s& nie-
wielkie, to jednakze, w sposéb naturalny, modele oparte o falki Haara (p = 1) znacznie
lepiej odtwarzajd ksztasty nieliniowosci w przypadkach gdy sd one niecidg=e. Zwracamy
takze uwagé na tendencjé do ,,wyg-adzania” identy..kowanych nieliniowoSci przez modele
trygonometryczne oraz modele obliczeniowe z falkami numerze p = 2 (zob. Rys. 5.19-5.20),
a takze bardzo niekorzystne (z punktu widzenia zachowania ,,kszta:tu” identy..kowanej
nieliniowoSci) zachowanie sié tych ostatnich w przypadku nieliniowosci niecidgej Ry (X)
(zob. Rys. 5.18).

Wykresy na Rys. 5.22 przedstawiajd poréwnanie wp-ywu g-adkosci funkcji géstosci
wejscia systemu f (X) na b-édy modeli obu typdw. Zauwazmy, ze wspdlnd cechd modeli
obliczeniowych z numerem falkowym p = 2 i modeli trygonometrycznych s& ich duze b:édy
dla liczb pomiaréw N rzédu 100. Zachowanie to mozna wyt:umaczyt za pomocd argumen-
tacji analogicznej do przedstawionej w dyskusji na temat wp-ywu numeru falkowego p na
modele obliczeniowe Rgs, str. 92).

Podsumowanie

Na podstawie przeprowadzonych eksperymentéw numerycznych mozna stwierdzic, ze przy
umiarkowanej liczbie pomiaréw N:

2 Wpryw (nawet znacznego — NSR 6 30%) poziomu zak:0ceh zewnétrznych zy na
b-édy modeli jest praktycznie pomijalny.

2 B:4dy modeli nie ulegajd takze istotnemu zwiékszeniu w przypadku, gdy identy..-
kowana nieliniowoSt jest elementem systemu Hammersteina.

2 Modele falkowe sd ,,wrazliwe” na po-ozenie punktdéw niecidg-osci w identy..kowa-
nych nieliniowosciach, natomiast mniejszy wp<yw na ich zachowanie ma sam fakt
obecnosci niecidgrosci w tych nieliniowosciach.
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2 Dobor funkcji falkowych w modelach Rg i Rr (tj. w przypadku znanej funkcji gésto-
Sci wejscia systemu) ma takze niewielki wp:yw na szybkoSt zmniejszania sié b-édow
tych modeli wraz ze wzrostem liczby pomiardw.

Zaobserwowalismy takze, ze:

2 Znaczny wpyw na zachowanie modeli ma prawid-owy dobor skali K i stwierdzilismy
pewnd przydatnost ,,teoretycznych” regu: doboru tej skali. Analiza wynikow ekspe-
rymentow wskazuje takze na potrzebé znalezienia precyzyjniejszych regus, przydat-
nych zw:aszcza przy braku informacji wstépnej na temat g-adkosci nieliniowosSci
R (X) i funkcji géstosci wejscia systemu f (X).

2 Zachowanie empirycznych modeli obliczeniowych Rg (X; K;H;p), Rr (X; K;H;p)
oraz Rt (X; K; H; p) dla liczb pomiaréw N rzédu kilkuset jest podobne. Natomiast
przy masych liczbach pomiarow (N < 100) modele Rgf (X; K;H;p), poza
przypadkiem gdy p = 1, stajd sié nieprzydatne.

2 Wp:yw skali H w aproksymacjach P (x; H) i A° (x; H) zastosowanych w modelach
obliczeniowych na jakost tych modeli zalezy g:6wnie od rdznicy pomiédzy ich ska-
lami M i K, i jest najmniejszy gdy skale te sd réwne (tj. gdy empiryczne modele
obliczeniowe sk:adajd sié tylko z aproksymacji funkcji skalujdcych).

Po poréwnaniu w:asnosci modeli otrzymywanych wed-ug algorytmu falkowego i algo-
rytmu trygonometrycznego nalezy stwierdzic, ze w zakresie liczb pomiaréw N < 500:

2 Oba typy modeli sd poréwnywalne z punktu widzenia wielkosci i szybkosci zmnigj-
szania sié ich b-édow ze wzrostem liczby pomiarow N, tak dla cidg-ych jak i nie-
cidg=ych nieliniowosci R (X).

2 Przewaga modeli falkowych ma miejsce jedynie w przypadku modeli z funkcjami
Haara, ktore pozwalajé (ze swej natury), wierniej niz modele trygonometryczne,
odtwarzat nieliniowosci niecidg-e.
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Rezultaty badan numerycznych — wykresy
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Rys. 5.3 W systemach statycznych wyjscie zak:6cane jest skorelowanym szumem zy (na rysunku
NSR = 10%)
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Rys. 5.4 Obecnost w systemach Hammersteina dodatkowych zak:6ceh », pochodzédcych od
systemu znacznie pogarsza warunki identy..kacji (NSR = 10%)
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Rys. 5.5 Wpsyw poziomu zak:6ceh pomiarowych zyx i typu systemu na b:édy empirycznych
modeli obliczeniowych Rge (p = 1;3;6) (nieliniowost niecidgra R1 (X), gradka funkcja géstosci
wejscia systemu T1 (X))
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Rys. 5.6 Wpsyw poziomu zak:6ceh pomiarowych zy i typu systemu na b:édy empirycznych
modeli obliczeniowych Rgs (p = 1;3;6) (nieliniowost gradka R4 (X), g:adka funkcja géstosci
wejscia systemu T1 (X))
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Rys. 5.7 Poréwnanie b:édéw modeli obliczeniowych Rg dla systemu statycznego (z lewej) i
systemu Hammersteina (g-adka funkcja géstosci wejScia systemu f; (X), NSR = 25%)
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Rys. 5.8 Wp-yw gradkosci funkcji géstosci wejscia systemu T (X) na b+édy modeli obliczeniowych
Rc i Rr (nieliniowost gradka R4 (X), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.9 Wp:yw przyjétych funkcji falkowych na b:édy modelu obliczeniowego Rg dla systemu
statycznego (z lewej) i systemu Hammersteina (nieliniowost gradka R4 (x), g-adka funkcja gésto-
Sci wejscia systemu 1 (X), NSR = 25%)

p=5

Rys. 5.10 Zaleznost b-édu modeli Rg i Rr od przyjétych w nich funkcji falkowych (nieliniowost
gradka R4 (x), g-adka funkcja géstosci wejscia systemu T (X), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.11 ZaleznoSt b-édoéw modeli Rg i Rgfs od przyjétych w nich funkcji falkowych (nieli-
niowost niecidg:a R; (X), gradka funkcja géstosci wejscia systemu Ty (X), system Hammersteina,

NSR = 25%)

Rys. 5.12 ZaleznoSt b+édu modeli obliczeniowych Rg od ich skali K i liczby pomiaréw N (od
gory: nieliniowost niecidgra R1 (X) i niecidg-a funkcja géstosci systemu f3 (X), nastépnie R4 (X)
i T3(X) oraz R4 (X) i 1 (X); system Hammersteina, NSR = 25%). Poréwnanie potwierdza, ze
w:asnosci modeli Rg zalezé od gradkosci R (x) oraz f (X)
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Rys. 5.13 ZaleznoSt b:¢du modeli obliczeniowych Rgr od ich skali K i liczby pomiaréw N (od
gory: nieliniowost niecidg-a Ry (X) i gradka funkcja géstosci systemu fi (X), nastépnie g-adka
R4 (X) i niecidgra T3 (X), na dole R4 (X) i 1 (X); system Hammersteina, NSR = 25%). Poréwnanie
potwierdza, ze w=asnoSci modeli Rg zalezd jedynie od g:adkoSci nieliniowosci R (X) (por. rysunek
5.12 na poprzedniej stronie)
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Rys. 5.15 RoOznice pomiédzy skalami K modeli wyznaczanymi za pomocd regu- doboru skali
(3:56) i (3:58) a optymalnymi skalami obliczonymi numerycznie. Lewy wykres odnosi sié do
nieliniowosci niecidgej Ry (X), prawy do g-adkiej R4 (X) (model Rg z funkcjami falkowymi o
numerze p = 1, gradka funkcja géstoSci wejscia systemu f; (X), system Hammersteina, NSR =
25%)

Rys. 5.16 ZaleznoSt b:édu modeli obliczeniowych R od skali aproksymacji H (z lewej nieli-
niowost niecidg:a R (X), z prawej g:adka R4 (X), gadka funkcja géstoSci wejscia systemu f1 (),
system statyczny, N = 5000, NSR = 0%, p = 2)

Rys. 5.17 ZaleznoSt b:édu modeli obliczeniowych Rg od skali aproksymacji H oraz roznicy
pomiédzy skalami M i K w modelu (nieliniowoSt g:adka R4 (X), g:adka funkcja géstosci wejscia
systemu T1 (X), system statyczny, N = 5000, NSR = 0%, p = 2)
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Rys. 5.18 Poréwnanie modeli falkowych Rg¢e z modelami Re opartymi o szeregi trygonome-
tryczne. Z lewej od goéry modele Rge z p = 1 i p = 2 (nieliniowost niecidga R1 (X), g-adka
funkcja géstosci wejscia systemu f; (X), system Hammersteina, NSR = 25%)

T T T T
95 185 275 365 455

Rys. 5.19 Poréwnanie modeli falkowych Rgf z modelami Re opartymi o szeregi trygonome-
tryczne. Z lewej od géry modele Rgs zp =1 i p = 2 (nieliniowoSt niecidg-a R, (X) typu kwan-
tyzator, gradka funkcja géstosci wejscia systemu 1 (X), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.20 Poréwnanie modeli falkowych Rg¢e z modelami Re opartymi o szeregi trygonome-
tryczne. Z lewej od géry modele Rgs z p=1i p = 2 (nieliniowost niecidg-a R3 (X) typu przeka-
Znikowego, g-adka funkcja géstosci wejscia systemu 1 (X), system Hammersteina, NSR = 25%)

Rys. 5.21 Poréwnanie modeli falkowych Rgf z modelami Re opartymi o szeregi trygonome-
tryczne. Z lewej od gory modele Rgs zp = 1i p = 2 (nieliniowost g:adka R4 (x), g-adka funkcja
géstosci wejscia systemu 1 (X), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.22 Wp:yw g-adkosci géstosci wejscia systemu = (x) na b:édy modeli falkowych Rgs i
modelu trygonometrycznego Re.Od gory modele Rg¢ dlap = 1i p = 2 oraz model Re. Wykresy

z lewej strony dotyczd nieliniowosci niecidg-ej R (X), z prawej — g-adkiej R4 (X) (g-adka funkcja
géstoSci wejscia systemu T (X), system Hammersteina, NSR = 25%)



Zakonczenie

W pracy zaproponowano i zbadano falkowe algorytmy identy..kacji nieliniowych charakte-
rystyk elementéw statycznych béddcych czéscid sk-adowd zz0zonych systeméw dynamicz-
nych o strukturze blokowej (rozdz. 2). Charakterystyki identy..kuje sié w skohczonym
przedziale S, w oparciu o zbiér pomiarow f(xk;yk)g[:':1 wejscia i wyjscia caego systemu
i przy niewielkiej informacji wstépnej dotyczdcej zaréwno samej charakterystyki jak i po-
zostarych elementéw systemu. Przyjéto, ze identy..kacja (eksperyment pomiarowy) ma
przebiegat w trakcie normalnej pracy systemu oraz w warunkach losowych, tj. przy loso-
wym wejsciu X, systemu i losowych zak:0ceniach z, oddziasywujdcych na jego wyjscie.

Ze wzglédu na z:ozond strukturéd systemu (zawierajdcego element statyczny z identy-
..kowand charakterystyka nieliniowd) oraz z powodu przyjétych ograniczenh pomiarowych
(mozliwost pomiaru jedynie wejscia i wyjscia carego systemu), obiektem identy..kacji jest
nieliniowoSt stanowidca w ogdlnosci przesuniétd i przeskalowand wersjé oryginalnej cha-
rakterystyki nieliniowej systemu (por. rozdz. 2).

Wyniki otrzymane w pracy !
Falkowe algorytmy identy..kacji

Opierajdc sié na idei wykorzystania rozwiniéc ortogonalnych w identy..kacji charaktery-
styk nieliniowych systemow (przedstawionej pierwotnie w pracy [43]), zaproponowano trzy
typy falkowych algorytmoéw identy..kacji nieliniowosci R (x): dwa dla przypadku znanej
funkcji géstosci wejScia systemu T (x) i trzeci dla géstoSci nieznanej. Zaproponowane al-
gorytmy wykorzystujd falki ortogonalne Daubechies o zwartym noSniku. Asymptotyczne
w=asnosci (warunki i szybkost zbieznosci) empirycznych modeli falkowych otrzymywanych
za pomocd tych algorytmow zbadano w zaleznosci od nastépujdcych czynnikow:

2 gradkosci identy..kowanej nieliniowosci R (x),

N

gradkosci funkcji géstosci wejscia systemu T (x),
2 zastosowanej rodziny funkcji falkowych Daubechies (numeru falkowego p),
2 rodzaju zak-0cen (bia:ych lub skorelowanych), oraz

2 typu systemu (z klasy rozwazanych w pracy systemow o strukturze blokowej).

1 Cz#5¢ przedstawionych w pracy wynikow zosta:a opublikowana w formie referatéw, na konferencjach
naukowych (zob. [72]-[73], [135]-[142]).

108
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Algorytm ilorazowy. PokazaliSmy, ze empiryczne modele falkowe Rg (x; K;p) otrzy-
mywane wed:ug algorytmu ilorazowego zbiegajd punktowo (Sredniokwadratowo i wed:ug
prawdopodobienstwa) do dowolnych, ograniczonych nieliniowosci R (x) w kazdym punk-
cie przedzia:u S = [a;b], w ktorym te nieliniowosci sd cidge, a funkcje géstosci wejscia
systemu T (x) s& cidge i dodatnie. Ponadto wykazalismy, ze w sensie ca:kowego bédu
Sredniokwadratowego modele te zbiegajd do dowolnych nieliniowosci R (X), ograniczonych
w przedziale S, przy dowolnych, ograniczonych i dodatnich w tym przedziale, funkcjach
géstosci wejscia systemu T (x). StwierdziliSmy réwniez, ze:

2 Szybkost zbieznosci empirycznych modeli falkowych Rg (x; K; p) zalezy od g:adkosci
identy..kowanej nieliniowosci R (x), funkcji géstosci wejscia systemu T (x) oraz od
zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru p).

2 Jesli identy..kowana nieliniowoSC R (X) 1 funkcja géstosci wejScia systemu f (x) sd ci-
dg-e, to modele Rg (x; K; p) mogd zbiegat do nieliniowosci R (x) Sredniokwadratowo
(punktowo i globalnie) z asymptotycznie optymalnd szybkoscid zbieznosci.

2 Jesli R(x) i (lub) T (x) sa niecidge (ze skohczond liczb& niecidg:0Sci typu skok),
to empiryczne modele falkowe Rg (x; K; p), w Wi?kszo'sc& praktycznych przypadkéw,
zbiegajd do nieliniowosci R (x) z szybkoscid O N 1'% w sensie ca:kowego b:édu
Sredniokwadratowego.

Algorytm bezposredni. Badajdc we-asnosci empirycznych modeli falkowych
Rr (x; K; p) wyznaczanych wed:ug tego algorytmu wykazalismy ich przewagé w stosunku
do modeli Rg (x;K;p) polegajdcd na tym, ze ani fakt zbieznosci modeli Rg (x; K;p)
do nieliniowosci R (x), ani jej szybkoSt nie zalez& od g:adkosci funkcji géstosci wejscia
systemu f (x). W szczeg6lnosci w:asnost ta pozwala modelom Rg (x;K;p) zbiegat
do cidg:ych nieliniowosci R (X) z asymptotycznie optymalnd szybkoscid zbieznosci
Sredniokwadratowej nawet w przypadku niecidg:ych f (X).

Algorytm ilorazowy z estymacjd funkcji géstosci wejscia systemu. W tym przy-
padku (tj. przy nieznanej funkcji géstosci wejscia systemu f (X)) pokazalismy, ze empi-
ryczne modele falkowe Rgf (X; K;p) zbiegaja (wed:ug prawdopodobiehstwa) do dowol-
nych, ograniczonych nieliniowosci R (X) w kazdym punkcie przedzia:u S = [a; b], w ktorym
nieliniowoSt R (X) jest cidg+a a funkcja géstosci wejscia systemu T (x) jest cidg:a i dodatnia.
Ponadto wykazalismy, ze szybkoSt zbieznosci punktowej tych modeli wed-ug prawdopo-
dobienstwa jest réwna szybkosci zbieznosci w tym sensie empirycznych modeli falkowych
Rg (x; K; p) otrzymywanych wed:ug algorytmu ilorazowego (a zatem przy znanej f (x)).

Niezaleznost od struktury i skorelowania zak:6cenh. Dla wszystkich trzech ty-
pow algorytméw pokazalismy takze, ze zbieznoSt i szybkoSci zbieznosci do nieliniowosci
R (X) wyznaczanych przez nie empirycznych modeli falkowych nie zalezd od nastépujdcych
czynnikow (por. [56], [108)):

2 struktury i dynamiki rozpatrywanych w pracy systemow nieliniowych, oraz

2 od skorelowania zak:4ceh zewnétrznych zy.
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Falkowe algorytmy obliczeniowe identy..kacji

Stwierdzilismy, ze ze wzglédu na specy..ké funkcji falkowych Daubechies, wynikajdcd z
braku jawnej postaci wzorow tych funkcji dla numeréw falkowych p > 2, oraz z powodu
przyjétych warunkow identy..kacji (losowe wejscie systemu X), bezpoSrednie zastosowanie
badanych w pracy falkowych algorytméw identy..kacji (i odpowiadajdcych im empirycz-
nych modeli falkowych) jest niemozliwe i zaproponowaliSmy sprawne i proste w realizacji
obliczeniowe odpowiedniki tych algorytmow oparte o schodkowe aproksymacje oryginal-
nych funkcji falkowych.

Na przyk:adzie obliczeniowej wersji algorytmu ilorazowego pokazalismy, ze przy :a-
twych do spe:nienia warunkach (dotyczdcych skali aproksymacji H), zachodzi asympto-
tyczna réwnowaznoSt pomiédzy wyznaczanymi wed:ug tych algorytmdéw empirycznymi
modelami obliczeniowymi Rg (x; K; H; p), a ich falkowymi pierwowzorami Rg (x; K;p) z
,»dok:adnymi” funkcjami falkowymi.

Szybkie algorytmy obliczeniowe. Zaproponowalismy takze szybki algorytmy obli-
czeniowy wyznaczajdcy empiryczne modele obliczeniowe. Na przyk:adzie szybkiego algo-
rytmu ilorazowego pokazalismy, ze jego z:0zonoSC numeryczna jest rzédu O (N), a zatem
rosnie jedynie liniowo ze wzrostem liczby pomiaréw N (zob. [142] i por. [139]). Zaprezen-
towalismy takze procedury komputerowe realizujdce ten algorytm.

Badania numeryczne. Przeprowadzilismy takze badania numeryczne empirycznych
modeli obliczeniowych w celu zbadania ich w+asnosci dla umiarkowanej liczby pomiaréw
N i masych (,,praktycznych) skal K i H. Stwierdzilismy, ze:

2 Wp:yw poziomu zak:6ceh i dynamiki systemu na zachowanie modeli jest niewielki.

2 Dobor funkcji falkowych w modelach obliczeniowych Rg (X; K; H; p) i Rg (X; K; H; p)
nie wp:ywa istotnie na wielkoSt i szybkoSt zmniejszania sié b:édow tych modeli.

2 W przypadku nieznanej géstosci wejscia systemu f (x), praktyczne znaczenie (w
badanym zakresie liczb pomiarow N) majd jedynie modele R (X; K; H; p) oparte
o funkcje falkowe Haara.

2 Wielkost i szybkoSt zmniejszania sié b:¢dow modeli zalezd g-dwnie od po:ozenia
punktéw niecidg-osci w identy..kowanych nieliniowosciach, natomiast w mniejszym
stopniu od samego faktu istnienia tych niecidg:osci.

2 Bardzo istotne znaczenie na jakoSt modeli ma odpowiedni dobdr ich skali K. Re-
gu:y doboru tej skali wynikajdce z rozwazah teoretycznych mogd byC stosowane
w zakresie umiarkowanych liczb pomiaréw, wymagajd jednak znajomosci g-adkosci
identy..kowanej nieliniowosci.

2 Wp:yw skali H, w stosowanych w modelach obliczeniowych aproksymacjach
10 (x;H) i A (x;H), na zachowanie tych modeli zalezy od przyjétych w modelach
wartosci skal M 1 K, i jest najmniejszy, gdy skale te sé& rowne.

Poréwnujdc numerycznie algorytmy falkowe z algorytmami trygonometrycznymi, za-
obserwowalismy podobne zachowanie modeli wyznaczanych przez oba typy algorytmow.
Lepsze w:asnosci modeli falkowych zanotowalisSmy jedynie dla modeli opartych o falki
Haara w przypadku niecidg:ych nieliniowosci R (X).
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Dlaczego falki?

Uwzglédniajdc wymienione wyzej rezultaty mozna stwierdziC, ze za zastosowaniem do
identy..kacji charakterystyk nieliniowych systemdéw algorytméw opartych o funkcje fal-
kowe Daubechies przemawiajd w szczegdlnosci ich nastépujace cechy:

1.

Korzystne w-asnosci teoretyczne. Modele falkowe mogd osidgat asymptotycznie
optymalne szybkosci zbieznosci Sredniokwadratowej dla cidg:ych nieliniowosci R (x),
a wiéc sa& nie gorsze od klasycznych modeli ,,ortogonalnych” (por. wzory (3.53),
(3.57), (3.83), (3.91) w rozdz. 3 i zob. np. [43]-[44], [46], [50], [54]-[56], [86] i [107]),
a ponadto charakteryzujd sié ,,dobrd” gwarantowand szybkoscid ca-kowej zbieznosci
Sredniokwadratowej do nieliniowoSci niecidg+ych, odcinkami g:adkich (por. wzory
(3.59) i (3.99)).

Mozliwost ,,dopasowania’ funkcji falkowych do identy..kowanej nielinio-
wosci. ZaleznoSt w+asnosci modeli falkowych od numeru falkowego p pozwala dobrat
odpowiedni model do g-adkosci identy..kowanej charakterystyki, a tym samym efek-
tywnie wykorzystat ewentualnd informacjé apriorycznd na jej temat (por. np. wzory
(3.57) i (3.59), (3.91) i (3.94) oraz (3.110) oraz dyskusjé na temat doboru numeru
falkowego w rozdz. 3 na str. 45).

Prostota algorytmow. Zaproponowane falkowe algorytmy obliczeniowe identy...-
kacji umozliwiajd ominidcie w praktyce trudnoSci zwidzanych z brakiem jawnych
postaci funkcji falkowych Daubechies dla p > 2 i dajd mozliwost -atwego wykorzy-
stania standardowych algorytmow obliczania wartosci falek opracowanych w litera-
turze (por. rozdz. 4). Prostota algorytmow falkowych wynika takze z wykorzystania
w nich tylko podstawowych operacji arytmetycznych (typu +; j;¢; =), podobnie jak
w przypadku innych algorytméw ,,ortogonalnych” (zob. np. [44]-[45]).

Asymptotyczna rownowaznosc algorytmow obliczeniowych i ,,teoretycz-
nych”. Dziéki tej rownowaznosci ,,praktyczne” falkowe algorytmy obliczeniowe cha-
rakteryzujd sié korzystnymi w:asnosciami ich teoretycznych odpowiednikéw (pod
warunkiem odpowiedniego doboru skali aproksymacji H — por. wzory (4.44)-(4.45)
w rozdz. 4).

Szybkie algorytmy obliczeniowe. Algorytmy te pozwalajd wyznaczat empi-
ryczne modele obliczeniowe ze z:0zonoScid numerycznd rzédu O (N), a wiéc sd obli-
czeniowo oszczédniejsze od innych algorytmow ,,ortogonalnych”, ktére charaktery-
zujd sié z:ozonoscid obliczeniowd rzédu co najmniej O (N log, N) (zob. np. [57]).

Nalezy rowniez wspomniet o w:asnosciach algorytmow falkowych identy..kacji wspol-
nych z innymi algorytmami ,,ortogonalnymi” (por. np. [56]):

1. Zbieznost otrzymywanych modeli falkowych do szerokiej klasy charakte-

2.

rystyk. Daje to mozliwost efektywnego wykorzystania falkowych algorytmow iden-
ty..kacji przy niewielkiej informacji apriorycznej o identy..kowanych charakterysty-
kach, a zatem gwarantuje szeroki zakres mozliwych zastosowah tych algorytmoéw.

Jednolita postat ogolna algorytmow falkowych. Algorytmy falkowe identy-
..kacji zachowujd té samd postat ogolnd zarowno dla systeméw statycznych jak i



ZAKONCZENIE 112

dynamicznych (z omawianej klasy systemow), a takze dla biasych i skorelowanych
zak-0cen zewnétrznych zy.

»Kompresja” danych pomiarowych. Korzystanie z gotowych modeli falkowych
wymaga pamiétania tylko wartosci ich wspé:czynnikow, a wiéc uwalnia od potrzeby
przechowywania, zwykle o wiele wiékszego (por. np. wzory (4.46) i (3.56), (3.58)),
zbioru pomiarow f(X; yk)gl':':r

Uzyskane wyniki stanowid zatem podstawé do sformu:owania nastépujdcej tezy:

Falkowe algorytmy identy..kacji sd narzédziem umozliwiajdcym efektywnd, za-
rowno w sensie szybkosci zbiezndsci jak i pod wzglédem prostoty algorytmow
obliczeniowych, identy..kacjé charakterystyk nieliniowych systeméw w warun-
kach probabilistycznych, przy niewielkiej informacji wstépnej na temat w:asno-
'sci tych charakterystyk.

Otwarte problemy badawcze

Przeprowadzone badania wskazujd na nastépujdce otwarte zagadnienia, dotyczdce falko-
wych algorytmow identy...kacji:

2

2

Falkowa identy..kacja systemow o wielu wejsciach i wyjsciach.

Analiza i opracowanie szybkich algorytméw obliczeniowych do falkowej identy..ka-
cji systemdw metodd najmniejszych kwadratow. Dotychczasowe badania pokaza:y,
ze w przypadku zastosowania w algorytmach falek o numerach p > 1 metoda ta
prowadzi do skomplikowanych probleméw analitycznych i obliczeniowych, ktdérych
przyczynd jest losowost wejscia systemu (dla deterministycznego wejscia, metodé
najmniejszych kwadratéw zastosowano w pracy [113] dla dowolnych szeregéw orto-
gonalnych). Proste i efektywne algorytmy identy..kacji oparte o metodé najmniej-
szych kwadratow uzyskano dotychczas jedynie dla falek Haara (p = 1), zob. [137]).

Detekcja punktow niecidg-osci w charakterystykach nieliniowych systemow dyna-
micznych.

Utworzenie pakietow oprogramowania do falkowej identy..kacji systeméw nielinio-
wych oraz do badah numerycznych falkowych algorytméw identy..kacji; udostép-
nienie ich w sieci Internet w celu umozliwienia prowadzenia badah poréwnawczych
(ang. reproducible research; zob. [21]).

Progowanie. Jak zauwazono w pracy [109], dalszym istotnym zagadnieniem jest takze
opracowanie falkowych algorytmow identy..kacji systemow opartych na (zaproponowanej
w pracy [31]) idei odrzucania z empirycznych modeli falkowych ,,nieistotnych”, tj. mniej-
szych od zadanej wartosci progu, wspo=czynnikow AE“. Jak pokazano m.in. w pracach
[14]-[15] i [30]-[35], algorytmy takie prowadza do mniejszych (oszczédniejszych) modeli
falkowych dla szerokiej klasy charakterystyk nieliniowych (zaréwno cidg:ych jak i nieci-
dgych — odcinkami g-adkich). Odpowiednia klasa empirycznych modeli falkowych otrzy-
mywanych wed:ug opartych na takiej idei algorytmow identy..kacji przyjmuje nastépujdcd
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0golnd postat (por. np. wzér (3.105) na str. 62 i zob. [109])

NmafM;p) H?1 Imafn;p) p -
Ban "n (X) + £("mi ¢) LA (X)
N=Nmin(M;p) M=M I=lmin(M;p)
NmaffM;p) H?1 Imafn;p) -
8n "hn () + £=2(0hi ) LAY ()

N=Nmin(M;p) M=M I=Inin(mM;p)

Rr (x;K;p) =

gdzie £2 (¢; ¢) jest wybrand funkcja progujdcd (ang. threshold function). NajczéSciej sto-
sowanymi sd funkcje postaci (por. np. [13])

8 ZAp:
< -
p 0 - m-<¢
EnChie) = _ a0 gdy oo
é mi mi ¢ _ _
p =0 n o i <0
£ ) = dy -, -
sCmi ) z AEH isgn Afnl te ad Jﬂn_ i¢>0

(gdzie ¢ > 0 jest odpowiednio wyznaczond wartoscid progowd) stanowidce podstawé tzw.
algorytmdw twardego i miékkiego progowania (ang. hard i soft thresholding). Proponowane
w cytowanych pracach algorytmy dotyczd jednakze, z punktu widzenia zadania identy-
..kacji, wy=dcznie systemow statycznych z deterministycznym wejsciem, zak:0canych do-
datkowo biasym szumem o rozk:adzie normalnym. Analizé w-asnosci takich algorytmow
dla zak:4cen innych niz normalne i biase, zawiera praca [79] opublikowana dopiero w mi-
nionym roku, a ich zastosowanie dla systeméw dynamicznych znaleziono jedynie w pracy
[150] (przyk=ady zastosowania algorytméw z progowaniem do detekcji krawédzi i eliminacji
zak:6ceh w sygna-ach znajdujd sié¢ m.in. w pracach [17], [85] i [121]).

Alternatywnd propozycjé eliminacji wspo-czynnikdéw empirycznych Afn, w oparciu o
testy istotnoSci statystycznej (por. np. [35]) dla losowych wejSt i biaych zak-6ceh o do-
wolnym rozk:adzie w odniesieniu do systeméw statycznych przedstawi: autor w pracach
[136] i [138].

Na zakonhczenie zwracamy uwagé na nastépujdce istotne zagadnienia zwidzane z al-
gorytmami identy..kacji systeméw za pomocd falek, ktorych nie poruszono w niniejszej

pracy:

2 Zbadanie w=asnosci algorytmow identy..kacji systeméw opartych o rodziné ortogo-
nalnych falek wielokrotnych (ang. multiwavelets) [22], [34], [132]-[133].

2 Rekurencyjne falkowe algorytmy identy..kacji systeméw (identy..kujéce nieliniowost
R (X) na podstawie nap:ywajdcych nowych pomiaréw (por. np. [53] i [141])).

2 Falkowa identy..kacja elementéw nieliniowych w systemach Wienera (w ktorych,
odwrotnie niz w systemach Hammersteina, nieliniowy element statyczny znajduje
sié za liniowym systemem dynamicznym) — zob. np. [47], gdzie zaproponowano i
zbadano algorytmy identy..kacji oparte o szeregi Fouriera, Hermite’a i Legendre’a
oraz [71], gdzie zaprezentowano odpowiedni algorytm falkowy.

Sd to takze zagadnienia wymagajdce dalszych badan.



Dodatek A

Uzupe+nienia do rozdzia:u 1

A.1 Funkcje bxc i dxe

De...nicja 1.2 Funkcje bxc i dxe, nazywane pod:oga i su..t (lub tez, odpowiednio, dolna
I gorna ca:0St z X) zde..niowane sd: nastépujdco (zob. [42, str. 87]):

pod:oga : bxc = najwiéksza liczba cazkowita mniejsza lub rowna x
su.t : dxe = najmniejsza liczba ca-kowita wiéksza lub rowna x

W-:asnosci funkcji bxc i dxe. Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzd nastépujdce
zwidzki
X+1>dxe>x>bxc>xijl (A1)

a zatem
1>dxe j x>0 oraz 1>xjbxc>0 (A.2)

Dla x niecarkowitych prawdziwe sd ponadto rownosci
dxe j 1 =bxc (czyli rbwnowaznie dxe = bxc + 1) (A.3)
Natomiast dla kazdej ca-kowitej liczby n mamy
dne =n =bnc (A.4)
I dla dowolnego x
dx +ne=dxe+n oraz bx+nc=bhxc+n (A5)
Uwaga 1.11 Funkcja pod:oga jest réwna funkcji entier (oznaczanej zwykle symbolem

[xD.

A.2 Siatka binarna By

De...nicja 1.3 Zbhior By (siatka binarna) jest zbiorem punktow, ktorych czésc uramkowa
moze byt przedstawiona w postaci skonczonego rggwiniécia binarnego giwdjkowego) o h 6
H wyrazach, h = 0;1;:::; H < A; np. punkty £;1;3;2;20il:n;::: ;n > 2, nalezd do
zbioru B;. Ogolnie, punkty o postaci 5&, n 2 Z, nalezé do zbioru By.
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A.3 Algorytm wyznaczania wartosci funkcji falko-
wych

Przedstawiony opis opiera sié na artykule [131].

Algorytm wykorzystuje znajomosc wartosci funkcji falkowych dla argumentéw ca:kowi-
tych (x =0;1;:::;2p i 2), ktéra pozwala, w oparciu 0 wzor (1.14) w rozdz. 1 (w odnie-
sieniu do funijI skaIUJdcej "P (X)) wyznaczyt jej wartosci w punktach x = 1;3;:::; 1L,
Sukcesywne stosowanie wzoru w (1 14) pozwala zatem obliczyc wartosci funkcji =P dla
dowolnych argumentow b;b+1;:::;b+2p j 2, b 2 (0;1), lezdcych na siatce binarnej By;
H>1.

Oznaczmy przez =P (b) wektor o rozmiarze (2p j 1) z:ozony z wartosci funkcji skalujdcej
*P(b) w punktach b;b+1;:::;b+ (2p § 2)

hEy=" @) PO PO+ i)

W pracy [131, str. 296] zaproponowano nastépujdcy algorytm jednoczesnego Wyznaczania
wartosci elementow wektora =P (b) (wartosci funkcji skalujécej “P w punktach b;b+1;:::;
b+ (2p i 2)):

W

PO = [(1ib)A+bB]"P(0) (A.6)

h=1
gdzie by, 2 T0; 1g s& kolejnymi wyrazami rozwiniécia binarnego argumentu b, a A i B sd
macierzami kwadratowymi o rozmiarze (2p j 1) £ (2p i 1), zde..niowanymi za pomocda
wspo:czynnikéw Daubechies fcig (zob. Tabele C.1-C.2 w Dodatku C.5, str. 137):

A=lal=Caiij . i _qqen... ]
! 1) =0;1;:::;2 2
= [bll] = C2iij+1 ! J p !

Przyk-ad 1.1 Dla falek Daubechies 0 numerze p = 2 macierze A i B maja postacie

2 3 2 3 2 3
cc 0 O cit ¢ O Op_
A:4C2 C1 CQS; B:4C3 Co C15; -2(0):41+p35
0 ¢c3 C 0 0 cs3 1j 3

i ¢
Niech b= 0:312515 '= & 2 B, , wowczas b = 0:0101,, a stad

2 3 P3
- (0:3125) o
"2(0:3125) = 4 * (1:3125) 5 = *2(0:0101) = ABAB"2(0) = 4 S
" (2:3125) 674383



Dodatek B

Uzupe:nienia do rozdzia:u 3

B.1 Oszacowanie wariancji wspo-czynnikOw empi-
. AP ;
rycznych @&, i ™, modeli G (x; K;p)
Wsp6:czynniki empiryczne @Y, i Afn, w algorytmie ilorazowym w rozdz. 3 na str. 28 (zob.

wzor (3.7)), mozna, po uwzglédnieniu rownania wyjscia identy..kowanego systemu (por.
wzory (2.1) i (2.5) w rozdz. 2):

X
Yk = R(Xk) +» +2z¢ gdzie » = i3 (X;i) 12 = Vi'kii
i=1 i=0
zapisat w nastépujdcej formie
1 X
O = N Mn G REG) + o+ 2]
k=1
1 X
M= AR )R o+ (B.1)
k=1

W celu skrécenia zapisu bédziemy dalej stosowat uproszczone oznaczenia ", A,, Ry i 3,
w miejsce "%, (%K), AP (i), R (Xk) i 3 (Xk).

Z de..nicji wariancji sumy skorelowanych zmiennych losowych otrzymujemy nastépujédce
wyrazenie na wariancje wspé:czynnikéw @5, :

X

1 -
var®y, = NZ var[* (Rk +», + 2 )] +
k=1

. ¢o
+ cov " (Ri+»+17);"; IRj +»; +2j (B.2)

Wykorzystujdc teraz fakt, ze

var [ (Rk +» + 2 )] 6 E["« (R +» + Zk)]2
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oraz stosujdc nieréwnost (B.40) otrzymujemy, na mocy stacjonarnosci procesow Xy; Z i
». (zachodzdcej przy zaozeniach Z1-Z5 z rozdz. 2, por. uwaga 2.3 w punkcie 2.2), ze

£ a
var®, 6 —E "2(Ry+», +127)° +

1%” j ilﬂ £- L ¢a
i cov 1(R1+»1+Zl); j RJ+»1+ZJ (]

1 £, 2"
6 NE T(Ry+» +27)° +
1 X: £- . i ¢Q - :
+ﬁ E "1"j(Ri+» +2;)) Rj+»+z jE["i(Ri+»+2z7)] =
i=2

= % (Av +Ac) (B.3)

W dalszych przekszta-ceniach korzystamy z ponizszych nieréwnosci obowidzujdcych na
mocy zaozeh Z1-Z3

T(X)6M¢; JR(X))6Mr oraz jB(X)j6M: dla x2S =][a;h]; (B.4)

z unormowania (ortonormalnosci) funkcji falkowych

Z n+@pin Z Lo
Mo 2 2 xp 2
["Mn (X)]"dx=1 oraz im A, ()] dx =1 (B.5)
oM om

oraz z ich ograniczonosci, ktéra dla funkcji falkowych Haara wynika z ich de..nicji (por.
(1.10), str. 11), natomiast dla pozosta:ych funkcji falkowych Daubechies (p > 2) z ich
cidg=05ci i zwartosci ich nosnikow:

j"P(X)j 6 M- oraz jAP(x)j 6 Mx; x2R (B.6)
gdzie M- i My sd dodatnimi stasymi, niezaleznymi od numeru falkowego p. Na podstawie
w:asnosci (B.4)-(B.6) oraz de..nicji (1.14) w rozdz. 1 prawdziwe s& nastépujéce nierbwno-
Sci:

Z n+@pil)

w? — 2M wp 2
E"] = ] ["Mmn O] T (X) dx 6 M¢ (B.7)
i ¢ Zzn+(2’\ai1)
2
E "IRZ = [P, () R ()T F (x) dx 6 M2M¢ (B.8)
EZZMn+(2pi1) E
. . _ 2M _ v
JE"1 = - "Man O FX)dx=62'2 (2p i 1) M-M¢ (B.9)
- ZW -
Z n+(@2pi1) N
JECRE) = - R(X)3(X) "\n () F(x)dx- 6
M
M

6 2i% (2p j 1) MrMsM-Ms (B.10)
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Oszacowanie sk:adnika A, . Rozwazmy pierwszy sk:adnik wariancji w (B.3):

i ¢
Ay = El'sz + "252 4+ %272 4 2"2R 1%, +2"2Ryz7; +2%27y», =
= E EZRZ +E 1E»1+E.2%Zl
+2 E'"2R, E» +E 2Ry Ezi+E "2 Ez En

o}

W powyzszym wykorzystano, ze na mocy za:ozeh Z3-Z4-Z5 zmienne losowe = ;»; i z;
sd wzajemnie niezalezne. Poniewaz »; i z; majd takze zerowe wartoSci oczekiwane, wy-
razenie w nawiasie kwadratowym jest réwne 0. Podstawiajdc w pozosta-ych wyrazeniach
oszacowania (B.7) i (B.8) otrzymujemy (na mocy za:ozeh Z2-Z4), ze

i ¢
Ay 6 Mg 'M2 +var», +varz; < 1 (B.11)

Oszacowanie skzadnika Ac. Oszacujmy teraz sk:adnik kowariancyjny w (B.3):
X ¢ i ¢o ) :
Ac = E '1'j(R1+»1+21) Rj+>>j+zj i E°["1(Ri+» +27)] =
j=2
X - - -
= AL0) i Al
j=2
Wymnazajdc elementy w A; (J) 1 wykorzystujdc wspomniand wyzej niezaleznoSt zmien-
nych losowych, otrzymujemy
. £ ¢ ¢to&
A1) = E_"1"j RiRj +R{;l » +2j +(»1+21)R +(»1+Zl) »j + Z =
I ¢ . i ¢a . .
= E ElleRj +E 1JR1 »s +ZJ¢+E 1R E(>>1+21)+

+E 4 i ?1j +»,Z5 +Zl»j + 7175

a po przeksztasceniach i uporzadkowaniu wyrazéw

Ar(J) = E(C 1R1)E " R; :
+E jE l»l»j +E" E 1R1»j¢+E.jE.1E(lej)+
+E'1Ei'jE»J¢EzJ+E jEl'l»j Ez, + : N
+EYE TR En+ETE(R)EZ+ETE TR Eznn =

= Ap+

+Ap(J) +Ais() +Awu() +
+A1s + A +
+A17 + Ag + Agg

Na mocy za:ozeh Z3-Z4 mamy A;s = A = A7 = Aig = Ag = 0. Ponadto (por. wzory
(3.1) i (3.4) na str. 27)
n #2

Z n+@piy
M

A =E2(";Ry) = T OREGIFO)AX = (@)

n

2M
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Analizujdc kolejne sk:adniki, A1z (j) i Ais (J), wykorzystujemy stacjonarnoSt procesow
3,91 f'g oraz fakt, ze E3; = Ez; = 0 (por. za:ozenia Z3-Z4). Mamy

#
] i ¢ X X
A(J) = EYE "y =ETE "1 LS L%
i=1 =1
" " 2 3
X X X X
= EYE "1 Li.iwin®Li +E-jE9-1 Li%1ii ,|3ji|g:
i=1 i=1 1=1
I&i+j 1
= A () +ALG)
i otrzymujemy, ze (por. zaozenie Z3)
0 - 2w X
Ap(J)=E""var3; i+l
i=1
Analizujédc sk:adnik A%, (j) otrzymujemy natomiast, ze
2 3
0 - X X X X £ o
A12(J):E-jE9 ,i,lglii¢.13jilg:E-j Sia1E 2t T35
i=1 1=l i=1 1=l
I6i+j 1 I6i+j 1

Poniewaz, na mocy za:ozeh Z1-Z3 w rozdz. 2, dla | & i+ j j 1, zmienne losowe 3, ,; i

3j:1 s& niezalezne, a dla dowolnego i = 1;2;:::, niezalezne sé& takze zmienne losowe 3, ;; i
"1, zatem, wobec zasozenia Z3, ze E3,;; = E3; = 0 dostajemy
0 - X X £ o
AL(U)=E"E3 LiotE "% =0
i=1 =1
I&i+] 1
Stad

) . . X
An()=Ap0)=E""var3, i+t
i=1
W podobny sposéb mozna pokazat, ze (por. zaozenie Z4)

) , X
Aup()=E " var's Ll
i=0
Ponadto
n #
= - i- ¢ - - X - -
Ais(J)=E™",E "Rp»; =E"E "Rt .i%;i =.innE"1E(T1R:3)
i=1

Zauwazajdc jeszcze, ze
Ao = E?["1 Ry + o1 +20)] = B2 ("1Ry) = Auy = (@)’
dla sk-adnika kowariancyjnego w (B.3) otrzymujemy oszacowanie
X X

X
Ac6  JA(0)i+  JAs@)i+  JAL()
j=2 j=2 j=2
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Zachodzd nastépujdce nieréwnosci (por. (B.9) i (B.10))
X XX
A ()i 6 2iM(2p i 1)*MEMZ tvar3, il <2
j=2 i=1i=1
X X
A@)i 6 21" (2 i )*MIMIMgMs ¢ j i< 1
j=2 =1
X XX
A 6 2 (2p i 1)°MEIME tvar™ jtijtigi< 1
j=2 J=1i=0
w ktdorych poszczegolne szeregi sd bezwzglédnie zbiezne na mocy za:ozeh Z3-Z4 o asymp-
totycznej stabilnoSci elementdéw dynamicznych identy..kowanego systemu (por. (B.39), str.
130). W rezultacie

Ac 62iMtM2(2p § 1)°Ce < 1 (B.12)
gdzie 4
2 XX. - - X. - XX. - -
Cc = Mg var3, J.i)).i+j) T MrMs ] ) +var™ JViii Vsl
j=1 i=1 i=1 j=1 i=0

jest sta:d zaleznd od géstoSci wejscia systemu f (X), nieliniowosci R (X) oraz jego elementow
dynamicznych (por. (B.4) i za;ozenia Z3-Z4).

Oszacowanie wariancji wspoé:=czynnikéw &5, i Afn,. Ze wzoréw (B.3), (B.11) oraz

(B.12) wynika, ze
var®}, 6 %(A\,ar + Acov) (B.13)
gdzie stare (por. (B.11) i (B.12))
Aar =Ms M2 +var», +varz;  oraz Ay =2iMtM2(2p § 1)°Ce
nie zalezd od parametru przesuniécia funkcji skalujdcej n. Przeprowadzajdc podobne osza-
cowania dla wspdé:czynnikow empirycznych Am, otrzymujemy, ze
o 6 %(Bvar + Boov) (B.14)

gdzie stae _ A

Byar = My 'M,% +var» +varz; oraz Bey =2iM¢MZ(2p i 1)°Cc
nie zalezd od parametru przesuniécia | falki. PokazaliSmy w ten sposob, ze wariancje
wspd-czynnikéw empirycznych @5, i AE“ modelu G (x; K;p) spe:niajd nieréwnosci ze
wzoru (3.11) w rozdz. 3.

B.2 (Oszacowanie wariancji wyjscia var G (x; K; p)

Zauwazmy, ze (por. wzory (3 3), (3.9)i (3.13) w rozdz 3)

var G (x;K;p) = E G(X K;p) i G K; IO) =
8 9,
<< nmw;p) Y Imay@p) 3 A =

= E - -R/In(x) (®R/In i ®lri/ln)_'_ Afnl (X) _[r)nl i ml -
- N=Nmin(M;p) M=M [=lyjn(mM;p)
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Korzystajdc teraz z faktu, ze w dowolnym, ustalonym punkcie X wpyw na wyjscie modelu
(teoretycznego i empirycznego) majd tylko te funkcje falkowe "%, (x) i AP (x), ktérych
nosniki zawieraja punkt x (pozosta:e funkcje falkowe sda bowiem w punkcie x rowne 0
— por. z dyskusjd w rozdziale 3 na str. 32), mozemy podany wyzej wzér zredukowat do
réwnowaznej postaci:

varsé (x;K;p) =

O
< NmaxegM;p) RS Imaxigmip) 3 . ’:2
- X - A
= E - R/In (X) (®R/In i ®R/In)+ AIrjnl (X) Pnl i m - =
T N=nmin(X;M;p) M=M 1=Ipnin(x;M;p) ?
©  A+B+2C (B.15)

gdzie granice sumowah sd rowne podanym we wzorze (3.25) na str. 33 oraz dodatkowo
1 1

¥ o ¥ o
Nmin XS M;p) = 2VX §2pi 2 oraz Nmax (X, M;p) = 2Vx (B.16)

Zauwazmy, ze liczba sk-adnikdéw w pierwszej sumie Wynosi Nimax (X; M; p) i Nmin (X; M; p) +
1 i, podobnie jak liczba sk:adnikdw w sumie wewnétrznej drugiego sk-adnika (réwna
Imax O M;P) § Imin (X; m;p) + 1 dla poszczegolnych skal m = M;:::;K j 1), jest nie
wiéksza niz 2p j 1.

Poszczegolne sk:adniki wariancji w (B.15) wynoszd

Mo Mo

A = “rn O "R O EL@un 1 Bun) @R i By))]
N=Nmin (X;M;p) 1=Nmin (X;M;p)
P ImaBgmip) kil Imazfdip) h3 A °s3 p’i
~ ~ — A — Eal
B = A?nn (X)A5| (X)E ﬁm i mn 5| i ql
M=M n=lpjn (x;M;p) =M I=Inin(X;q;p)
nmaw;p) % |max§(n§p) . h 3 AD 'i
C = .Mn(X)Aﬁﬂ (X)E (®RAn i ®R/In) 21I i ml

N=Nmin(;M;p) M=M I=Inin (X;m;p)

Oszacowanie tych sk:adnikéw rozpoczniemy od oszacowania modu:0w wystépujdcych w
nich wartoSci oczekiwanych.

Korzystajéc z nierdwnosci Schwarza (zob. np. [20, str. 105])
¢

N[

- ¢_ -
JEXYj6 'EX2 2t 'EY?2
I podstawiajdc w niej przyk-adowo
X =@, i®,, oraz Y =0, i®,

otrzymujemy, na mocy w=asnosci (3.10) w rozdz. 3, ze
h 2i% h 2i
jE(®R/In i ®R/In) (®RAI i ®R/I|)j 6 E(®R/In i ®R/In) E(®RAI i ®RAI) =
= (var®R,,n)% (var®,'3,”)% 6
6 maxfvar®, ;var®}, g

Nl
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Stdd, wykorzystujdc oszacowanie wariancji wspé:czynnikow empirycznych podane we wzo-
rze (B.13), otrzymujemy

. 1
JE @Rn i Ban) @Rui i B)i 6 1 (Avar + Acoy)
W podobny sposob, korzystajdc z oszacowania (B.14), uzyskujemy
_ 3 -3 -

- —p AP —p AP —

1
_ E mn I mn ql i ql 6 N(Bvar+Bcov)
- ——
AP

_ — Z 1
E(®R/|n i ®R/In) Pm i ml 6 N(Dvar + Dcov)

gdzie Dyar = max fAyr; Byarg 0raz Deoy = max fAcoy; Beovd.

Stosujdc teraz de..nicje funkcji falkowych podane we wzorze (1.14) w rozdz. 1, oszaco-
wania podane w (B.6) oraz wzor (B.35) (str. 130) obliczamy, ze:

g P) Mo M )

o 1 . . .
A6 o 1" Mn 00517 vy 0] (Avar + Acov) 6
N=Nmin (X;M;p) I=Nmin (X;M;p)
1 2, Mpg2 2M
6 N (2p i 1) ¢2 M- (Avar + Aco\/) = WAX
- 1 B s Imax3gmip)  Imab¥a:p) » . Z
B 6 < JAPnn (X)J Agl (X) (Bvar + Bcov) 6
M=M =M n=lnjn (X;M;p) I=Imin(X;q;p)
1 B - 2K 20255 + M
6 S 2p i 1)° 12" M (Buar + Boow) = B,
m=M ¢q=M
1 % nmaw;p) |max§(n;p) .
jCj 6 N j.Mn (X)J jAIr)nl (X)J (Dvar + Dcov) 6
M=M N=Nmin(X;M;p) I=Imnin (x;mM;p)
1 X m 255 oM
6 < 2p i 1)?¢2"2"M-Mz (Dyar + Dooy) = T‘DX
m=M
gdzie
Ac = MEQ i D (Avar + Acov)
R 2
Bx = M,SZ\ 1&% (Bvar + Beov)
- 2
Cx = M-MAQ%(DW+ Deov) (B.17)

Stad i z (B.15), uwzglédniajdc, ze w modelach empirycznych G (x; K; p) zachodzi M 6 K,
otrzymujemy

K+M

oM 2K 24255 4 oM 255 1 oM
varG(x;K;p) 6 WAX+ ! N2 BX+22T'DX:
2Kh S M i K . S M jK . i
= T MiIKA + 1 §2¢272 +2MiK B .+ 272 j2MiK 2D, 6
2K
6 W¢Cvar

gdzie Cyar = Ay + By + 2Dy. Uzyskalismy zatem oszacowanie (3.14) z rozdz. 3, wariancji

wyjscia modelu empirycznego G (x; K: p) dla dowolnego, ustalonego punktu X.
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B.3 Oszacowanie wsp6-czynnikéw falkowych ~P

Ponizej przedstawiamy wykorzystywane w literaturze fakty, dotyczdce oszacowan
wspé:czynnikéw falkowych ~ ., (dla duzych skal m) (np. [15]-[16], [93]). Ich wyprowadze-
nie zamieszczamy dla kompletnosci prezentacji.

Znikajace momenty falek AP (x). Posiadanie przez falké-matké AP (x) p znikajdcych
momentow (por. wzér (1.12) z rozdz. 1):
Z, Z 4
XK ¢ AP (x) dx = X ¢ AP (x) dx = 0; k=0;1;:::pil (B.18)
lip il
przenosi sié rowniez na falki Afn, (X) '= 2% Ap (2Mx j I)¢ (tj. skalowane i przesuniéte wersje
falki-matki (por. wzor (1.14) z rozdz. 1):

Z Lo Z 4
o )x"@Af’n, (x)dx = x¥¢ AP (x)dx = 0; k=0;1;:::pil (B.163)
+2ip il

Podstawiajdc bowiem w ca:ce w powyzszym wzorze X = 2iM(u+1) (dx = 2iMdu)
otrzymujemy, ze

Z 4 Z 4

m o i ¢ -
X<t22AP (2Mx § Ndx = 2%2im  2imu ) AP (U)du =
il Z':li
= 2i%M  (u+ D¥¢AP (u)du
il

a na mocy wzoru dwumianowego Newtona (zob. np. [88, str. 69]):

BT
+n<="" <y
r=0 r
mamy (por. wzor (B.18))
'Mmzj_xuﬂk'rr X _ 'meukﬂrzj_ Kir ¢ Ap _
2172 u“i"I"¢AP (u)du = 217z I u“i"¢AP (u)du =
il =g r r=0 r il
=0
dlak=0;1;:::;p i 1, co dowodzi prawdziwosci wzoru (B.16a).

W podobny sposob (réwniez w oparciu 0 wzor dwumianowy Newtona) mozna pokazac,
ze dla falek AP (x) (o numerze p) zachodzi w-asnoSt
Z L
(xiv)kGAfn,(x)dx=0; k=0;:::;pil (B.19)

1+(1ip)
2m

wykorzystywana dalej przy oszacowaniach wspé:czynnikéw falkowych " .
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Oszacowanig, wspo+czynnikow ~P . dla cidg:ych funkcji G(x). Za:dzmy, ze

ml
w przedziale GiRM0 (nosnik falki AP) funkcja G (x) nalezy klasy C-;, > 0.
Korzystajdc z de..nicji tej klasy (zob. str. 31 w rozdz. 3) funkcjé G (x) mozna przedstawic
w pgstaci sumy jej wielomianu Taylora t(x;v) stopnia q i 1; ¢ = d,e, w punkcie
I+1ip). I4+p . .

v2 B SRireszty 2(x;v) (zob. wzory (3.21) i (3.22))

% il
G = Trt(xiVv) +20GV)=To+Ti¢(XjV)+eee+Tonb(x i)™ +2(xv)

r=0

gdzie T, = G® (v) =rl.
Podstawiajdc té postat funkcji G (X) do wzoru na wspé:czynniki falkowe ~F, otrzymu-
jemy, ze (por. (3.4), str. 27)

Z 1+
o i o
P o= To+Ti0(X G V)+e0e+ Tt (x i V)T +2(xv) AP (x)dx (B.20)

ml —
1I+1ip)
2m

Oszacujemy teraz szybkoSt zmniejszania si¢ wspo:czynnikéw P ze wzrostem skali m
dla dwoch przypadkéw: gdy numer falkowy p jest nie mniejszy niz wyk:adnik _, tj.p>qijl
i gdy jest od niego mniejszy (p 6 q i 1).

Przypadek p > _. Ze wzglédu na w:asnost (B.19) i fakt, ze p > q j 1 wzér (B.20)
redukuje sié do nastépujdcej postaci (zerujd sié wszystkie wyrazy wielomianu Taylora)

Z I2+$
T, 206V EAT (9 dx (B.21)

+1ip

2m

Na mocy nieréwnosci j2 (x;v)j 6 L_jx i vj- (zob. (3.21)) otrzymujemy, ze

jPi=: iy 2OGV) tAP () dX6 L. ey XA VI ¢JAP, (X)) dx

Korzystajdc teraz z nierownosci Schwarza dla cazek (zob. np. [119, str. 38])

Z, %z Yoy T, a1
if (jjg (x)jdx 6 f2(x)dx ¢ 92 (X) dx
a

a a

oraz z ortonormalnosci falek AP | (x), po podstawieniach

I+ (i I+ . . %
a= —(?_ml p); b= —2mp oraz F(X)=jx ivj- igXx)=A" (x)
dostajemy, ze
B G Lo , )1 (7 b 2 ) ( " 2 D!
jhieL. X ivj&dx ¢ AP, (x)]°dx =L, X i vj©dx

I+(1ip) 1+(1ip) 1+(1ip)
2 2 2
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a stdd (poniewaz jx j vj 6 (2p j 1)=2M)

NI=

(Z £ a )
it 6 L 2iM@p 1) >dx =
I+§lip)
ng ) of o, (@)
=L 2"m@il) 2"M@pid " "=
n£ o] +O_
=L 2im@epin =Tt 7=

>

N[

(2_+1)m

= 2177 C, (B.22)
gdzieC_=L_(2p i 1)2_';_1.

Przypadek p < _. Posiadanie przez falki Af’n, (X) p znikajédcych momentow (por.
wzoér (B.16a) i (B.19)) powoduje, ze w tym przypadku (obecnie p 6 q j 1), we wzorze
(B.20) zerujd sié jedynie wyrazy wielomianu Taylora do stopniap j 1(6 q i 2), a zatem
(por. (B.21))

Zue ¢

I+1ip)
2m

Z 1+
= Tpt (X i V)PAP () dx + et +

I+1ip)
Qip)

- G ~
P Tt (X G V)P + 000+ To0 6 (x § V)T +20¢v) (AP (x)dx =

ml

EE

7

2
Z Lp Z

2 1 ~ ~
+ o Tt vV)TAL 0 dx+ 206 V) AR () dx
+(21|P) |+§11P)

N

Skorzystanie przy oszacowaniu modu:u j " j z nieréwnosci Schwarza dla kazdej z otrzyma-
nych cazek i z ortonormalnosci falek AP, (x), prowadzi teraz do nastépujdcej nieréwnosci

(Z 1o )%
i 6 Ty X §viPdx  +eet+
EYCETo)
G, DI >;
FiTod X i viP9TPdx +L 7 ixivitdx 6
T g > i
2 —m
i 'n£ im - rl2p+10%
6 jTpj 2'(2pil) + 006+
nE O% nE’ Q2,+10%

; ; im B2qi1 im
+jTgid 2" (2p i 1) +L 2"M(2pil)
= 2T (2p § 1)+t +

(2qil (2.+1)m

42 R T L @p i 1) 285 L (2 1)

w ktorej, dla duzych wartosci skal m, istotny pozostaje tylko pierwszy wyraz. Stdd otrzy-
mujemy, ze przy duzych skalach m zachodzi oszacowanie

(2p+1)m

jPi62iTzTrC, (B.23)

gdzie C, jest dodatnid sta:é.
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Zbadane dwa przypadki oraz oszacowania (B.22) i (B.23) stanowid podstawé ponizszego
lematu charakteryzujdcego szybkoSt zmniejszania sié wspo:czynnikow falkowych funkcji
G (x) w zaleznosci od jej gradkosci (wartosci wyk-adnika ) i od zastosowanych falek
(numeru falkowego p) ze wzrostem skali m (por. tez np. [98, twierdzenie 7, str. 185]):

-~

h
i : : S . [+(Lip). I+p . L
Lemat 2.16 Jesli funkcja G (x) jest cidga w przedziale —a+ B >m 2 Wyk:adnikiem

., to dla wspé:czynnikéw P jej rozwiniécia falkowego (przy uzyciu funkcji falkowych
Daubechies 0 numerze p) i duzych wartdsci m zachodzi nastépujdce oszacowanie

2°+Dm

jhi62i =z ¢Cs; °=minf_;pg (B.24)

gdzie C- = maxfC ;C,qg.

Oszacowanie wspoé:czynnikéw ., dla niecidg:ych funkcj G (X). Powyzszy wynik
dotyczy funkcji G (X) przy za:ozeniu ich cidg-osci w przedziale ”(21—,""’) '2—’:"9 . Dla dowol-
nych funkcji niecidg:ych G (x), ograniczonych w tym przedziale, tj. spesniajacych warunek
JGX)j6 Mg < 1d,dlax?2 I+(21—m|p) 'Z—TnE , wspd:czynniki falkowe ~ P mozna oszacowat
nastépujaco

o= - I+(1ip)G(x)A'fnI ()dx-6 G ()j AL, (x)jdx 6
2 Z IE_F# 2
6 27MgMgz » )dxzz%MGMAczim(zp il)=
+(ip

= 2i7¢McMa(2p i 1)

Zatem:

h .
Lemat 2.17 Jesli funkcja G (x) jest niecidg:a i ograniczona w przedziale “Gi®;bp
to dla jej wspé-czynnikéw falkowych ~ !, zachodzi nastépujdce oszacowanie

j hi62i%¢Cos (B.25)

dla dowolnego numeru falkowego p, gdzie Cgx = McMxi (2p i 1).

B.4 Oszacowanie obcidzenia bias’ G (x; K; p)

Przy zaozeniu Z7, korzystajdc z postaci b-édu obcidzenia modelu empirycznego
G (x; K;p) w punkcie x (por. wzér (3.26) w rozdz. 3, str. 33):

Sk Imaxgmip)
bias G (x; K; p) = AL (9

M=K I=lnin(X;m;p)

oraz z oszacowania (B.24) i z faktu, ze dla kazdego X, liczba sk-adnikdw w wewnétrznej
sumie w tym wzorze dla kazdej skali m wynosi Inax O, m;p) § Imin (X;m;p)+162p § 1
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(zob. (3.25), str. 33) otrzymujemy (z pomoca wzoru (B.6) i (B.35), str. 130), ze:

— — X |max§<n;p) .
bias G (x;K;p)~ 6 jhit22Mz 6

M=K I=Imin(X;m;p)

(2°+1)m

X

6 (2p i 1)MaC- 27 ¢21 =
m=K
x .

= (2pi H)MazaC- 21 M =

m=K
°K ¢ (2p i 1) MzCo
1 i 2i°

gdzie © = minf_; pg, jak we wzorze (B.24). Przy za-0zeniu Z7 zachodzi zatem nier6wnost
(3.28) z rozdziau 3:

= 2i

_bias® G (x; K;p) 6 2727 ¢ Cpias (B.26)

P
(2pi 1)MgC-

ze sta:d Cpjzs = 1577

B.5 Oszacowanie WarlanCJl wspo:czynnikow empi-
rycznych @2 i *" modeli R (x; K;p)

Wspo+czynniki empiryczne ®R§,n i Afﬁ, w algorytmie bezpoSrednim z rozdz. 3 na str. 46 (zob.
wzory (3.64) i (3.65)) przyjmujd, po uwzglédnieniu réwnania wyjscia identy..kowanego
systemu (por. wzory (2.1) i (2.5) w rozdz. 2):

X X
Yk = R(Xk) +» +2z¢ gdzie » = i3 (X;i) 12 = Vi'kii
i=1 i=0
nastépujdce postacie (por. wzory w (B.1))
P 1 X -
®un = N n (%) [R (%) +»p + 2]
k=1
APl 1 X pl
m = N Al () [R (k) + » + 24]

k=1

Do oszacowania wariancji tych wspo:czynnikéw wykorzystamy nastépujdce nierdwnosci
(por. de..nicje w (1.14) w rozdz. 1, zaozenia Z1-Z3 w rozdz. 2 oraz wzory w (B.4)-(B.6)):

Z n+(2p iD

£_0 _ [*ban OOF
P x) = N l\f/i(x) dx6— (B.27)
t £ G (vp ()R (I
B OOR(K) = e T 6
— ZZMn+(22|8||1) -
g-? (X1) = - "o (%) dC = 21% 2 (2p i )M- (B.29)
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- . ¢ Z n+@pin
Y

R0 = 0 T R(9(00 T () OC 6

oM

6 2i7(2p i 1)M-MgMs (B.30)

Na podstaW|e tych nieréwnaosci oraz oszacowah wariancji wspé:czynnikow empirycznych
®,'3,,n i m, modeli G (x; K;p) (wykorzystUJéicych nieréwnosci (B.7)-(B.10)) otrzymujemy,
ze wariancja wspoé:czynnikw empirycznych ® mn modeli Rk (X; K; p) spenia nastépujdcd
nieréwnost (por. wzér (B.13))

var® 6 ( e F AL (B.31)
gdzie stae (por. wzory w (B.11) i (B.12))
0 — 1i 2 ¢ iM
Ay = : M2 +var», +varz; oraz Ay =2iMtMZ2(2p i 1) M2

nie zalezd od parametru przesuniécia funkcji skalujdcej n. Podobnie, dla wspo:=czynnikow
empirycznych ™ m, otrzymujemy, ze (por. oszacowanie (B.14))

po
AmI 6 - (Bvar + B?:ov) (B-32)
gdzie, z kolei, stase
li ¢

== Mg+var» +varz;  oraz B, =

BO

var

; C
2iMEME (2P i 1) s
f

nie zalezd od parametru przesuniécia | 0faIki. Pokazalismy w ten sposob, ze wariancje
wspo:czynnikéw empirycznych ®,‘(%n i Afn, modelu Rg (x; K;p) speniajd nierownosci ze
wzoru (3.73) w rozdz. 3.

B.6 (Oszacowanie wariancji wyjscia var IQR (x; K; p)

Korzystajdc z obliczen dla modelu G (x; K;p) w punkcie B.2 (str. 120) otrzymujemy,
ze w dowolnym, ustalonym punkcie x 2 S, dla wariancji wyjscia modelu empirycznego
Rr (X; K; p) zachodzi nastépujdca nier6wnosc:
k h 3 - 3 - i
2K . MiK . MiK i
var Rg (x; K;p) 6 — N IMIKAL 4 1§ 20272 42MiK Bl 4 M § oMK Hp

gdzie, odpowiednio (por. (B.17))
Ag( = M (2p i ];) (Avar +AOCOV)

BE( = I\/IA {g,n__ (Bvar+Bgov)
D! = M- MA—M(DVN +D%,)

i gdzie D!, = max fA!,; B!, g oraz D, = max fAl,; Bl,,g. Po uwglédnieniu, ze w mo-
delach empirycznych IéR (X; K;p) zachodzi M 6 K, otrzymujemy oszacowanie wariancji
wyjscia modeli empirycznych w ustalonym punkcie x dane we wzorze (3.76) w rozdz. 3:
2K
var Rg (x; K;p) 6 — ccvar

ze sta:d C,, = Al + B + 2D’..

var
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B.7 Optymalna szybkostc zbieznosci modeli falko-
wych

Na mocy twierdzeh udowodnionych w pracach [128] i [129] dla nieparametrycznych metod
estymacji funkcji regresji, prawdziwy jest nastépujdcy wniosek:

Whiosek 2.3 Najwiéksza mozliwa szybkosc sredniokwadratowej zbieznosci modeli falko-
wych do nieliniowdsci R (x) z klasy C [a;b] jest rzédu

i SR
o'NiZ=E+D (B.33)
zaréwno dla b:édu punktowego (MSE) jak i carkowego (MISE).

Szybkost zbieznosci réwna co do rzédu podanej we wzorze (B.33) nazywana jest asymp-
totycznie optymalnai szybkoscid: zbieznosci (zob. np. [64, twierdzenie 4.1.2, str. 93]).

B.8 Szybkosc zbieznosci wed:ug prawdopodobie-
nstwa

W pracy [50, twierdzenie 3, str. 449] udowodniono nastépujdce twierdzenie (zob. tez
([108, lemat 4, str. 954]))

Twierdzenie 2.19 Jesli w punkcie x cidgi zmiennych losowych @y (X)g | ffu (X)g zbie-
gajdsredniokwadratowo do funkcji g (x) 1 T (X) (f (x) > 0) z prédkosciami

o R
MSEGn ()= O 'Ni%  oraz MSEfy(x) =0 'NI* ;  sgs¢>0

to prawdziwe jest nastépujdce oszacowanie
- - Aq |

Eg (X) _ 6~ (X)E -0 N i minfsgiseg (B.34)

R

wed:ug prawdopodobienstwa.

Oszacowanie (B.34) oznacza, ze dla dowolnego cidgu liczbowego fang zbieznego do 0
wraz z N ¥ 1, zachodzi

99 - On09-

7
aN ¢ p (X) N(X)
NE minTsq:srQ

"0 gdy N ¥ 1

wed:ug prawdopodobienstwa.
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B.9 Wybrane w:asnosci szeregow liczbowych

Szereg geometryczny. Szacujdc b:édy obcidzenia i wariancji modeli falkowych korzy-
stamy z nastépujdcych znanych wzoréw (zob. np. [88, str. 204]):

2m1/2 — . -121/22K1/2; h<0O (B35)
m=K 1
ot = L ok omid % 60 B.36
= ; : ; (B.36)
o 2% 1
e pmay = (2" : 1)? L YPICL O et %60 (B.37)
Ci

g=M m=M

Szeregi bezwglédnie zbiezne. W obliczeniach wariancji wspé:czynnikow modeli em-
pirycznych pos:ugujemy sié nastépujdcymi podstawowymi w:asnosciami szeregow bez-
wzglédnie zbieznych fajg; i =0;1;::::

X
() : <1 (B.38)
i=0
- XX - - - -
(i) JaijJai+jl < 1 (B.39)
i=0 j=0
BN X
(iii) o Jaii6  jaj<1; dlaN;j2Norazj<N  (B40)
j=1 j=1

wynikajdcymi z ponizszych nierownosci

)¢ )¢
(i) : 1 >maxfjajg jaj> a2
1
i=0 i=0
- X - - X - - X X - - . -
i) : L> jaj Jjaisj = jaij jai+j]
i=0 j=0 i=0 j=0

PN . C
Ponadto, poniewaz 0 < Nl =1 ;i <1dlaN>1ij<N to

p- ¢ ™ DN i
(i) : L > jajj > jajj >

jaj]



Dodatek C

Uzupe:nienia do rozdzia:u 4

C.1 Oszacowanie bédow aproksymacji funkcji falko-
wych

Do wykazania prawdziwosci w=asnosci H2a-H2b (zob. str. 70) aproksymacji P (x;H) i
AP (x; H) funkcji falkowych *P(x) i AP (x) dla p > 2 wykorzystamy ponizsza tozsamost
(por. wzér (4.1) w rozdz. 4)
1
A¥2Hx: !

YT TOGH) =000 TP —y

(C.1)

oraz nastépujdce w:asnosci funkcji falkowych Daubechies (por. [130, str. 620] i [131, str.
297)):

C1. funkcje falkowe "P (x) i AP (x) z numerem p = 2 nalezd do klasy C¢, z wyk:adnikiem
¢ » 0:55,

C2. funkcje falkowe *P (x) i AP (x) 0 numerach p > 2 naleza do klas C¢ z wyk:adnikami
¢ > 1.

w sensie de..nicji 3.1 klasy g-adkosci C (rozdz. 3).

Przypadek p = 2. Ze wzoru (C.1) i w:asnosci C1 wynika nastépujdca nierdwnosc
charakteryzujdca b+dd aproksymacji funkcji skalujdcych =P (x) przez funkcje 2P (x;H)
(por. wzory (3.21)-(3.22) w rozdz. 3):

: Ay : 1_ Z y 1 - y 1_

. .. . 2Hx - 52Hxi oHy '
TP i POGH) =P () TP X - T

¥ 1
Stad (poniewaz 2Hx j 2Hx' 6 1; por. wzér (A.2) w Dodatku A.1, str. 114) otrzymujemy,
ze
iTPO) i TP H)j6 2R L, (C.2)

Przypadek p > 2. Aby oszacowat b-dd aproksymacji funkcji skalujdcych *P (x) o
numerach p > 2 pos:uzymy sié reprezentacjd tych funkcji za pomocd wielomianu Taylora

131
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¥ 1
stopnia die j 1 i odpowiedniej reszty 2 (x; xg) w punkcie 2"x'=2"H ¥ xo (por. wzor
(3.22) w rozdz. 3)

(0O (xe)

0= r!

t(X i X8)" +2(X; X8)

r=0
gdzie j2(x;xg)j 6 L, jx i xgj‘, L, > 0 (por. wzér (3.21)). Po podstawieniu powyzszego
do wzoru (C.1) otrzymujemy

)i PCH) =) 0 P (xe) =

dy(l wpy (1)
- rI(XB) C(x i xg)' +2(X;Xg)

r=1
1

¥
a stad (poniewaz X j xg = x j 2"x' =2H 6 2iH)

JITPOO i POGH)] 6 Titjx i Xpj+ 00+ Tyepn ¢jX § Xxgj T+ L, tjx § xgf* 6

6 2iH¢T +eee+2i@eiDHeT, 4+ 2iH e,

skal aproksymacji H istotny pozostaje tylko pierwszy wyraz. A zatem, przy duzych skalach
H zachodzi oszacowanie
I"P(X) i PP(x;H)j6 21"t Cy (C.3)

gdzie C; jest dodatnid sta:d.

Z nieréwnosci (C.2) i (C.3) wynika zatem, ze dla dowolnego numeru falkowego p > 2

I dla kazdego x, bezwglédny b:dd aproksymacji funkcji skalujdcych *P (x) przez funkcje

1P (x; H) spe:nia (przy duzych wartosciach H) nieréwnosc
1

P § P OGH) 621 (L. gdzie y= 000 dlap=2

1 dlap>2 (C4)

ze stard L- = max fL,; C1g. W podobny sposdb mozna pokazat, ze dla kazdego x i p > 2
dla b:édu aproksymacji falek AP (x) zachodzi

AP (x) j AP H) 621 ¢ (C.5)
gdzie L jest dodatnid stad (zob. wzory w (4.4) w rozdz. 4).

Oszacowania b:édu aproksymacji funkgcji falkowych "}, (x) i AP (x). Obliczymy
teraz oszacowania b:¢déw aproksymacji 2§, (x;H) i Aﬂ“ (x; H) skalowanych i przesuni-
gtych funkcji falkowych =}, (x) i AP (x).

Dla *},,(X), po podstawieniu u = 2Mx j n otrzymujemy (por. de..nicje ", (X) i
L OGH) w(1.14) i (4.2)

P () 1 T G H) =2 [*P(u) § 2P (u; H)]

Ze wzoru (C.1) i oszacowania (C.4) wynika zatem, ze

— ¥ |_1/2
- ARV N
I (0§ T (GH) 627 LU § " 62727 gL (C.6)

Analogiczna nieréwnoSt zachodzi dla b:édéw aproksymacji falek AP (x)

R (x) i AP (G H) 62%2i gL, €7
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Oszacowanie ca:ki z aproksymacji @}, (x;H). Dla aproksymacji 2P (x;H) i
AP (x;H) (przy dowolnej skali aproksymacji H i dowolnego p) zachodza nastépujdce
oszacowania (por. de..nicje w (4.1) oraz nierownosci w (B.6) w Dodatku B.1)

- Ay g N - Ay y [

oHx! 2Hx! -
—6 Mz (C.8)

2 (G H)j = 77

"6 M- oraz AP(x;H) =ZAP

stdd, w szczegolnosci, dla cazki z aproksymacji *}, , (x; H) zachodzi nieréwnaost (por. wzor

(4.2)

"7 e - 7 e Ay ¢ry -

:Z GoiD) ; - M:Z GoiD) . oH I2MX i n 1 - -

- Tun GH)dxo =22 C ) o dx=6 22 (2p j 1) M-
oM oM

(C.9)

Oszacowanie casek z kwadratow aproksymacji *},, (;H) i Afn, (x;H). Wyko-
rzystujdc ortonormalnost funkcji skalujdcych "%, (x) (zob. wzér w (B.5)), otrzymujemy
nastépujdcd rownosc

Z n+@pi Z n+@piv "Z n+@pil) #
MOreP v V2 Ay — M D e N2 ey M b 2
[*Mn OGH) dx = [*mn OGH) dX § ["Mvn ()] dx +1
z ktorej, po ponizszych przekszta-ceniach
Z n+pil) Z n+@pil)
M rep . 2 4y — M. . 2 _wp 2 _
n [ Mn(X’H)] dX—1+ [ Mn(xiH)] 1 [ Mn(x)] dX_
2M 2M
Z n+(2p3 1)
2
=1+ [T OGH) i "jn OO0 G H) + "}y, (0T dx
M

otrzymujemy, korzystajdc z oszacowania (C.6) i nieréwnosci we wzorach (B.6) i (C.8),
nastépujdcd nierdbwnosc
Z n+@pin
M . 2 =M _ M oy M _
[th, OGH) dx 6 1+2iM((2pj 1)¢2221" L. ¢2%2 ¢2M- =

n

oM

= 1+2"H 2pj1)t2L-M-

a z niej (poniewaz skala aproksymacji H > 0; oraz %» > 0 — por. wzér (C.4)) ponizsze
oszacowanie ca:ki z kwadratu aproksymacji funkcji skalujdcej

Z n+@pi1)
M

[2R1n O H)I dx 6 M. (C.10)

n

>M
ze staxd M: = 1+ 2(2p j 1) L-M-. W analogiczny sposéb mozna pokazat, ze caka z
kwadratu aproksymacji falek spe:nia nierdownosc
Z 1+
-« £ o
TR (¢ H) 2dx 6 My

1+(1ip)
2

gdzie Mx =1+2(2p i 1) LsMa.
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C.2 Oszacowanie wariancji wspo:czynnikow empi-
rycznych @, i =, modeli G (x;K;H;p)
Uwzglédniajac we wzorach na wspé:czynniki empiryczne @5, i tfn, modeli obliczeniowych

G (x; K; H; p) (zob. wzory w (4.17) w rozdz. 4) rbwnanie wyjscia identy..kowanego systemu
(wzory (2.1) i (2.5) w rozdz. 2) otrzymujemy, ze:

p 1 X P .
®Mn N Mn (% H) E[R (Xi) +» + 2]
k=1
- 1 X
=N A (g H) R () + o+ 2d
k=1

A zatem (por. wzory w (B.1) w Dodatku B.1, str. 116) przy szacowaniu wariancji tych
WSpO* czynnlkow mozna skorzystat z obliczen przeprowadzonych dla wspo:czynnikow em-
pirycznych ®, i ™, modeli falkowych G (x;K;p) (zob. Dodatek B.1).

Podstawiajdc w tych obliczeniach, w miejsce nierownosci (B.7)-(B.10), ich ponizsze
odpowiedniki uzyskane na podstawie de..nicji we wzorze (1.14) w rozdz. 1, za;ozeh Z1-Z3
w rozdz. 2 oraz oszacowan (B.4), (C.6) i (C.8)-(C.10):

Z n+(2pi1)
2
E[2?,, (x; H) = ) [22,, O H)IP F (x) dx 6 M:M¢ (C.11)
ZZ'\:+(2pil)
— oM
E [, i H)R(x) = [2R1n O H) R (T F (x) dx 6 M:MEM
_ZZMn+(?3I.1) -
JETR, (X H)] = = LN ¢ H)f(x)dx_62' (2p i 1)M-M¢
EZZA:H?\Tl) :
JECCn (X H)R(X) 3 (x0))j = = ) R (X)3 (x) TH, O H) F (x)dx- 6
M
6 2i7 (2p i 1) MrMsM-Ms (C.12)

otrzymujemy, ze wariancja wspé:czynnikéw empirycznych @&, ~modeli obliczeniowych
G (x; K; H; p) spe:nia nastépujdcd nieréwnosc (por. wzor (B.13))

1 ¢
Va.r ®R/|n 6 N IAvar + ACOV (C13)

ze stazymi (por. wzory w (B.11) i (B.12))
¢

Ay = M: Mg 'M,% +var», +varz; oraz Aey =21MtM?(2p i 1)°Cc
niezaleznymi od parametru przesuniécia n aproksymacji *},,(x;H). Podobnie, dla
wspo:czynnikéw empirycznych “fn, otrzymujemy, ze (por. oszacowanie (B.14))

- 1i ¢
Va.r ﬁ/ln 6 N évar + écov (C14)

gdzie stase
. ¢ )
Buar = MxMs IM,% +var», +varz; oraz Bey =21M¢MZ (2p i 1)°Cc
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sd niezalezne od parametru przesuniécia | aproksymacji le’n, gox; H). Pokazalismy w ten
sposdb, ze wariancje wspé:czynnikéw empirycznych @, i =, modelu obliczeniowego
G (x; K; H; p) spe:niajd nierbwnosci ze wzoru (4.25) w rozdz. 4.

C.3 Oszacowanie wariancji wyjscia var G (X; K; H; p)

Korzystajdc z odpowiednich obliczeh dla empirycznych modeli falkowych G (x; K; p) prze-
prowadzonych w Dodatku B.2 (str. 120), oszacowah wariancji wspé:czynnikéw &%, i =,
empirycznych modeli obliczeniowych G (x; K; H; p) (wzory (C.13) i (C.14)) oraz w+asnosci
(4.28) tych modeli otrzymujemy, ze w dowolnym, ustalonym punkcie x 2 S, dla wariancji
ich wyjscia zachodzi nieréwnosc:

h 3 - 3 -

varG(x;K;H;p)6i|—K IMIKA 4+ 1 ;202" 4 oMiK B 4 M5 ; oMiK 2|f>xI
gdzie, odpowiednio (por. wzor (B.17))

Ac = ME@piD)? B + B,

B, = Mi &L - Bcov¢

D, = M-MA%iﬁvarercovq;

a a

i gdzie Dy = mf';1x©,&\,ar;lé\,ar oraz Deoy = max©,&co\,;éco\, . Po uwglédnieniu, ze w
empirycznych modelach obliczeniowych G (x; K; H; p), pomiédzy skalami M i K zachodzi
nierownoSt M 6 K, otrzymujemy oszacowanie wariancji wyjscia tych modeli w ustalonym
punkcie X, dane we wzorze (4.29) w rozdz. 4:

K
var G (x; K; H; p) 6 2Wmévar

ze sta:d C o = A + B, + 2D,

C.4 Oszacowanie obcidzenia bias G (x; K; H; p)

W ustalonym punkcie x, sk:adowd obcidzenia biasG (x; K; H; p) empirycznych modeli obli-
czeniowych G (x; K; H; p) szacujemy wykorzystujdc fakt, ze zaréwno oryginalne funkcje
falkowe, jak i ich aproksymacje maja zwarte noSniki i znikajad poza przedzia:ami zawiera-
jdcymi nosniki funkcji falkowych (zob. w-asnost H3). A zatem wp:yw na b:dd pomiédzy
wyjsciem modeli G (x; K;p) i G (x;K;H;p) w punkcie x maja tylko te aproksymacje
) LOGH) Aﬂﬂ (x; H), ktorych noSniki odpowiadajdcych im funkcji falkowych ", (x)
i AP (x) zawieraja punkt x (por. z argumentacjd podand przy szacowaniu b:édéw obci-
dzenia i wariancji wyjscia falkowych modeli empirycznych G (x; K; p) w Dodatkach B.2 i
B.4), stad

biasG (x; K;H;p) = G K;p) i G K;H;p) =
nmaw;p)

= [®Ran "n ) T @Ry Than O H)+
N=Nmin(X;M;p)



DODATEK C. UZUPEXNIENIA DO ROZDZIAxU 4 136

R Imaxggmip) £ _lp b
+ A () i mi (X; H)
M=M I=lmjn (X;m;p)

nmaw;p) % |max§(n;p)
oo A+ B (C.15)

N=Nmin(X;M;p) M=M I=Imin (x;m;p)

gdzie odpowiednie granice sumowan sd dane wzorami (B.16) i (3.25), str. 121 i 33).

Oszacowanie sk:adnikéw A i B. W oszacowaniu sk:adnikéw pierwszej sumy we
wzorze (C.15) korzystamy z ponizszego wzoru

A = ®n "Mn ) i [®BjnTn OGH) i @y Thn G H)] i &y T, OGH) =
= ®n["un ) i o OGH)+ 10 G H) B, § ®fyp] (C.16)

Zauwazajdc teraz, ze

Z n+(@pi1)
2
®mn 1 By, = ) G ) ["Mn (X) i Tn (X H)Jdx

oM

na podstawie oszacowania (C.6) dostajemy, dla dowolnych funkcji G (x) ograniczonych w
przedziale S = [a;b] (tj. spe:niajdcych w nim warunek jG (x)j] 6 Mg < 1), nastépujdcd
nierownosc

O, 1@, j62iM(2p i 1)tMgt272i* L. =2i22i%" (2p § 1) MgL-

ktora wraz z ponizszd (wynikajdcd z de...nicji w (1.14) w rozdz. 1 oraz oszacowah podanych
we wzorze (B.6))

:Z n+(pil)
M

®ni == T G) R (X627 (2p § 1)t M2 M- 6 21% (2p § 1) MgM-

2M
prowadzi do oszacowania sk:adnika A we wzorze (C.16) (por. wzory (B.6) i (C.6))
A 6 21T (2pj HMM-t2F2i . 4 2% M. ¢21 221 (2p § 1) MgsL- =
= 21 ¢ ¢, (C.17)

gdzie sta:a Ca = 2(2p i 1) MgM-L- nie zalezy zaréwno od parametru przesuniécia n jak
I skali M.
Podobnie, dla sk:adnika B otrzymujemy, ze

B 62" ¢y (C.18)
ze sta:d Cg = 2(2p i 1) MgMj;Lx niezaleznd od parametru | oraz skali m.
Oszacowanie obcidzenia bias G (x; K; H;p). Liczba sk:adnikéw A w pierwszej su-

mie wzoru (C.15) wynosi Nmax (X; M;p) i Nmin (X; M; p) +1 (por. wzér (B.16)) i, podobnie
jak liczba sk:adnikéw B w sumie wewnétrznej (wynoszaca lmax (X; M; p) i lmin (X; M; p) +1
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niewaz M 6 K, to zachodzi nastépujdce oszacowanie b:édu obcidzenia biasG (x; K; H: p)
w dowolnym, ustalonym punkcie x 2 S, przy za:ozeniu, ze K > 0 (por. wzory (C.17) i
(C.18)):

hiasG (x; K;H;p)™ 6 (2pi 12" ¢Cr+ (K iM)(@2pi1)2i"¢Cs =
L7 . K M1 .%

. 1 M
= 2Kt 2pil) —=Cs+ 1j— Cs 6
DR K
6 2i"Ke2pil) Ca+Cs (C.19)
z ktdérego otrzymujemy nierbwnosct (4.31) z rozdzia:u 4:
bias G (x; K; H;p) 6 2i2HK2 ¢ G (C.20)
£ i ¢, . . .
zestad Co= = (2pi1) Ca+Cg °. Z oszacowania (C.19) wnioskujemy zatem, ze

b-édy wynikajdce z zastosowania aproksymacji funkcji falkowych (szacowane przez sk:a-
dniki we wzorach (C.17) i (C.18)) akumulujd sié i rosna (przy ustalonej skali M modeli
obliczeniowych) ze wzrostem skali K tych modeli.

Uwaga 3.12 Dla modeli obliczeniowych opartych jedynie o aproksymacje funkcji skalu-
jdcych (tj. w przypadku gdy M = K)), oszacowanie (C.19) redukuje sié do postaci

DiasG (x; K; H;p) 6 21 ¢ (2p j 1) Ca

Zatem w modelach tych nie wystépuje kumulacja b-édéw aproksymacji (por. wyniki badah
numerycznych w rozdz. 5).

C.5 Tabele wspo:czynnikow Daubechies

Wspéd:czynniki fctgfigl mozna wyznaczyt z nastépujdcych warunkow (zob. np. [111, str.
592] i [131, str. 298])

A
Ortonormalnost : % CtCt+2n = Zo;n; n=0::5pil
B (C.21)
Znikajdce momenty : % (iD)'copnett" =0, r=0;::5;pil
t=0

ktore tworzd, dla kazdego p, ukzad 2p réwnah o 2p niewiadomych c;.

Przyk-ad 3.2 Dla p = 3 uk:ad rownan w (C.21) przyjmuje nastépujdcda: postac
8

cG+ci+ci+ci+ci+c2=1 :(n=0)

% CoCr +C1C3 +CoCs +C3¢5 =0 :(n=1)
CoCs +C1s =0 :(N=2)

% C5iCi+tCiCo+CjiC=0 :(r=0)
Ocs j 1cq +2c3 j 3c2+4c; §5¢ =0 :(r=1)

= Ocs j 1cs +4c3 j 9c; +16C1 j 25¢0 =0 :(r=2)

Rozwidzanie uk:adu znajduje sié w tabeli C.1 (str. 138). [ |



DODATEK C. UZUPEXNIENIA DO ROZDZIAxU 4 138

Dlap =2;3
znane sd dok:adne wartosci wspo-czynnikéw c; (zob. np. [111, str. 593] i [118, str. 236]):

Tabela C.1 Wspo6:czynniki Daubechies dla p = 2;3

t p
2 | 3,
1+ 3] 1+710+ 5+2°10
0 p= P—
4B p—B3
3+ 3| 5+ 10+3 5+2 10
1 p= p=
42 516 & o
3i 3[10§2 10+2 5+2 10
2 P= P=
42 516 o
5| Li, 3|10i2 102 5+2 10
4 2 . 16': -
A 5+ 103 5+2 10
o 1609 o
1+ 105 5+2 10
5 =
16 2

Natomiast dla p > 4 wyznaczono je jedynie numerycznie:

Tabela C.2 Wspo6:czynniki Daubechies dla p = 4;5;6

t P
4 5 6

0 0:230377813309 | 0:160102397974 | 0:111540743350
1 0:714846570553 | 0:603829269797 | 0:494623890398
2 0:630880767930 | 0:724308528438 | 0:751133908021
3 | 10:027983769417 | 0:138428145901 | 0:315250351709
4 | §0:187034811719 | j0:242294887066 | j0:226264693965
5 0:030841381836 | §0:032244869585 | j0:12976686/567
6 0:032883011667 | 0:077571493840 | 0:097501605587
7 | 10:010597401785 | §0:006241490213 | 0:027522865530
8 i 0:012580751999 | j0:031582039318
9 0:003335725285 | 0:000553842201
10 0:004777257511
11 i 0:001077301085

wych Rg (x; K; H; p)

C.6 Liczba wspo:czynnikow w modelach obliczenio-

Liczba wspo:czynnikéw w obliczeniowych modelach empirycznych Rg (X; K;H;p) jest
réwna liczbie wspé:czynnikéw w ich falkowych odpowiednikach Rg (x; K;p) (por. wzor
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(3.5) z rozdz. 3 oraz wzory (3.8)-(3.9) i (4.15)-(4.16)) i wynosi (zob. tez [72])

D&
Nmax (M;P) i Nmin (M;p) +1+ [Imax (M; ) i lmin (M;p) +1] =

Pc(M;K) =
§ ., 7 i¥ o ¢ m=M
= "My j1i 2Ma'jp+2 +1+
>t
+ [d2™be+p j 2§ (b2Mac j p+1) + 1] (C.22)
m=M

i dla dowolnego M 6 K moze byt oszacowana nastépujdco (por. w=asnosci (A.1) funkcji
dte i btc, Dodatek A.1)

el
Ps(M;K)62V(bja)+2p+ [2"(bia)+2p=2"(ia)+2p(KiM+1)

m=M
A stdd (poniewaz 2iK (K j 1) < 1) otrzymujemy, ze
Pe (M; K) <2X[(b i a) + 2p] (C.23)

C.7 Szybki obliczeniowy algorytm ilorazowy

W niniejszym dodatku wykazemy poprawnost wzordw (4.52) stosowanych w szybkim algo-
rytmie wyznaczania empirycznych modeli obliczeniowych Rg (X; K; H; p). Ponadto, poka-
zemy ze wspo+czynniki wyznaczane za pomocd tego algorytmu sd rownowazne wspo:czyn-
nikom wyznaczanym wed-ug algorytmu (4.17) przy uzyciu dok:zadniejszych (z wiékszym
parametrem skali H) aproksymacji TP (x;H) i AP (x; H) funkcji falkowych.

Zachodz&a bowiem nastépujdce rownosci (por. wzér (4.17) oraz de..nicjé¢ w (4.2) w
rozdz. 4):

X X

1 1 m
®n = WKnOH+D =y b2z Q0% i niH + 1) =
k=1 ~¥ k=1 : 1
_ ixyk(tz%-p 2H+1 (2ka i n)
N 1 2H+1

stdd (zob. wzory (1.26)-(1.27) w rozdz. 1 oraz w=asnost (A.4) funkcji btc w Dodatku A.1)

A ! L]
1 X p_@(‘- m ., ¥2H+12mxk i 2H+1nI
® = = 2 ce2z "P 2¢ it =
™ N k=1 8 t=0 t < 2h l -
N o Ay 1 1
1 Xy %sz—ﬂ-p pH+1pmy & pH+1p! o oHt
= e 2 =
k)_(l ;é ¥ H (om+1 : '
_ 1 y 6ok wp 27 (2™ Xk i 2n § ©) _
N k=1 - t=0 t 24
Bl K
= Ct yk15n+1;2n+t (Xk; H) = Ct®$n+l;2n+t (C-24)

t=0 k=1 t=0
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I podobnie
- 1 X X 1 X
f”' - N yiAi O H + 1) = (i) CLityy Yz (i H) =
k=1 t=i2(pil) k=1
X t
= ( i 1) Clit®F~n+1;2|+t (C25)
t=i2(pil)

Ze wzoréw (C.24) i (C.25) wynika zatem, ze wspoé-czynniki ®P i =fn, wyznaczane dla
kolejnych skal m = K j 1;:::; M za pomocd wzordéw w (4.52) (tj. wed-ug szybkiego algo-
rytmu ilorazowego) odpowiadajé wspé:czynnikom &P i “E“ otrzymywanym za pomocd
wzorow w (4.17) w rozdz. 4 (tj. wed:ug ,,zwyk:ego” algorytmu ilorazowego) przy uzy-
ciu dok:adniejszych aproksymacji funkcji falkowych (z parametrami skali aproksymaciji
rownymi H +q, gdzieq=1;:::; K j M w kolejnych skalachm =K j 1;:::;M).

Stad (por. obliczenia w Dodatku C.4) rzdd b=édu bias G (x; K; H; p) w empirycznych
modelach obliczeniowych wyznaczanych wed:ug szybkiego algorytmu jest co najwyzej

réwny rzédowi tego b-édu dla modeli wyznaczanych wed:ug algorytmu ilorazowego (wzor
(C.20)).

C.8 Procedury komputerowe

Ponizej zamieszczamy fragmenty programu wykorzystywanego w badaniach numerycz-
nych falkowych algorytmdw identy..kacji. Zaprezentowane funkcje stanowid implementa-
cje dwoch krokéw szybkiego algorytmu ilorazowego przedstawionego w rozdziale 4.

void ObliczAlfaKn(const int N,const Pomiary *zbior)
{

double xk,yk,vk;

double arg,sqrt2K N;

int i,nMin, indeks;

sqrt2K N = sgrt(1 ¢ K)/N;

for(int k = 0; k < N; k+t)

{
xk = zbior[k].wejscie();
yk = zbior[k].wyjscie();
vk = xk*(1 ¢ K);

1 = floor(vk);

nMin = MAX(1-(2*p-2),nmin(K,p));

for(int 1 = nMin; 1 6 1; I++)

{
arg = Fi(vk-1)*yk*sqrt2K N;
alpha[K-M][I-nmin(K,p)] += arg;

}

}
3

Funkcja ObliczAlfakKn() (pierwszy krok algorytmu — wzory (4.50)-(4.51)) wyznacza
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void FWT()
{
double arg;
int i,nMin, indeks,znak;
for(int m = K-1; m > M; m--)
{
for(int n = nmin(m,p); n < nmax(m,p); n++)
{
for(int t = 0; t 6 2*p-1; t++)
{
indeks = 2*n+t;
if(indeks > nmin(m+l,p) && indeks < nmax(m+l,p))
{
arg = alfa[m+1-M][indeks-nmin(m+1,p)]*c[p]lltl];
alfa[m-M][n-nmin(m,p)] += arg;
}
}
}

for(int 1 = Imin(m,p); 1 < Imax(m,p); 1++)
{
for(int t = -(2*p-2); t 6 1; t++)
{
indeks = 2*1+t;
if(indeks > nmin(m+l,p) && indeks < nmax(m+l,p))
{
znak = t&0x01 ? -1 : 1;
arg = alfa[m+1-M][indeks-nmin(m+1,p)]*c[p][1-t]*znak;
beta[m-M][I-Imin(m,p)] += arg;

Funkcja FWT() (drugi krok algorytmu — wzory (4.52) — opierajdcy sié na szybkiej trans-
formacie falkowej (1.27)) wyznacza wspé:czynniki &, i “fn, obliczeniowych modeli em-
pirycznych Rg (X; K; H; p) dla dowolnego numeru falkowego p (por. np. [111, str. 595]).
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