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L.WSTEP

W typowych zadaniach identyfikacji systeméw zaklada sie, Ze informacja wstepna o
badanym systemie jest natury parametrycznej. Oznacza to, Ze oOpis systemu znany jest z
doktadno$cia do skoriczonej liczby parametréw. Informacje innego typu zdobywa sie podczas
eksperymentu. Przyjmuje si¢ przy tym na ogél, ze wszystkie sygnatly w systemie dostepne sa
pomiarowi. Celem identyfikacji jest estymacja nieznanych warto§ci parametréw na podstawie
informacji wstepnej i danych pomiarowych. W ponizszej pracy informacja — czy to wstgpna, czy
to zdobyta podczas eksperymentu — jest ubozsza od podanej powyzej. Poczatkowy brak wiedzy
o systemie jest daleko wiekszy, informacja wstepna jest przwaznie nieparametryczna. Bada sie
przy tym przede wszystkim systemy zloZone i przyjmuje, Ze sygnaly laczace poszczeg6lne
podsystemy nie sa dostepne pomiarowi. JeSli chodzi o struktury systeméw, to badane sa
nieliniowe systemy statyczne oraz nieliniowe, dynamiczne systemy Hammersteina i Wienera.
Gléwny nacisk polozony jest na identyfikacje podsysteméw nieliniowych, przede wszystkim w

zlozonych systemach Hammersteina i Wienera.

II. SYSTEMY STATYCZNE
W systemie jak na Rys.1 sygnal wejciowy jest mierzony w obecnofci zaktécen. O

nieznanej charakterystyce wiadomo

jedynie, Ze jest ona calkowalna z

kwadratem, praca [6]. Zauwaimy, Ze I Wn Zn
klasa wszystkich takich charakterystyk
nieliniowych jest tak szeroka, Ze nie UD > m( )

mozna przedstawié jej w postaci n

parametrycznej. Nie jest znana, np. jej Rys. 1. System statyczny

reprezentacja o postaci L7_, a,9,u), q
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dowolne i znane, gdzie {¢;:=0,1,2,..,g} jest dowolnym uktadem funkcji. Zadanie identyfikacji
podsystemu nieliniowego, tzn. wykrycia jego charakterystyki, jest zatem nieparametryczne.
Podano algorytmy, ktore skutecznie ja estymuja pomimo tego, ze obserwacje zar6wno wejscia

Jak 1 wyjscia obarczone sa biedami. Wykorzystano w nich rézne uklady funkcji ortogonalnych.

III. SYSTEM HAMMERSTEINA
II1.1. Zadanie identyfikacji
Jednym z systeméw, ktéremu poswieca si¢ duzo miejsca jest nieliniowy, dynamiczny

system Hammersteina przedstawiony na

Rys. 2, prace [2 - 4]. System ten sktada

sie z dwodch czeSci polaczonych w Zn

kaskade. Pierwsza z nich jest statyczna, ] m() - {1(1}

nieliniowa, a druga dynamiczna i U n Wn Vn Y n

linjowa. W pracy [3] sygnat wejsciowy

ograniczony jest do pétprostej [0, ), Rys. 2. System Hammersteina

natomiast w [2] i [4] przyjmuje on
wartosci z odcinka [-m,7]. O nieznanej nieliniowej charakterystyce podsystemu statycznego
wiadomo jedynie, Ze spetnia ona warunek Lipschitza, patrz praca [2), tzn, ze dla wszystkich u
oraz v z zatoZzonego odcinka spetniona jest nierownos¢
|m(u) - m)| < clu - vl, 3.1
gdzie ¢ jest pewna nieznang liczbz. Liniowy podsystem opisywany jest réwnaniami stanu:
X, =AX, ~ bW,
V. = CTX" +dW,.
Wiadomo o nim jedynie, Ze jest asymptotycznie stabilny, jego rzad nie jest znany. Sygnal W,
taczacy podsystemy nie jest mierzony. Pomiary wyjscia odbywaja sie w obecnosci losowego
zakiocenia Z,, ktére jest bialym szumem o zerowej wartoici $redniej. Zadanie polega na
identyfikacji podsystemu nieliniowego na podstawie pomiaréw wejécia i wyjscia calego systemu,
tzn. na podstawie
(UpY),(UpYy),..(U,Y,). (3.2)
Oznacza to, ze charakterystyke m nalezy odtworzyé na podstawie informaciji wstepnej zawartej
w (3.1) i obserwacji (3.2). Zauwazmy przy tym, Ze klasa wszystkich charakterystyk nieliniowych

spelniajacych (3.1) jest tak szeroka, Ze nie mozna przedstawié jej w postaci parametryczne;j.
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Podobnie jak poprzednio, zadanie identyfikacji podsystemu nieliniowego jest wiec
nieparametryczne.

Nalezy tutaj stwierdzi¢, ze ze wzgledu na kaskadowa strukture systemu oraz to, ze sygnat
laczacy podsystemy nie jest mierzony, nie ma mozliwosci petnej identyfikacji zadnego z obydwu
podsysteméw. Jest bowiem oczywiste, Ze charakterystyka nieliniowa, a takie odpowiedz
impulsowa moga by¢ wykryte jedynie z doktadnoscia do pewnych nieznanych wspéiczynnikéw.
Oznacza to, Ze mozemy odtworzyé conajwyzej am, gdzie o jest nieznana i niemozliwa do
wyznaczenia stala.

Zakladamy, ze system jest pobudzany sygnatem losowym o zerowej warto$ci oczekiwanej.
Sygnat ten posiada gesto§¢ prawdopodobiefistwa f taka, Ze

" fw) = e, 3.3)
dla wszystkich u nalezacych do zalozonego odcinka, gdzie e jestdowolna, dodatnia liczba.
Wyjscie obserwowane jest w obecnosci przypadkowych zakl6cen Z,. Ze wzgledu na to, ze
sygnaly mierzone w systemie maja charakter losowy, zadanie identyfikacji polega zatem na
estymacji charakterystyki nieliniowej. Dla prostoty dalszych rozwazadi przyjmiemy, ze

charakterystyka ta oznaczona przez m jest funkcja nieparzysta.

3.2, Algorytm identyfikacji

Proponowany algorytm estymacji charakterystyki nieliniowej wychodzi ze spostrzezenia,

e
Y, =dmU,)+Z,+E, 3.4

gdzie €, = E,’»';_lmkn_‘.Ui. Zatem

, E{Y, |U,=u} = dm(u). : 3.5)
Estymujac regresje E{Y, IUn}, moina wiec wykryé dm, tzn. nieliniowa charakterystyke z
doktadnoscia do nieznanej liczby d. Zauwazmy, ze (3.4) oznacza, ze dm obserwuje si¢ w
obecnosci zakl6cenia Z, + £, . Pierwszy z jego skladnik6w jest bialym szumem, natomiast drugi
jest skorelowany.

Poniewaz charakterystyka m jest ograniczona, to md moina rozwinaé w szereg
trygonometryczny {e**;k=0,+1,%2,..} ortogonalny na zaloZonym odcinku. Zatem
dm(u) ~ X _.ce™ gdzie c, = (1/2m) f_ :dm(u)e”‘"du. Wspblczynnik c, estymuje sie nie
bezpoSrednio z ciagu pomiarowego (3.2), lecz z nowego, w ktérym obserwacje sygnatu
wejsciowego uporzadkowane sa w kolejnoci rosnacej. Ten nowy ciag ma zatem nastepujaca

postac:
(U(l)’ Y[l])’ (U(Z)’A},v[Z])’ ey (U(n)’ }’[n]) ¢
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W ciagu tym U(l) <U(2) <..< U(n). Obserwacje Y[ll’Y[2]’ ...,Y[n] nie sa oczywiicie
uporzadkowane, lecz odpowiednio skojarzone z obserwacjami wejscia. Wspélczynniki rozwiniecia
trygonometrycznego estymuje sie jak podano ponizej:
n U, .
c.. = (RN Y [ Ve *dy,
kn ,Z; [J]fu(’__l)
przy czym Uy, = -. W celu estymacji dm(u) proponuje si¢ nastepujacy algorytm:
q(7) "
l“‘n(u) = E ck,nel “ b
k=-q(n)

gdzie {q(n)} jest odpowiedno wybranym ciagiem liczb naturalnych.

3.3. Zbieinosé

Punktowa jakos¢ algorytmu ocenia sie poprzez MSE, natomiast globalny blad mierzy si¢
jako MISE, gdzie MSE(, () = E{ p, () - dm(u)}* oraz MISE(w,)) = E f : [, () - dm(u))du.
Mozna wykazaé prawdziwo$¢ nastepujacego twierdzenia, patrz [2]:

Twierdzenie 1. Jesli

lim g(n) = «, oraz lim g(n)in* = 0, (3.6)

to, przy obowiazujacych zalozeniach, .
lim MSE (u,(u)) = 0

n-sx

w kazdym punkcie u € (-m,7) oraz
lim MISE (u,) = 0.

n—»oo

Istnieje wiele ciagéw, ktore speiniaja warunki (3.6). Jest nim np. ciag typu gq(n) ~n“,
w ktorym 0 < @ < 1/2.

Interesujaca jest odpowiedZ na pytanie o szybko$¢ z jaka podany algorytm sie zbiega.
Mozna wykaza¢, ze jesli g(n) ~n ', to MISE (u,) = O(n **). Nalezy podkresli¢, ze szybkos¢
ta nie zalezy od ksztattu rozkladu prawdopodobiefistwa sygnatu wejsciowego. Cenna ta wlasno$é
nie jest znana dla innych algorytméw znanych w literaturze. Dla nieregularnych rozkladow
sygnalu wejéciowego, tzn. dla nieregularnych, np. nieciagtych gestosci f zbiegaja sie one bowiem
wolno. Podana szybko§¢ jest znaczna, nawet w poréwnaniu z algorytmami stc;sowan‘ymi w.
zadaniach parametrycznych. Jak bowiem wiadomo, algorytmy parametryczne zbiegaja si¢ na og6t
z szybkoscia n -1 a wiec jedynie nieznacznie wigksza. Wydaje si¢ wigc, ze dodatkowy wysilek
numeryczny wydatkowany na uporzadkowanie ciagu obserwacji jest z nawiazka kompensowany

przez wspomniane wiasnosci algorytmu.
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Jako§¢ algorytmu mozna poprawi€, je§li g(n) uzalezni si¢ dodatkowo od danych
empirycznych. Przekonuja o tym wyniki numerycznych badafi symulacyjnych. Analiza
teoretyczna jest jednak niezwykle trudna.

Gdy sygnat wejéciowy jest skorelowany, problem identyfikacji podsystemu nieliniowego
ulega znacznej komplikacji, gdyz skuteczna estymacja jego charakterystyki wymaga rozwiazania
trudnego zazwyczaj zadania dekonwolucji. Propozycje postepowania w takiej sytuacji podano w
pracy [4].

W pracy [3], w celu identyfikacji podsystemu nieliniowego wykorzystano wiasnosci

ortogonalnego uktadu wielomianéw Laguerre’a.

IV. SYSTEM WIENERA
4.1. Zadanie identyfikacji
Innym, waznym systemem, ktéremu po$wieca sie takze wiele uwagi jest system Wienera
przedstawiony na Rys. 3, patrz prace [1, 2]. Zadanie identifikacji tego systemu jest jednak
znacznie trudniejsze niz systemu Hammersteina. Sklada sie on z liniowej cze§ci dynamicznej,

oraz nieliniowej, dynamicznej, ktora opisywana jest przez nastgpujace réwnanie stanu:

Xn*l =AXn + bUn
W, = cTXn.

Rzad podsystemu nie jest znany. Réwniez ani macierz A ani wektory b i ¢ nie sa znane.

Wiadomo jedynie, Ze podsystem ten jest

asymptotycznie stabilny. Cze$¢
nieliniowa po .ada charakterystyke m. 7
n
Zaklada sie v niej, ze jest Scifle
monotoniczna, i 7e jej nochodna jest {k’} m(.)
’ Un Wn Vn Yn
ograniczona. Sygna! wejsciowy
{U,;;n=.,-1,0,1,..} jest losowym, Rys. 3. System Wienera

stacjonarnym, bialym szumem. Jego

rozklad prawdopodobiefistwa jest normalny i posiada zerowa warto$¢ oczekiwana. Zaklocenie Z,
jest takze losowe i ma réwniez zerowa warto$¢ oczekiwana. Cel polega na identyfikacji
podsy stemu nieliniowego, tzn. na estymacji jego charakterystyki m. Jest przy tym oczywiste, ze
klasa wszystkich $cile monotonicinych i rézniczkowalnych charakterystyk jest tak szeroka, ze

nie istniejc parametryczna jej reprezentacja. Problem jej estymacji jest zatem nieparametryczny.
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4.2. Algorytmy identyfikacji i ich zbiezno$é

Ze wzgledu na kaskadowa strukture systemu charakterystyke m mozna estymowa¢ jedynie
z dokladnoscia do pewnych statych wspélczynnikéw. Algorytm zaproponowany w pracy [1]
korzysta z obserwacji, ze .
E{U,_,|Y,=y} = Am Y(y), @.1)
gdzie A =k, var(UOZ)/var(Voz), natomiast m ! jest funkcja odwrotna wzgledem . Zauwazmy,
ze N jest stala niemozliwa ani do wyznaczenia ani oszacowania. Estymacja regresji podanej w
(4.1) jest zatem réwnowazna estymacji odwrotnosci charakterystyki. Mozna ja przeprowadzi¢ z
dokladnoscia do pewnej statej N. Na podstawie odpowiednio skonstruowanego estymatora tej
regresji, oznaczmy go przez u,(y), mozna nastgpnie estymowaé charakterystyke m jako taka.
Oznaczmy w tym celu przez u, pseudoinwersje estymatora u,. Latwo zauwazy¢, ze p.(v) jest
estymatorem m(v/A). Zatem catkowity proces estymacji nieliniowej charakterystyki mozZna
przeprowadzi¢ z dokladno$cia do nieznanego wspSlczynnika skali \.

Zasada konstrukeji algorytméw ortogonalnych podanych w pracy [1] korzysta z tego, ze
AmY(y) =g(Mf(y), gdzie f jest gestoscia prawdopodobiefistwa sygnalu wyjéciowego, a
g(y)=E{U,_,|Y,=y}. Jak wiadomo, szereg funkcji Hermite’a {he3k=0,1,2,...}, gdzie
hy(y) = (17?2 H (y)exp(-y¥/2), oraz gdzie H, jest k-tym wielomianem Hermite’a, jest
ortonormalny na calej prostej. Wielomiany Hermite’a s3 przy tym zdefiniowane natepujaco:
H,(y) = exp(y®)(d */dy “)exp(-y?). Dia przykladu, Hy(y) =1, Hy(y) = -2y, Hy(y) =4y*-2,
itd. Rozwijajac g i f w szereg otrzymujemy zatem g(y) = £ a, i, (y) oraz f(y) = Xp.o b,y (y),
gdzie a, = E{U, _ h(Y,)} oraz b, = E{h,(Y,)} . Jako estymatory a, , 1 b, , wspSlczynnik6éw tych
rozwinie¢ mozna zatem przyjaé a, , =n"'E]_ U, h(Y) oraz b, , =n"'E]. h,(Y,). Estymator
nijeznanego Am ~'(y) definiujemy ostatecznie nastepujaco

q(n) 9(n)
Ba(y) = lg @ Pi(y) / ’Z% b, () »
gdzie {g(n)} jest odpowiednio wybranym ciagiem liczb naturalnych. Mozna wykazaé
prawdziwo$¢ nastepujacego twierdzenia, praca [1]:
Twierdzenie 2. Jesli
lim g(n) = © oraz lim g%3(n)/n = 0,

n—o n—sow

to
1,(¥) = Am(y) wedlug prawdopodobiefistwa, gdy n — o

w kazdym punkcie y, w ktérym istnieje [m ~'(y)]".
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Wybierajac g(n) ~n %" zapewnia sie, ze szybkos¢ zbieznosci algorytmu nie jest gorsza
niz n"¥, Jesli natomiast m ! jest dwukrotnie rézniczkowalna, to algorytm zbiega sie z
szyboscia nie mniejsza niz n 8, pod warunkiem, ze g(n) ~ n %" . Dokladna analiza podana jest
w pracy [1].

Decydujac si¢ na inne uklady funkcji ortogonalnych mozna otrzymaé kolejne wersje
zaprezentowanego algorytmu. Algorytmy, w ktérych zastosowano szereg trygonometryczny i
Legendre’a podano w pracy [1]. Szereg trygonometryczny, kiéry podano juz powyzej Jest
ortogonalny na odcinku [-m,1r]. Z kolei, jak wiadomo, wielomiany Legendre’a definiuje si¢
mastepujaco:  {p,(y);k=0,1,2,..}, gdzie p,(y)=(k+1/2)"*P,(y), przy czym z kolei
P(y) = (1/2*1)(d */dy ¥)(y? - 1)*. Sa ortonormalne na odcinku [-1,1]. Jak mozna przy tym
sprawdzié, Py(y) =1, Py(y) =y, P,(y) =3y%2-1/2, itd.

Dobierajac odpowiednio uklad funkcji mozna w ten sposéb uzyskaé lepsza szybko$é
zbieznoéci. Jesli np. wiadomo, ze m ! jest ograniczona, to wskazane jest skorzystanie z ukladu
ortogonalnego na odcinku, zn. np. trygonometrycznego. Algorytm, w ktérym stosuje sie system

Legendre’a jest z kolei sprawniejszy pod wzgledem numerycznym.

V. SYSTEM O STRUKTURZE ROWNOLEGLEJ
Oprécz oméwionej struktury szeregowej, rozpatrzono takze réwnolegla, patrz Rys. 4,
prace [2, 3]. Wykazano, Ze mozliwa jest

estymacja charakterystyki nieliniowej m oraz

przedstawiono nastepnie odpowiednie m ( ) % Z’l
algorytmy. W jednym wykorzystano

oméwiona powyzej metodologie, ktdrej >—
istotng cecha jest wykorzystanie statystyk Un { k, } Yﬂ
porzadkowych. W drugiej zastosowano

ortogonalne wielomiany Laguerre’a.
Wykazano zbiezno$é algorytméw, a takie
przeprowadzono analize szybko$ci z jaka sie

Rys. 4. System o strukturze réwnoleglej

one zbiegaja. Odno$nie pierwszego z nich, wykazano, ze posiada on zalete, na ktéra zwrécono
uwage przy omawianiu systemu Hammersteina. Szybko$¢ jego zbiezno$ci nie pogarsza si¢ przy

nieregularnej gestosci prawdopodobiefistwa sygnahi wejéciowego.
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W ramach projektu zapropdnowano ponadto nieparametryczny algorytin odtwarzania
sygnalu o ograniczonym widmie na podstawie zaszumionych obserwacji, praca [5]. Podano
dwustopniowe procedury parametrycznej identyfikacji podsysteméw w systemach o zlozonej
strukturze, [9]. Przedstawiono algorytm estymacji nieliniowych charakterystyk w systemach
opisywanych réwnaniami rdzniczkowymi o pochodnych czastkowych, ktéry jednocze$nie
wykrywa pewne cechy jakoSciowe charakterystyk, takie jak wypukto$¢ lub monotoniczno$¢,
[7.8].

VIL. UWAGI KONCOWE

Cecha charakterystyczng przedstawionych prac jest to, ze dotycza one identyfikacji systeméw
w sytuacji, gdy wszelka informacja o nich jest niewielka w poréwnaniu do tej, ktrej dotyczy
olbrzymia wiekszo§¢ dotychczasowych wynikéw. Ubozszy zakres informacji oznacza, ze
ograniczona jest znacznie informacja wstgpna oraz ograniczone sa mozliwosci pomiarowe
sygnaléw wewnatrz systemu. Powoduje to, ze postawione w ten sposéb zadanie identyfikacji jest
blizsze sytuacjom praktycznym, kiedy to informacja wstgpna o systemie jest czesto niewielka i
trudna do przedstawienia w, postaci nadajacej si¢ do dalszego poslugiwania si¢ nia, tzn. trudna
do zapisania w postaci przydatnej do analizy formuly matematyczne;j.

Druga cecha jest zwiazana z tzw. blokowym podejéciem do identyfikacji nieliniowych
system6w dynamicznych, patrz [10, 11]. Przyjmuje si¢ w nim, ze system skfada si¢ ze stosunowo.
prostych podsysteméw, zazwyczaj z nieliniowego, statycznego i liniowego, dynamicznego
polaczonych zazwyczaj szeregowo. Prowadzi to albo do struktury Hammersteina albo Wienera.
Identyfikacja polega wéwczas na wnioskowaniu o opisie poszczegélnych podsysteméw na
podstawie pomiaréw wejécia i wyjécia calego systermu. Metoda ta okazuje si¢ bardzo skuteczna
w zastosowaniach, o czym §wiadcza coraz liczniejsze prace na ten temat dotyczace zastosowan

np. w naukach biologicznych, [12, 14], czy w przemyS$le chemicznym, [13].
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