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Nieparametryczna identyfikacja systemow !

Rekopis dostarczono 13.X11989 r.

W pracy przedstawiono nieparametryczne algorytmy estymacji funkcji regresji oraz zasto-
sowano je do identyfikacji systeméw sterowania. Podano podstawowe ich wiasnosci takie jak
zbieznosé i szybkosé tej zbieznosci. Omdéwiono nastepnie nieparametryczne algorytmy identyfi-
kacji pewnej klasy nieliniowych systeméw dynamicznych i przedstawiono wyniki dotyczace ich
zbieznosci. Praca jest przede wszystkim prezentacja metod nieparametrycznych pod katem ich
.zastosowart w identyfikacji i omawia rezultaty otrzymane do tej pory w tym zakresie.

1. Wstep

Nieparametryczne metody wnioskowania statystycznego, ktére mozna wykorzysta¢ w
identyfikacji systeméw sterowania sa przedmiotem badan od stosunkowo niedtugiego cza-
su. Pierwsze prace na ten temat pojawily si¢ w czasopismach poSwigconych statystyce
matematycznej w polowie lat sze§¢dziesiatych, Nadaraya [22], Watson [32], i dotyczyly
nieparametrycznej estymacji funkcji regresji. Na poczatku lat siedemdziesiatych zauwa-
zono, ze ich rezultaty mozna bezposrednio wykorzysta¢ do identyfikacji charakterystyk
statycznych, Greblicki [8, 9, 10]. Znaczniejsze zainteresowanie metodami nieparametrycz-
nymi przynosi nastepne dziesieciolecie, Devroye [1}, Devroye i Wagner [2, 3], Greblicki i
Krzyzak [13], Greblicki, Krzyzak i Pawlak [14], Greblicki i Pawlak [15, 18], Silverman [30],
Stone [31], a gtéwnym obszarem ich zastosowari staje sig rozpoznawanie. Istotniejsza préba
zastosowania tego narzedzia dla potrzeb identyfikacji byto rozwiazanie problemu optymal-
nego modelowania systemu bedacego kaskadowym potaczeniem podsystemow statyeznyeh,
Greblicki i Krzyzak [12]. Kolejne zagadnienie, do rozwiazania ktdrego zastosowano me-
tody nieparametryczne, to identyfikacja pewnej klasy nieliniowych systeméw dynamicznych
nazywanych systemami Hammersteina, Greblicki [11], Greblicki i Pawlak [16, 17, 19, 20].

Pojawienie sie i rozwoj nieparametrycznych metod estymacji funkcji regresji, a potem
ich zastosowania byly spowodowane pewnymi, powaznymi niekiedy niedostatkami metod
parametrycznych. Te ostatnie wymagaja jak wiadomo do$¢ sporej informacji apriorycznej.
Dla przyktadu, jesli identyfikuje sie charakterystyke systemu statycznego na podstawie
obserwacji jego sygnaléw wejsciowych i wyjSciowych, to nalezy juz przed eksperymentem
wiedzieé, ze nalezy ona do pewnej, znanej rodziny funkcji. Rodzina ta musi ponadto

! Praca wykonana w ramach RP.1.02 ,Teoria Sterowania i Optymalizacji Ciaglych Ukladéw Dynamicznych
i Proceséw Dyskretnych”
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dac si¢ przedstawi¢ w postaci parametrycznej, co oznacza, ze jednoznaczne okreSlenie
funkcji nalezacej do niej jest rownoznaczne ustaleniu wektora parametréw o znanym i
ograniczonym wymiarze. Problem identyfikacji parametrycznej polega zatem na estymacji
rzeczywistej wartoSci wektora parametréw. Typowa jest tutaj sytuacja, gdy o nieznanej
charakterystyce wiadomo, ze jest wielomianem znanego stopnia, a identyfikacja polega na
estymacji jego wspotczynnikéw. Wydaje sig jednak, ze sa zadania praktyczne, w ktdrych
nie dysponuje si¢ niestety wiedza o badanym obiekcie na tyle szeroka, ze umozliwitoby
to przedstawienie problemu w postaci parametrycznej. Mozna wtedy stosowaé metody
nieparametryczne, gdyz nie wymagaja one tak znacznej informacji apriorycznej. Pozwalaja
one identyfikowaC nieznang charakterystyke tzn. otrzymywaé algorytmy zbiezne do niej
nawet wtedy, gdy jej posta¢ funkcyjna jest zupelnie nieznana i wiadomo o niej zaledwie,
ze jest np. catkowalna z kwadratem.

Algorytmy proponowane przez podejScie nieparametryczne, czyli algorytmy niepara-
metryczne sg zatem skutecznym narzedziem w sytuacjach, gdy wstepna informacja o syste-
mie jest znikoma. Warto podkre§li¢ takze, ze nie nalezy ich traktowaé jako konkurencyjne
wobec tych, ktdre otrzymuje si¢ w ramach metod parametrycznych. W istotny jednak spo-
sOb poszerzaja one nasze mozliwoici poznawcze. Pozwalaja one bowiem identyfikowad
systemy nieliniowe przy bardzo ubogiej informacji apriorycznej, gdy klasyczne podejécie
parametryczne zawodzi.

Ze wzgledu na brak publikacji na ten temat w jezyku polskim i jednocze$nie spore
zainteresowanie w literaturze obcojezycznej, niniejsza praca ma charakter informacyjny i
przegladowy.

2. Identyfikacja systemu statycznego

2.1. Wprowadzenie

Rozpatrzymy teraz zadanie identyfikacji systemu statycznego, rys. 1.

Zn
Un Yn

Rys. 1. Identyfikowany system statyczny

W systemie tym:
Y, =mU,) + Z,, 0]

gdzie U, 1Y, sa odpowiednio wejSciem i wyjsciem, a Z,, zaktéceniem pomiarowym. U, i
Z, sa zmiennymi losowymi. Poniewaz o funkcji m zaktadamy, ze jest mierzalna w sensie
Borela, takze Y, jest zmienna losowa. Ponadto sygnal wejSciowy jest stacjonarnym bia-
fym szumem tzn. dla n # m zmienne losowe U, i U,, sa niezalezne i maja jednakowe
rozktady. Podobnie zaktdcenie jest stacjonarnym biatym szumem, a jego warto$¢ $rednia
jest rébwna zero. Przyjmujemy takze, ze sygnat wejéciowy i szum pomiarowy sa procesami
stochastycznymi wzajemnie niezaleznymi. Zalozenia powyzsze obowiazuja w catej pracy i
nie beda powtarzane w podawanych w niej twierdzeniach.
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Zadanie identyfikacji polega na wnioskowaniu o nieznanej charakterystyce m na pod-
stawie obserwacji niezaleznych par (U1, Y1), ..., (Un, Y,). Zauwazajac, ze:

m(u) = E{Y, | Up = u}, (2)

mozna stwierdzi¢, ze z punktu widzenia statystyki matematycznej problem polega na es-
tymacji funkcji regresji. Zakladajac teraz istnienie ggstosci prawdopodobiefistwa sygnatu
wejsciowego mozemy stwierdzié, Ze:

m(u) = g(u)/ f(u), (3)

gdzie g(u) = m(u)f(u). Przez f oznaczyliémy gestosé prawdopodobiefistwa zmiennej lo-
sowej U,. Podajac rézne oszacowania wyrazen znajdujacych sie w liczniku i mianowniku
utamka (3) otrzymuje sie rézne algorytmy identyfikacji nieparametryczne;j.

2.2. Algorytmy identyfikacji

Omoéwimy teraz dwa czesto stosowane nieparametryczne algorytmy estymacji m(u) tzn.
algorytm z jadrem i algorytm ortogonalny.

Zauwazmy, ze jako przyblizenia licznika i mianownika w utamku (3) mozna przyjac
odpowiednio:

1 urh 1 u+h
th | J v ds] v oraz th F(v)dv, @

gdzie h jest pewna dodatnig liczba. Przez f(-, -) oznaczyliSmy taczna gestosé prawdopodo-
biefistwa wejscia i wyjScia. Wyrazenia podane w (4) daja si¢ fatwo oszacowaé na podstawie

danych pomiarowych. Oznaczajac bowiem przez [, zbidr wszystkich i € {1,2,... n}, dla
ktorych |U; — u| < h, mozna jako nieobcigzone oszacowania tych wyrazen przyja¢ odpo-
wiednio:
1 1
- z _ J..
2nh Z i oraz 2nh Z Ui (%)
el iel,
Oznaczajac:
1
Ky =142 dla |u| <1 6)
0 dlaful > 1,

mozna z kolei wyrazenia w (5) przepisaé w nastepujacej postaci:

n n

1 (= Ui I & ju— Ui
s ZL’[\ ( A ) oraz — Z I (._.71__> (7)

i= i=1

Poniewaz powyisze wielkoSci przyjgliSmy jako oszacowania tych w (4), ktére sa z kolei
przyblizeniami g(u) i f(u), to estymator nieznanego n(u) definiujemy nastepujaco:

| u—U;
— ;K

nh ; ' ( h >
1 & u—U;
— K .
nh z; h ( h )

1=
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Jest oczywiste, ze aby zapewnié zbiezno$¢ powyzszego wyrazenia do m(u) nalezy wspot-
czynnik h uzalezni¢ od liczby pomiaréw n. Prowadzi to do nastgpujacej ostatecznej definicji

estymatora:
R nh(n)Z ( h(n) )
My, (u) = . 8)

i & (‘i)

gdzie K jest tzw. jadrem estymatora, {h(n); n = 1,2,...} ciagiem liczb dodatnich. Dopu-
szczajac stosowanie innych funkcji I, a nie tylko tej zdefiniowanej wzorem (6), otrzymuje
sie calag klase algorytméw nazywana w literaturze estymatorem z jadrem.

Algorytm, ktdry przedstawimy teraz wykorzystuje szeregi ortogonalne i dlatego nazy-
wany jest ortogonalnym. Zatézmy, ze {¢x; k = 0,1,2,...} jest uktadem funkcji ortonor-
malnych na catej prostej. Niech:

o0

g(u) ~ > arpr(u) oraz  f(u) ~ > bipw(u),

k=0 k=0
€O oznacza, ze:
ap = fvn.(u,)f(u)c,pk(u) du oraz b = ff(u)g:k(u) du.

Jako przyblizenie g(u) i f(u) czyli wyrazefi stojacych odpowiednio w liczniku i mianowniku
utamka (3) przyjmiemy teraz

N(n) N(n)
Z arpr(u) oraz Z brpr (u),
k=0 k=0

gdzie {N(n); n = 1,2,...} jest pewnym ciagiem liczb naturalnych. Jest oczywiste, ze
wspOtczynniki ay, ai, . .. oraz by, by, ... rozwinie¢ ortogonalnych sa nieznane. Zauwazajac
jednak, ze ay, = F{Yipc(Uy)} oraz b, = Ep;(U1), mozna podaé nastepujace nieobcigzone
ich estymatory:

1< o
7.=_§ Yiow(U; b,=—§ ().
ap = ~ 2 er(l;) oraz by - i=1m(( )

W rezultacie otrzymujemy nastepujacy algorytm identyfikacji:
N(n)

> drpr(u)

() = j‘v(‘—’)——— )

> i (u)

k=0

Stosujac rézne uklady funkcji ortogonalnych otrzymuje si¢ rézne wersje algorytmu (9).
Jako uklad ten mozna przyjaé np. rodzing funkcji Hermite’a. Jesli sygnal wejsciowy jest
ograniczony, to mozna stosowac uktady ortogonalne na odcinku, czyli np. ukiad trygono-
metryczny lub wielomiany Legendre’a.

Pomimo, ze zasady konstrukcji estymatorow (8) i (9) sa catkowicie rézne, istnieje
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miedzy nimi pewne podobienstwo. Oznaczajac bowiem:

N
kn(u,v) =D pu(w)ee(v),

k=0
mozeny tatwo sprawdzic, ze:

n
Z )/ikN(n)(u‘v Uz')
My, (u) = i=,11 ,

> kngy(u, Us)

i=1

gdzie kx jest tzw. jadrem szeregu ortogonalnego. Dla uktadu trygonometrycznego kn jest
jadrem Dirichleta, gdy natomiast system ortonormalny jest typu wielomianowego, jadro to
mozna tatwo wyrazi¢ w znacznie prostszej obliczeniowo postaci je§li skorzysta si¢ z wzoru
Christoftela-Darboux.

2.3. Zbieznos¢ algorytméw identyfikacji

Podstawowy problem jaki sie teraz pojawia, to zbiezno$¢ przedstawionych powyzej al-
gorytmoéw identyfikacji do nieznanej charakterystyki. W odniesieniu do algorytmu z jadrem
nalezy odpowiedzieé¢ na pytanie w jaki sposéb wybraé ciag {h(n)} oraz jadro K. Wobec
algorytmu ortogonalnego wylania si¢ zagadnienie wyboru uktadu funkcji ortogonalnych
i ciggu {N(n)}. O zagadnieniach tych traktuje szereg prac. Zaczniemy od twierdzenia
dotyczacego algorytmu z jadrem.

Twierdzenie 1. Zalézmy, ze:
f mA(u)f(uydu< oo i EZ} < oc. (10)
Niech K bedzie nieujemna i ograniczona funkcja mierzalna w sensie Borela taka, ze:
f K)du=1 oraz |u[|[RK(@w)|—0, gdy [u|l— cc.
Jezeli:
h(n) 20 oraz nh(n) =, (11)
to:
My (u) = m{u)  w/g prawdopodowienstwa
w kazdym punkcie u € (—o0, o0), w ktérym zaréwno charakterystyka m jak i gesto$€ f sa
ciagle oraz jednoczesnie f(u) > 0.
Dowéd. Oznaczmy przez g, (w) i fn(u) wyrazenia stojace odpowiednio w liczniku i
mianowniku wyrazenia (8). Oczywiscie
1 . w—uv
EAn ) = —— ]'<—-—> v)dv.
() h(n) »/ ' h(n) glv)dv

Zbieznos¢ powyzszego do g(u), gdy h(n) zdaza do zera jest przedmiotem twierdzen analizy
matematycznej. Korzystajac np. z Twierdzenia 9.9 z ksiazki Wheedena i Zygmunda [33]
wnioskujemy, ze, poniewaz ¢ jest funkcja catkowalna, wyrazenie powyzsze zbiega si¢ do



282 WLODZIMIERZ GREBLICKI

g(u) w kazdym punkcie ciggtosci funkcji g. Z kolei:

nT'Zl(Bvar(Yl K(uhzrgl)) thlzn) [02 h(ln) f K ( h(n) )f(l) dv
+ﬁ fA(l( ))m (v)f(v) do]

gdzie k = sup K (u), o2 = var Z;. Korzystajac ponownie ze wspomnianego powyzej twier-
dzenia dochodzimy do wniosku, ze wyrazenie w nawiasach kwadratowych zbiega sig do
ol f(u) + m?(u)f(u), gdy h(n) dazy do zera. Zbiezno§¢ ta ma miejsce w kazdym punkcie
u, w ktérym zaréwno m jak i f sa ciagte. WykazaliSmy zatem, ze:

E@Ga(u) = 9(w)* = 0,
w kazdym punkcie u, w ktérym zaréwno m jak i f sa ciagle.
Powtarzajac powyzsze rozumowanie w odniesieniu do f(u) mozna tatwo sprawdzi¢, ze:
E(fu () = J(u))* 0,
w kazdym punkcie ciagtosci funkcji f.
Z tego co pokazaliSmy oraz definicji estymatora wynika teza, co koficzy dowod.

var g, (u) =

Istnieje wiele funkgji spetniajacych warunki Twierdzenia 1, i ktére mozna przyjac jako
jadro estymatora. Oto kilka przyktadow:

1—|u| dlajul<1 Jul
a) { dalu>1 © 1/

b) (271')'1/26‘“2/2 d) 1/7(1 + ).

Jesli jako ciag liczbowy przyjaé h(n) = cn=*, ¢ > 0, to warunki (11) sa spetnione dla
O<a<l

Zauwazmy, ze jedynym zatozeniem Twierdzenia 1 odnoszacym sig do mformac]l wstep-
nej o nieznanym systemie jest (10). Wymaga ono aby istnial drugi moment Em?(Uy) sy-
gnatu pojawiajacego si¢ bezposrednio za elementem o nieznanej charakterystyce oraz aby
zaklécenie pomiarowe posiadato skoficzona wariancje. Nie wymagana jest przy tym zadna
znajomosé funkcyjnego ksztattu nieznanej charakterystyki. Odnosnie sygnatu wejsciowego,
zada sie aby jego rozktad prawdopodobieristwa posiadat ggstosé, aczkolwiek moze by¢ ona
zupetnie dowolna.

A teraz uwaga dotyczaca specyfikacji punktow, w ktérych algorytm zbiega sig do nie-
znanej charakterystyki. Zauwazmy, ze jeSli gesto§¢ f jest ciagla, to algorytm jest zgodny
w kazdym punkcie, w ktorym charakterystyka m jest ciagla a gesto§¢ dodatnia. Zwro¢my
jednak uwage, ze charakterystyka nie musi by¢ bynajmniej funkcja wszedzie ciagta, moze
to byé np. charakterystyka typu przekaznikowego.

Twierdzenie 1 mozna fatwo wzmocnié, aczkolwiek wymagatoby to stosowania bardziej
zaawansowanych narzedzi. Stosujac np. technikg obcie¢ mozna wykazac, ze zatozenie (10)
mozna zastapi¢ przez mniej ogramcza)acy warunek [ |m(u)|f(u)du < o0 i E|Z1| < o0,
Devroye [1], Greblicki, Krzyzak i Pawlak [14].

W pracy tej zakladamy, ze rozklad sygnatu wejSciowego jest na tyle regularny, ze 15tmeje
jego gestosé. Z zatozenia tego mozna zrezygnowa¢, gdyz okazuje sig, ze algorytm zbiega si¢
do nieznanej charakterystyki takze przy dowolnym rozktadzie sygnatu wejSciowego nawet
takim, ktory gestosci nie posiada, Devroye [1], Devroye i Wagner [3], Greblicki, Krzyzak
i Pawlak [14], Stone [31].
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Twierdzenie 1 daje sporg swobod¢ w wyborze jadra K i ciagu liczbowego {h(n)}.
Jest oczywiste, ze wybor ten ma wplyw na szybkos¢ z jakg algorytm sie zbiega. Krytyczny
okazuje sig tutaj wybor ciagu liczbowego, gdyz wplyw jadra na te szybkos¢ jest niewielki.
Mozna wykazad, ze jesli zaréwno m jak i f sa w punkcie v dwukrotnie rézniczkowalne
oraz h(n) = cyn=3 ¢y > 0, to:

P{|in(u) — m(u)] > ejm(w)|} < din=4,
dla kazdego ¢ > 0, gdzie d; jest pewng liczba niezalezna od n, Greblicki i Krzyzak [13].
Rezultat ten moze stanowi¢ pewna rekomendacjg¢ odnosnie wyboru ciagu liczbowego.

Jesli chodzi o algorytm ortogonalny, to réine jego wersje otrzymywane przez wyko-
rzystywanie réznych uktadéw ortogonalnych wymagaja réznych sposobdw analizy. Majac
zatem na uwadze ograniczono$¢ miejsca poprzestaniemy na algorytmie z uktadem Her-
mite’a. Jak wiadomo, w ukladzie tym:

ee(u) = (28R 12e=w* 121 (y),
gdzie:
d* 2
dur©
jest k-tym wielomianem Hermite’a. Dla przykladu, Ho(v) = 1, Hi(u) = —2u, Hy(u) =
4u? — 2, Ha(u) = —8u? + 12u, itd.

Twierdzenie 2. Zalézmy, ze spetnione jest zatozenie (10). Jezeli f,g € L,,p > 1,
oraz:

Hi(u) = v’

N(n) L oo oraz N0, (12)
to dla algorytmu wykorzystujacego uktad Hermite’a
My (u) = m(u)  w/g prawdopodobieristwa

w kazdym punkcie u € (—o0, 00), w ktérym zaréwno charakterystyka m jak i gestosé f sa
rozniczkowalne i jednocze$nie f(u) > 0.

Dowod powyzszego twierdzenia mozna znaleZé w pracy Greblicki i Pawlak [15].

Trzeba dodaé, ze podobnie jak miato to miejsce wobec Twierdzenia 1 takze i w Twier-
dzeniu 2 zatozenie (10) mozna ostabié, Greblicki i Pawlak [15].

Warto w tym miejscu zwréci¢ uwage na to, ze zbiory punktow okre§lone przez Twier-
dzenie 1 i 2, w ktdrych algorytm z jadrem i algorytm ortogonalny z ukladem Hermite’a
zbiegajy sig, sa rozne. Jezeli np. sygnal wejSciowy ma rozklad normalny, to zgodnie z
Twierdzeniem 1 algorytm z jadrem jest zbiezny do m(u) w kazdym punkcie ciagtosci m.
Twierdzenie 2 zapewnia natomiast w tej sytuacji zbiezno$¢ algorytmu ortogonalnego jedy-
nie w punktach rézniczkowalnosci m. Réznica ta nie jest przypadkowa i wystepuje takze
przy korzystaniu z innych uktadéw ortogonalnych, gdyz ma glebsze przyczyny.

Odnosnie szybkoSci zbieznosci rozwazanego algorytmu ortogonalnego wiadomo, ze
jesli m oraz f sa dwukrotnie rézniczkowalne, to przy spetnieniu pewnych dodatkowych
zalozen:

P{[f, () — m(u)| > em(u)} < dan=*3,

e > 0,d; > 0, gdy tylko N(n) = [can!/?], gdzie ¢; > 0, natomiast [-] oznacza czesé
catkowita, Greblicki i Pawlak [15]). Zauwazmy, Zze szybko$¢ powyzsza posiada rzad n=*/3,
czyli ten sam jaki ma algorytm z jadrem. Warto dodaé, ze obserwacja ta powtarza si¢ takze
dla algorytméw korzystajacych z innych uktadéw ortogonalnych.
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2.4. Uwagi

Powyiej podano jedynie podstawowe wiasnosci prezentowanych algorytméw identyfika-
¢ji. Ograniczono sig przy tym do jednowymiarowego wejécia. O ile modyfikacja algorytmu
z jadrem na przypadek wielu wej$¢ i dalsza analiza nie stanowig powaznej trudnosci, to
nie mozna niestety tego powiedzie¢ o algorytmie ortogonalnym. Jak do tej pory, z wyjat-
kiem algorytmu z wielowymiarowym uktadem trygonometrycznym, niczego istotnego na
ten temat nie wiadomo.

Duze zainteresowanie budzi btad catkowy, a nie tylko punktowy, do ktérego ograni-
czyli$émy sie tutaj, gdyz podaje on globalng ocene jakosci algorytmu. Do bigdu catkowego
wrdcimy omawiajac rezultaty eksperymentu numerycznego. Badana jest takze zbieznosc z
prawdopodobieristwem 1, oraz inne typy zbieznosci probabilistycznej. Otrzymywane w lite-
raturze rezultaty dotycza takze specyfikacji punktow, w ktérych algorytmy sa zbiezne. W tej
pracy stwierdziliSmy np. zbiezno§¢ w punktach ciagtosci, czy rézniczkowalnosci nieznanej
charakterystyki. Znane sa wyniki o zbieznosci w prawie wszystkich, wedtug odpowiednich
miar, punktach.

Stosuje sie takze rozne pochodne wersje przedstawionych powyzej algorytmow. Od-
no$nie algorytmu z jadrem warto wspomnie¢ o jego wersjach rekurencyjnych, Devroye i
Wagner [2], Greblicki i Krzyzak [13], Greblicki i Pawlak [18].

Warto odnotowaé probe zastosowania algorytméw ortogonalnych do estymacji zmie-
niajacej si¢ w czasie funkcji regresji, czyli inaczej méwiac do identyfikacji obiektu niesta-
cjonarnego, Greblicki, Rutkowska i Rutkowski [21].

Obszerny i szczegSlowy przeglad wynikéw uzyskanych w dziedzinie nieparametrycznej
estymacji funkcji regresji oraz gestosci prawdopodobiefistwa zawiera ksigzka Prakasy Rao
[24]. Mozna w niej znalez¢ bogaty wykaz publikacji wydanych do 1980 roku dotyczacych
nie tylko estymacji jako takiej lecz takze zastosowarn.

3. 1dentyfikacja systeméw dynamicznych

Podejécie nieparametryczne zastosowano takze do identyfikacji pewnej klasy nielinio-
wych systeméw dynamicznych. Klasa ta obejmuje systemy okreslane jako systemy Ham-
mersteina, a ktére nazwe zawdzieczajg temu, ze ich zachowanie opisuje sig funkcjonatem
Hammersteina.

Zn

Un Wn podsystem Yn

dynamiczny

Rys. 2. Identyfikowany system Hammersteina

W systemie takim, rys. 2,
W, = m(U,),
gdzie m jest nieznana nieliniowa charakterystyka. Podsystem liniowy opisywany jest naste-
pujacym réwnaniem Stanu:

Xn,+l = AXn + b"'vn
Y, =X, + 7y,
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gdzie X, jest wektorem stanu, 7, szumem pomiarowym, Y, wyjSciem systemu, 7" ozna-
cza transpozycje. A, b oraz ¢ sa nieznane, lecz wiadomo, ze A jest macierza, kiorej wszy-
stkie wartodci wlasne leza wewnatrz kota jednostkowego. Podobnie jak poprzednio sy-
gnal wejéciowy jest stacjonarnym bialym szumem losowym okreSlonym tym razem dla
n = ...,—1,0,1,.... Odnosnie zakiicen pomiarowych zaktadamy, ze maja skonczona
wariancje. Nieznana charakterystyka m spehnia nastepujace zatozenie:

Im(w)| < ey + ez,

dla pewnych c; oraz c;. Dzieki temu zadanie jest prawidtowo sformufowane w tym sensie,
ze X,, bedace suma nieskoniczonego szeregu zmiennych losowych jest takze zmienna lo-
sowa. Jest oczywiste, ze zatoZenie to nie jest w zadnym wypadku zwiazane z przedstawiong
ponizej metoda identyfikacji.

Zadanie polega na identyfikacji obydwu podsysteméw na podstawie obserwacji wejscia i
wyjscia catego systemu tzn. na podstawie [/}, Y1, U2, Y2, . . .. Poniewaz odpowiedZ impulsowg
podsystemu liniowego mozna tatwo estymowaé metodami korelacyjnymi, ograniczymy sig
do identyfikacji podsystemu nieliniowego.

Zauwazmy, ze:

E{Y,s1 | Uy = u} = am(u) + 3, (13)
gdzie o = ¢Tboraz 3 = T AEX,.

Zatézmy chwilowo, ze ggsto$¢ sygnatu wejSciowego jest funkcja parzysta, a nieznana
charakterystyka nieparzysta. Wowczas £ X,, = 01w rezultacie 8 = 0. Do przypadku 3 # 0
wrocimy pozniej. Estymacja funkcji regresji (11) prowadzi zatem do wykrycia am(u), gdzie
« jest nieznana liczba. Nie jest to jednak specyficzna wtasnoscig prezentowanej metody,
lecz cecha ogdlna wynikajaca z szeregowej struktury identyfikowanego systemu. Kazdy
bowiem algorytm konstruowany przy przyjetych w pracy zatozeniach wstepnych o systemie
posiadaé moze jedynie zdolno$é estymacji nieznanej charakterystyki z doktadnoscia do
nieznanego mnoznika, ktérym w naszym przypadku jest a.

Algorytm z jadrem przyjmuje teraz nast¢pujaca postac:

- o fu—U;

E Ii] = -1

R , Yk ( h(n) )

mp(u) = —; ; (14)

> x (“Far)

i=1

natomiast algorytm ortogonalny zachowuje posta¢ (9) z ta réznica, ze teraz:

. _ I
== S Vipe(Uic),
iy = — Y Vier (i)

i=1

~ 1< .

m-;;me)
Trzeba tutaj zwrdci¢ uwage na zasadnicza réznicg pomigdzy sytuacja obecna, a ta, z ktora
mieliSmy do czynienia przy identyfikacji systemu statycznego. Wtedy wnioskowaliSmy na
podstawie obserwacji stochastycznie niezaleznych par (U1, Y1), (Uz, ¥2), . . ., natomiast teraz
identyfikujemy majac obserwacje par zaleznych (Uy, Y1), (U1, Y2),.. .. Pary te sa zaleine,
gdyz zmienne losowe Y1, Y, ... sa zalezne, poniewaz sa wyjéciem systemu dynamicznego.
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Obecny problem sprowadza si¢ do poprzedniego gdy A = 0, tzn. gdy liniowy podsystem
dynamiczny redukuje si¢ do opdznienia o jedna chwile.

Wspomniana powyzej zalezno§¢ obserwowanych par powoduje pojawienie si¢ dodat-
kowych trudnoSci analitycznych i dlatego ograniczymy sig jedynie do stwierdzenia, ze re-
zultaty dotyczace algorytmu (8) podane w Twierdzeniu 1 mozna powtdrzy¢ dla estymatora
(14), Greblicki i Pawlak [16, 17]. Pewnym zaskoczeniem jest, ze wystapienie zalezno$ci
pomiedzy obserwacjami nie powoduje zmniejszenia rz¢du szybkoSci zbieznoSci.

Mozna wykazaé, ze teza Twierdzenia 2 dotyczgca algorytmu ortogonalnego z systemem
Hermite’a pozostaje stuszna takze i teraz, Greblicki [11]. Szybko$¢ zbieznoSci takze nie
ulega pogorszeniu.

Do tej pory procesy {U,} i {¥,} byly okreSlone dlan = ..., —-1,0—1,... 1 byly
przy tym stacjonarne. Interesujaca jest takze sytuacja, gdy procesy te definiowane sa dla
n =0,1,2,.., tzn. gdy nie maja one w chwili zerowej zadnej historii. Proces {Y,,} jest
teraz niestacjonarny, pomimo, ze proces wejsciowy i system jako taki sa stacjonarne. Latwo
spostrzec, ze teraz

F{Yhs1 | Un = u} = am(u) + 5y,
gdzie 3, = cTAEX,, przy czym EX,, = A"x, gdzie x) jest poczatkowym wektorem
stanu. Zaktadamy ponadto, ze wektor ten nie ma charakteru losowego. Okazuje sig, ze
algorytm z jadrem zachowuje sig poprawnie takze i w tej sytuacji (Greblicki i Pawlak [19]).

Ze wzgledéw obliczeniowych wygodnie jest niekiedy stosowaé rekurencyjne wersje al-
gorytmu (14) (Greblicki i Pawlak [20]). Definiuje si¢ je nastgpujaco:

. 1 .y u——U,:_l
ZF(T)“‘( 16 )

m! (u) = i=lﬂ

__L v 'lt—U,j_l
;/:(i)]( h(i) )

oraz:

Latwo sprawdzié, ze m], (u) = L], (u)/ M} (uv), gdzie:

Ip bt pu=Uig
l —_ 7/ . - . . u
L(u)=L,_(u)+ n[h(”)),,h( h(n) ) Ln_l(u)]

oraz:

1 1 . u——U,-_1
M. () = M_ (u) + — [ ——h — M _ ()],
M () = My (u) n[h(n) \( hn) ) ! "_1(11)}

przy czym Lj(u) = 0 oraz Mj(u) = 0. Alternatywna formufa rekurencyjna, ktéra podamy
dla drugiego z przedstawionych powyzej algorytmow identyfikacji, jest nastepujaca:

o f U= Ui_
Li(w) =L} _ () + Y, K (W)
oraz
w—U_
MIu)y=M]_(u)+ K (Et—h(%%——l)
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przy czym L{/(u) = 0 oraz M{}/(u) = 0. Przez L]/(u) i M,/(v) oznaczyliSmy odpowiednio
licznik i mianownik we wzorze definiujacym algorytm.

Wrécimy teraz do zalozenia dotyczacego 3. Jezeli 5 # 0, to mozna jednak w pewnych
sytuacjach estymowac m(u). Jesli bowiem m(0) = 0, co jest jak sie wydaje czgstym przy-
padkiem, to jako algorytm identyfikacji mozna przyja¢ m,(u) — m, (0). Jest oczywiste, ze
proponowany algorytm zbiega si¢ do am(u), jesli tylko m,,(0) zdaza do m(0).

4. Przyktad numeryczny

Podane w pracy rezultaty analizy teoretycznej dotycza wtasnogci asymptotycznych. Nie-
wiele, je§li cokolwiek, wiadomo o ich zachowaniu si¢ dla niewielkiej liczby obserwacji. W
tym obszarze musimy si¢ jedynie zadowoli¢ wynikami badan symulacyjnych. Ponizej po-
damy wyniki eksperymentu numerycznego, w ktérym zbadano zachowanie sie dwdch al-
gorytmow, przy pomocy ktérych estymowano charakterystyke nieliniowa w systemie Ham-
mersteina. W systemie tym charakterystyka ta jest funkcja nieciagla i jest zdefiniowana
nastgpujaco:

0,4 dla0,S5<u
m(u) = < u dla -0,5<u<0,5
-0,4 dlau< -0,5.
Ponadto X,, jest skalarem, przy czym X, 4 = 0,2 X, + Z,. Sygnal wejéciowy ma rozktad
réwnomierny na odcinku (—1;1), a zak!écenie na odcinku (=0, 5;0, 5). Pierwszy z estyma-
tordéw, to algorytm z jadrem, przy czym jako jadro przyjeto (6). Jako drugi zastosowano
algorytm ortogonalny z uktadem trygonometrycznym.

Jakod¢ kazdego z tych algorytméw oceniano biorac pod uwage $redni, catkowy btad

kwadratowy (MISE):
0.8

E f (mp (v) — m(u))? du,

-0,8

przy czym jako m, (u) przyjmowano kolejno kazdy z dwéch algorytméw. Jakosé oceniano
na odcinku begdacym czgScia wyjsciowego przedziatu (—1;1). Uczyniono tak, aby nie dys-
kwalifikowa¢ z gory estymatora trygonometrycznego. Jak bowiem wiadomo, rozwinigcia
trygonometryczne nie zachowuja si¢ poprawnie na koncach odcinka, na ktérym dokonuje
sie tego rozwiniecia.

Btad szacowano empirycznie na podstawie wielu niezaleznych realizacji. Jako liczbe
obserwacji przyjmowano kolejno 25, 50, 100, 200, 300 i 400. Jesli chodzi o estymator
z jadrem, to dla kazdego z powyiszych n wybrano eksperymentalnie takie h(n), ktore
minimalizuje nasz btad catkowy. Podobnie postapiono z algorytmem trygonometrycznym
z ta réznica, Ze tym razem wybierano optymalne N(n). W ten sposéb dla kazdego z
estymatordw otrzymano, dla podanych powyzej n, najmniejszy, mozliwy do uzyskania btad
catkowy, a wyniki przedstawiono na rys. 3.

Narzucajacym si¢ spostrzezeniem jest o, ze otrzymane wykresy sg bardzo podobne,
gdyz zaobserwowane réznice w znacznym stopniu mieszcza sie¢ w ramach btedu spowodo-
wanego empirycznym charakterem przykladu. Wydaje si¢ wiec, ze podane wyzej wyniki
analizy teoretycznej i przedstawione rezultaty przyktadu symulacyjnego sktaniaja do wnio-
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4 1000 MISE

o algorytm trygonometryczny

20r x algorytm z jqdrem

L1 | I 1
0 2550 100 200 300 400 n

1

Rys. 3. Zalezno$é bledu catkowego od liczby obserwacji

sku o bardzo podobnym zachowaniu si¢ obydwu algorytméw zaréwno dla matych jak i
duzych n.

5. Uwagi koncowe

W niniejszej pracy ograniczyliSmy si¢ do dwdch typdw algorytméw nieparametrycz-
nych. Trzeba jednak stwierdzi¢, ze bada si¢ ich znacznie wigcej, a najpopularniejsze z nich
wydaja si¢ splajnowy, Silverman [30], i najblizszy sasiad, Stone [31]. Czynione sa takze
proby powiazania podejScia nieparametrycznego z metoda najmniejszych kwadratéw, Ra-
fajtowicz [26].

Tutaj omawialiémy sytuacje, w ktérej system pobudzany jest sygnatem losowym. Ba-
dane sa takze algorytmy identyfikujace nieznana charakterystyke obiektu statycznego w
przypadku, gdy wejdcie jest natury deterministycznej, Gatkowski i Rutkowski [4], Ge-
orgiev {5, 6], Georgiev i Greblicki [7], Priestley i Chao {23], Schuster i Yakowitz [29].
Czynione sa préby zastosowania ich do identyfikacji systemow opisywanych réwnaniami
o pochodnych czastkowych, Rafajlowicz [25], a takze niestacjonarnych Rutkowski [27,
28].

Na zakonczenie nalezaloby jeszcze raz stwierdzié, ze metody nieparametryczne stwa-
rzaja mozliwodci identyfikacji systeméw w warunkach daleko posunigtego braku infor-
macji wst¢pnej o badanym systemie. Jest przy tym oczywiste, ze zaplaci¢ trzeba za to
pewna ceng, ktora jest wolniejsza ich zbiezno$¢. Jak podaliSmy, szybko§é, ktéra zapewniaja.
one przy dwukrotnie rozniczkowalnej charakterystyce, jest rzedu n~*5, Metody parame-
tryczne maja z reguty rzad n—!. Z drugiej jednak strony algorytmy nieparametryczne sa
pod wzgledem obliczeniowym nieporéwnanie szybsze od parametrycznych otrzymywanych
np. metoda najmniejszych kwadratéw, ktéra wymaga czasochlonnego odwracania macie-
rzy. ROznica ta staje si¢ tym bardziej istotna im wigkszy jest wymiar nieznanego wektora
parametrow.

Wydaje sie, ze na koniec mozna stwierdzi¢, Ze nieparametryczne metody estymacji sg
istotng propozycja ze strony statystyki matematycznej, ktéra warto wykorzystaé i rozwijaé
dla potrzeb identyfikacji systemow nieliniowych.
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B. TPEBJIHIKH

HETTAPAMETPUYECKAA WIEHTUPUKAIIUA CUCTEM YIIPABJIEHUA

Pesonme

B paBorTe npencraBiienbl HenmapaMeTPUUECKME ANTFOPUTMbI OIEHKM byHKUMU perpecumn, a Tak-
K€ MPpUMEHEHHE NX K MACHTUPUKANMU cucTeM ynpapinenus. JlaioTcsa MX ocHOBHBIE CBOMCTBA, Ta-
KHE KAaK! CXOAUMOCTb U CKOPOCThb DTOH CXOAWMOCTH. 3aTeM DPAacCMATPUBAIOTCH HeNapaMeTpu-
YeCKHe aJIFOPUTMBI UAEHTUGUKAUNH HEKOTOPOr'O KJAacCa HENMHEeMHBIX AMHAMUUYECKUX CUCTEM M
ApeACTaB/EHBL Pe3y/IbTaThl, KaCalommreca UX cxoaumocTu. PaboTa aBasieTcs npex e Bcero npen-
CTaBJieHHeM HelapaMeTPUUECKUX METOAOB C TOUKMU 3PEHMA NPUMEHEHUSA UX B MACHTUOUKALUU U
PacCMAaTPUBAET PE3YNbTAThl, NOAYUEHHBIE JO HACTOSALLETO BpeMeHU B »Tol o6nacTH.

W. GREBLICKI

NON-PARAMETRIC IDENTIFICATION OF CONTROL SYSTEMS

Summary

The paper presents non-parametric algorithms for estimation of a regression fuction. They are applied for
identification of control systems. Basic properties of these algorithms, such as convergence and speed of conver-
gence, are determined. Non-parametric algorithms to be used for identification of a certain class of nonlinear
dynamic systems are also examined. Results concerning their convergence are giver. The paper is aimed, first of
all, at presenting non-parametric methods from the standpoint of their application for identification purposes.
Results in this field obtained so far are discussed.



