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ASYMPTOTYCZNIE OPTYMAINE UCZENIE ROZPOZNAWANIA

1. VWstep

Wykorzystanie nieparametrycznych estymatoréw gestodci prawdopodobienstwa
Prowadzl w pewnych sytuacjach do asymptotycaie optymalnych procedur uczenia
rozpoznawania. Algorytmy, w ktérych zastosowano oszacowania Rosenblatts—Parze-
na (RP) czy tez Loftsgaardena-Quesenberry‘ego (1LQ) sa asymptotycznie optymal-
ne gdy np. wszystkie ggstosici charakteryzujace poszczegdlne klasy sg prawie
wszqdzie ciagle, patrz Greblicki [3] lub calkowalne z kwadratem, Wolverton
1 Wagner [14]. Obecnie wykazemy, e procedury, w ktérych stosuje sig estymato-
Ty RP w wersji oryginalnej lub rekurencyjnej albo estymator 1Q 33 asymptotyoz-
nie optymalne dla dowolnych ggstosciw klasach. Pokazemy w tym celu,
2e wazystkie wymienione .oszacowania 33 prawie vazqdzie punktovo z;odne lub no—
o zgodne.

2.. Estymatory gestosci prawdopodobiefistwa ) o .

Wykazemy teraz, 2e estymator RP, rekurencyjny estymator R.P'mz estymator
1Q s3 zgodne lub zgodne z p.1 prawie wazgdzie. Niech X.l,...,xn quzio ciggiem
niezaleinych obserwacji p-wymiarowe} zmiernmej losowe) X o gestodci pmdopodo-
biaistwa f. Rozwazymy nastgpujace oszacowanu £(x): '
&/ eatymator RP

zn(x)an hnl’f__‘ K(bh (z-xi)). , (1)
b/ rekuwencyjny estymator RP
T(x) = ‘; n7*Pr(n7(x - x,_)) / ? - ‘> v (2)
c/ estymator 1Q 5 '
' L(x) =k VRP(x,k) . (3)

v eatyna‘bomch (1) 1 (2) Jadro K jJest dowolng funkcjg gestosci prawdopodobiexi—
stwa a {hn} Jest ciggiem liczbowym. W oszacowaniu LQ {lﬁ‘} Jest ciagiem liczbe-
wym, V objgtosciy imli jednostkowej w RP, mtonmt R{k,x) jest odlegtoscig
pomiedzy xeRP 1 k-tq najblizsza obserwacja. Zauwazmy, 28 dwa pierwsze oszaco-
wania 83 - w odréinieniu od trzeciego - same ggstodciami. Zauwazmy pmdto,

te dla a=1 oraz a-O estymafor (2) przyjmuje nastgpujace postacis

= é nPx(ag (x - X,) (2a)
E K(h7l(x - xi)) / E n? . ‘ (2v)

Estymator (2) by2 badany - lecz jedynie dla a=1 tzn. w postaci (2.)- przez
Yamato [15].
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Podamy teraz warunki, ktdre zapewniajy zgodno$é slabg i mocng wymienionych wymw;
2e) estymatordéw w punktach Lebesgue ‘a goatoscl £ tzn. nie tylko w punktach jej cia-
gloéci ale takze w prawle wazystikich - w senslie miary Lebesgue‘a - punktach xeRP,
Twierdzenia 1-3 83 rozwinigclem dotychczasowych prac, patrz Parzen [13] , Yamats [15]
oraz Loftsgaarden ,Quesenberry [10] , w ktdrych badano zgodno$¢ ‘jedynis w punktach
ciagtoéci gestosci f. To, ze wykazulemy ich zgodnoéé w prawie wazystkich punktach
pozwoll péiniaj udowodnié, ze odpuwiednle procedury uczenia rozpoznawania a3 asymp-
totycznie optymalne dla dowolnych ggstosci w klasach. “

Twierdzenia 1
Zalézmy, 2e dla nieujemnego 1 ograniczonego jadra K

fK(x)dx = 1 oraz K{x) = 0(|xt{p+t) (u)
dla dowolnego t>0. Jesli

hh;.o oraz nhg——-oo gdy n - o0 , ‘ ' (5)
to estymator RP jest zgodny w punktach Lebeague ‘a ggstosci f. Jeéli ponadts
n}{/log n—oco gdy n— oo, - (6)
to eatymator ten jest zgodny z p.1 w tych samych punktach.

Uwaga 1

‘Przyktadem jadra, ktdre spalnia zalozenia twierdzenia mo2e by¢ np. gestosé ro-
zkladu normalnego. Jesli natomiast ciag hn Jest typu»-n'b, to warunek (5)- jest spei-
"'niony dla O< b<1/p. Jest oczywiste, Ze zachodzi. wtedy takzs (6) .

Twierdzenie 2
Zalddmy, 2e jadro K speinia zaloienia hierdzanh 1. Jedld

n - - .
h, -0 oraz Eh{““‘” / [Z ub "] —0myn=-oo, (7).

i=1
to relarencyiny éitymator RP jest zgodny w punk‘tat;h Lebesgue ‘a guatodci f. Jedli po-
nadto :
1ﬁ(‘l-Za) / [Z hp(1-n)] <co, PR (8)"
n=1 : _
to eatymator ten jest mocno zgodny w tych samych punictach. -
Uvaga 2

Dla a=1 drugie 2z zalozed (7) ma matqpujch poatad: .
-2
n h — 0 gdy n—~o0
= :
natomiast (8) oznacza,ze
n-2§p< o0,
Dla a=0 obydwa zalo2enia aq épe}nione gdy popraatu

% - oo

Uwaga 3
- Dla h typu n~P za}.ozenia (7) 33 spelnione gdy.0<b<1/p (dln dowolnego a) .
Speiniony jest wtedy tak2e warunek (8) . -

Twierdzenie 3
Estymator 1Q jest zgodny w punktach Lebeague‘a mstoﬁoi £ gdy
kn—’oc oraz ka/n—»o gdy n—oo . . 9)
Jefli ponadto
' 15‘ log n/n-—=>0 gdy n— oo, ' (10)
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to estymator ten jeat mocno zgodny w tych samych punitach.
3. Procedury uczenia rozpoznawania

Oznaczmy przez P4s-esPy Oraz przez £1,...,tM prawdopodobieristwa a priori poszcze-
gélnych klas oraz p-wymiarowe ggstosci prawdopodobieristwa w poszczegdlnych klasach.
Jalt wiadomo, dla fumkcji strat typu 0-1 ryzyko jest rdwne prawdopodobimistwu biednej
kKlasyfikacji 1 jest najmniejsze - oznaczmy Je przez RO - gdy kazde x¢RF zalicza ale
do dowolrej klasy i, dla ktdrej pyfy(x) osinga najwigksza wartosdé. Zaldimy, ze ani
prawdopodobieristwa a priori ani gestoéci w klasach nie a3 znane. Bedziemy ju. azacowad
na podstawie ciggu uczacego (L1,X1) ,...,(Ln,xn) tzn. cijgu prawidlowo sklasyfikowanyh
obserwacji Xi; Li Jest klasa, z ktdrej pochodzi obserwacja Xi. Podzielimy w tam celu
clgg obserwacji na M podciggdw

(:c},...,x;"), PR .(X“.---.Xg) ’

'z ktdrych kazdy sklada 513 z obsemac;ji pochodzgcych z poszczegélnych xlas. Niech Pyn®
N /n bedzie estymatorem Py zez fm X oznaczmy oszacowanie r X 'wyznaczone na pod-
stawie i-tego podciggu. Rozwazymy regule uczenia rozpoznawania, ktéra kazde x R® zali-
cza do dowolnej klasy i , ktdra maksymalizuje pmrm( x) 1 oznaczmj przez R, odpowiada-
Jace Jej ryzyko.

Stosujac oszacowania (1) - (3) otrzynuje sig zatem reguiy o nastgpujacych funk-

cJach dyskryminacyjnych: -

. - : .
IR A R | - -~ i (1-¢

Z Twierdzenia 1 oraz z twierdzenia o asymptotycznej optymalnoéci regut uczenia
rozpoznawania podanego W pracy Greblickiego [ 3] wynika. .

Twierdzenie-4 ) .
¢ Jedli jadro X speimia zalofenia twierdzenia 1 oraz zachodzi (5), to dla procedwry
wykorzystujace] estymata'RP RA — Ro wedlug prawdopodobieristwa 8dy n—° . Jesli ponad-
" to spelniony jest warunek’ (6) » to R — Ry-2z p.1 gdy n—~oo, Obydwie zbieinodci zacho-
dza dla dowolnych gestosici w klasach. : :

Jest oé:zywisfe,‘ 2e analogiczne twierdzenia mona podad . dla regux atosudqcyi:h reku-
rency;]ny estynamr RP lub estymator LQ. Ze wzgledu-na ograniczcnoéé miejsca nie podamy
*ich tutaj. Nalezy Jednak jeszcze raz podlcreﬂié 2e reguly o podanych. powyzeJ mnkc:jnch
dyskryminacyjnych tzn. reguly wyprowadzone z ,rozpatrywanych w.pracy estymatordw mstoé—
ci prawdopodobiensﬂa 8g asymptotycznie optymalne dla dowolnych gestodel
" w Klasach. Rezultat ten stanowi istotne rozwinigcie dotychczasowych: rezultatdw. Dotych-
* ‘czas zakladano, %e np. gestodci w klasach sg catkowalnie z kwadratem, Wolverton 1 Wagper

[14], lub 2e s3 ciagle prawie wazedzie, Greblicki[B u.

td

4L, Uwagi koficowe

‘Przedstawione w pracy reguly uczenia rozpoznawania staj}q sig jeszcze prostsze,
"1 nie tracy przy tym swolch w2asnoS$ci, gdy stostue aig Je w 1:\1 modytibovmod fornmie,
patrz Greblicki (4].
.Warto zazhaczyé, 2e.asymptotyczng optymalnosé mozna uzysh';é takze w uczeniu z tzw.
pfobabiliatycznyin" trenersn tzn. takim, ktéry moze blgdnie klasyfikowad obserwacje ciggu
- uczgoego, Greblicki (57, Mozna. takze wykazaé, 2e reguia uczenia moze niekiedy msyﬁb-
waé lepiej ni2z tremner.
. Podejscie nieco inne od przedstawionego w to:) pracy polega na stosowaniu nioparnct-
rycznysh estymetoréw funkcji regresji, co zrobili np. Dcvroyo 1 H’ccur [1 I Gszacowania
ortogonalne stosowal z podobnym skutkien Greblicki (6] .
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Jest oczywiste, Ze szybkosc zbleinodci procedur zalezy-od clagiw {hx;ﬁ 1{%‘

oraz jadra K. Problemu ich wyboru nie bgdziemy tutaj poruszaé, a zainteresowanych
odsylamy do prac Fulumagi i Hostetlera [2] oraz Greblickiego % Krzyzaka [7] .

5.

Dédatgk

Ze wzglqdu na szczuploéé miejsca podamy Jedynie szkice dowod 6w 'l\vierdzeﬁ 1-3.

Zauwazmy przede wszystkim, 29 dla ;jqdra Jak w Twierdzeniu 1

‘pm\(h'1(x-x))—> 2(x) gy b=0 1 EX(n (x-x)<ch? c> 0,

W punktach Lebesgue a gystoel f, patrz Neri [12, str. 15] . Korzystajac z powy -
szego moina wykazad slaba zgodnogd estymatorw (1) 1 (2) . Dla wykazania mocned
zgodnos$ci pilerwszego z nich wystarczy wziaé pod uwage P“f (x)-Ei‘n(x)l> t} 1 sko-
rzystac z nierdwnosci Bernsteina, Hoeffding [8], 1 lematu Borela-Cantellego.Przy
drugim estymatorze. wystarczy wziaé pod uwagg twierdzenie Kolmogorowa, Loéve [ 9,
st‘r. 250] Twierdzenie 3 jest konsekwencjg Twierdzenia 1 4 Twierdzenia 1.1 w pra-
cy - Moore ‘a i Yackela [
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