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ROZPOZNAWANIE OBIEKTOW NA PODSTAWIE OSZACOWAN GESTOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA

I. Wstep _

Rozwazania nasze rozpoczniemy dd przedstawienia zagadnienia roz-
poznawania jako decjzy;jnego problemu Bayesa. Dla prostoty zatozymy, ze
rozpozrawane obiekty nalezq do dwéch klas 1 i 2 oraz przez p; i p, ozna-
czymy aprioryczne prawdopodobiefistwa kazdej z nich. Decyzjg o przynalez-
nodci obiektu podejmuje 8ig na podstawlie wektora obserwacji xe X = Rk.
Ggstosdci w poszczegélnych klasach oznaczymy przez f1(xj i f,(x) « Jakosé
féguly decyzyjnej Y(x) oceniana Jjest przez ryzyko

- SRl ) (0 o,
, 3=1
gdzie L (1,3) Jest funkcja strat, o ktdrej zaktadamy, ze L(1,3j)=1- 513
gdzie 51 ; = symbol Kroneckera , Jak wiadomo, optymalna reguta decyzyj-
na \yo(x) klasyfikuje x do klasy, dla ktérej
Py i<x)
osizga najwigkszg wartodé. W caktej pracy zakiadamy, ze aprioryczne praw-
dopodobienstwa Pq i Po nie sg znane, Prowadzi to 'do tzw. empirycznego

problemu decyzyjnego Bayesa, patrz [8] ¢ Zaktadamy takze, %e nieznane ag
rozklady w klasach f,(x) 1 £, (x)

II. Uczenie rozpoznawania jako empiryczmy problem Bayesa,
Podstawg konstruowania procedur rozpoznawania jest ciag uczgcy

(WysXq) 5 eees (wn,;:n) ’ |
tzn, ociqg niezaleznych par (klasa, obaerwac;}a) « Dla wygody, obserwacje
tego ciggu podzielimy na dwa podciggi

X11, scay 11n1,
x21, ey x2n2,

,;1-'0~n2-n, obserwacji pochodzicych odpowiednio z klasy 1 i 2. Prawdopodo-
biedstwasprioryczne szeo -~ sig nastepujaco
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~ . "
Pijy = py/n, 1= 1,2.
Oznaczymy przec fm(x) i fzn(x) oggacowania nieznanych ggstodcia. Zatozmy,
ze empiryemna regul d.cyzyjna, patrs [ﬂ] s tan. regula ucszenia rozpocna-~

wania Lun(x) zalicus x do klasy, dla khdrej

by £, (x)

in“in .
osinga najwigkszg wartodcé. Ciy regnt ucsenia rozpoznawania {kyn(x)} nazy-
wa sie procedura ucuenia rospoznawania.

Jegt ocayvicte, se podstawowym vyma:;uniem natozonym na procednrg
uczenia jest zadanie zbieznodci cijzgu smiennych losowych {R(q/n)} do mi-
nimalnero ryzyka Bayesa R(k}/o) tzn. sudunie agymptotveznel optymalnoéei.
Jest naturalne, e fukt zachodoenis 'ej wlasnodci zalety od wiasnodci cuza-
cowan ggstosdci w posseusegdlnych klagich, varunkil asymptotycznej optymal-
noéci procedur ncsenis rouposnavenis omiswanych  w tej pracy podaja nue-
tgpujace twicrdzenia, patr= ['3] i [4] :

Twierdcenis 1

Jesli vazicowenia gestodci ea sendne prewie wszgdzie, tan,

?in(x)—*fi(x) , 1= 1,7, | (1)
wediug pfuwdopodobieﬂntwa, gdy n—=02, dlu prawie wezyctkich (wediug mia-
ry Lebesgue a) xe X, to
R(Y ) R(y )

wediug prowdopodobieristwa, gdy n——0Go, oraz

lim R(Y ) = R(y,) .
n=—eo0

Twicrdzenie 2 . ’ ! i -
Jesli oszacowania gestosci sn mecno sgodne prawie wszgdzie, hzn.

20— f(x) ,1i=1, 2, 7 (2)
z prawdopodobiedstwem 1, zdy n-=>< , dla pravie wuzystkich (wediug mia-
_ry Lebesgue’a) xeX, to o
CR(Y )= Rly ) -
Zz prawdopodobiengtwem 1, gdy n-=oo, oraz-

lim BR(y ) = R(¥.) .

n—e O

Rozpatrzymy teraz dwa podstawowe przypadki. i pierwszym, tzw,
parametrycznym, rozklady w klasach zaleza od nieznanych parametrdw, a w
drugim, tzw. nieparametrycznym, rozkXady te sa zupeinie nieznane,

I1I. Procedury parametryczne

3e3e Oszzcowania hajbardziej wiarogodne _

Zaxdzmy, %e rozkiady w klasach zaleza od parametrdw 7\1 i A 2
w nastgpujacy sposéb: f, (x; A i) oraz, ze rzeczywiste wartosci tych
parametrdéw 7\10 1 A,gs nie sg znane,
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Nieznane parametry mozna szmcowad makeymalizujac funkcje wiarogod-
nodci

=]

.

Jako oszacowania ggstodci w klesach mozna nastepnie przyjaé
fin(x) = (x5 A y)

gdzie A in %8 najbardziej wiarogodnymi oszacowaniami nieznanych paramet-
réw, i

Jak wiadomo, przy dosé ogdlnych zaiofenlach oszacowania te sa moc-
no zgodne, patrz np. f2] o« Wynika ut%ad, ze proy zalozeniu ciggiodei fun-
kejd fi(x; A i) y 1 = 1,2, tokie nazacowania ggstodeci sg moeno zgodne dla
wezystkich x € X. Oznacza to, e spelnlone jest zwtoienie (2) , a zatem,
zgodnie 2z twierdzeniem 2, procedura ucwuenin rozposnzwanis jest asympto-
tycznie optymalna.

Jedli ponadto oszacowania nieznanych parum:tr'w sg dostuteczne,
patrz [7] , to procedury te sa bardzo proste pod wzglgdem oblirzeniowym,

Przyktad .
3atdzmy , Ze rozkiady w klasach sg normzlne o nieznanych érednich m,
i m, oraz znanych dyspersjech 61 i Gé. Metodg najwigkszej wiarogodnoé-
cl otrzymuje sig nastegpujace aszacowania'wartoéci érednich
-
e WY
ktére sg dostateczne i, jak to wynike z mocnego prawa wielkich liczb,

M4n = iy

88 mocno zgodne. Jest wigc oczywiste, ze

2
. (x-i, )° (%-my)
. ? = 1 : - in —’1 4 ('- )
1n(%) 1T 5, g { 2 6? ) 27 6, orp 2 612:

%z prawdopodobiedstwen 1, gdy n—» oo, dla wszyutkich = € X. Stad i z twier-
dzenia 2 wynika asymptotyczna optymalnosé pruocedury uczenia rozpoznawanie.
3.2+ Oszacowania Bayesa e
Zatdzmy, ze rozkiady w klasach zalezg od parametrdéw, Niech ponad-
to f<a1) i f(lz) bgdg apriorycznymi rozkiadami tych parametrdéw. Jako
oszacowania ggstodci mozna przyjaé

fin x) = fi (x/xi1, Aoo.o, xin‘) =

- in(x/xi) £ (Ma/rygs woer Tgn)d g s (3)

przy czym rozktad a posteriori jest réwny

. ni o
(A DS £5(x55/ A y)
f(%i/xi." ooy xini)’ =1 .

X[Iiczhik] ana i
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Jak wiadomo, przy odpowiednich zalozeniach rozkzady a posteriori

koncentrujy sig wokdl nieznanych paranetrow, patrz [2] s 8 przy odpowied~-
nich zleioninch o eiyplodei, estymotory sestosci sg mocno zgodne dla
wezys tlkich » € X, tone, %e proceduru uczenia rozpoznawania jest asympto-
tycznie oplym. lnn, '

Jes reskludy aprioryvezne reprodukuja sig, patrz [1] , f2] ’ [9}

to prucedury ncrenie rozpoznawania sy bardzo oszczedne pod wzglegdem obli—
czentovym,

Froyhdad .

7uddrmy, fe rozkBlad w klasie i jest normzlny o nieznanej sredniej
my i onanej dyspereji Si‘ Rozklad sprioryczny sredniej jest takie normsl-

ny o sirednicd i dyspersji 6’i. Rozktad a posteriori Sredniej Jest

bk
tekse normalny, putrz [2] , o wertodci oczekiwanej

8y Mg+ 10y 6y %

By +ny 64
gdzie n.
i
= 1
X; = —— x ’
i ny ij
J=1
i dvspersji
6151
Sy+n; 64

Eatymetor wartodci sredniej jest wiyc mocno zgodny, a zatem i oszacowa-
nie (' 3) jcst mocne zgodne we wszystkich punktach x e X.

Imne proykiudy procedur wykorzystujacych rozklady reprodukujzce
giy moinn vnuleié w precach [5] 1 [9]

IV. I'rccedury nieparametryczne

Jelzell gertodscl prewdopodobiefistwa w poszczegdlnych klasach 53
cedlowicie nieznane, to do ich estymacji mozna stosowaé tzw. oszzcowania
nicpuremetryczne, ktérych bogety przeglad mozne znuleié np. w pracy [10]

Dle przykiadu oméwimy procedurg wykorzystujacg estymaior Parzena 6]
n.
Bip(x) = —p] SR
in - k . s
n; h¥(ny) o h(n;)

gdzie {h (n)} Jest ciypiem liczbowym, a funkcja K(.) =~ jadrem oszaco-
wania., Dla pewnych cingliw npe. n -1/2k i pewnycn jader np,

2ﬂ'"k/2exp (- 1 xllzlz) , gdzie ﬂx" e X, estymator ten jest zgod-
ny w punktach ciijgiodeci gestosci fi (x) . Jedli zaten geetosci w klasach
s7 ciygle dla prewie wezystkich (wedlug miery Lebesgue’a) x € X, to,
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zgodnie z twierdzeniem 1, omewiana procedura rozpoznawania jest asympto-
tycznle optymalna,.

Zauwazmy, ze dla podanych powyzej ciiagu liczbowego i j3dra obger-
wecje x zalicza sig do klasy, dle ktdérej wyraezenie

ny 2k :
ng Z exp (-— ‘{ n, I X=X 5 I 2/2)
J=1

ogigga najwigkszg wartosé, Stosujac ten estymator w nieco zmodyfikowane]
formie otrzymuje sig¢ procedurg o identycznych wiasnosciach, ktdra prazy-
porzgdkowuje x do klasy, dla ktdre]

ny 2k
3{: exp (— ‘V:; Hx—xij“ 2/2)
=1

jest najwigksze, patrz [4] .
Inne, nieparametryczne procedury uczenia rozpoznawania i dokzZad-
ne oméwienie ich wiasno$ci mozna znalezé w monografii[4] .
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