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O pewnej metodzie uczenia w nieparametrycznym zadaniu
rozpoznawania obrazéw

W pracy podano pewien sposéb uczenia rozpoznawania na podstawie
znejomodci ciggu uczacego. Polega on na wykorzystaniu procesu a-
proksymacji stochastyoznej do ustalenia przyblizerr niezmanych
rozktadéw prawdopodobieristwa w poszczegblnych klasach, Otrzymane
przyblizenia stosuje sig nastepnie w optymalnej regule bayesows-
kie;j3 Przeprowadzono tekze analige doktadnosdci oszacowania roz-
Ektadbw,.

WSTEP

W zaleznosSci od stopnia znajomosci prbecesu pojawiania sig obra-
zéw istniejg rézne sposoby konstrukeji algorytmu rogpoznawanria, Jedli
znane jest 11066 klas, do kiérych one nalezs oraz prawdopodobiedistwa
pojawienia si¢ obrazu z kazdej klasy i rozktady w tych Kklasach, to
wyznaczenie najlepszej regulty rozpoznajacej nie przedstawia wigkszych
trudnodci. Problem znacznie sie komplikuje, jeéli rozktady 1 prawdo-
podobieristwa nie sa znane, Wiadciwe rozpoznawania poprzedza sig wow-
czas czesto tzw. cyklem uczenia, w ktérym obrazy 83 rogpoznawane
przez urzadzenie klasyfikujgce bezbiegdnie, zwane trenerem, Na podsta—
wie tych prawidlowych rozpoznati zdobywa sie pewne informacje o poja-~
wiasjacych sie obrazach, Istnieja rézne sposoby gromadzenia 1 wyko-
rzystania tej informacji po ecyklu uczenia, np., metoda mnajblizszego
4redniego obrazu NM, najblizszego sgsiada NN, czy tez najmniejszego
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przedziatu LI B]. W te] pracy podano jeszcze jeden sposdéd uczenia,
kt6ry poiega na stosowaniu metody aproksymacji stochastycznej do u=
stalanla empirycznych przyblizen nieznenych rozk}adéw na podsthewie
znajomosci clagu uczacego 1 zastosowaniuw ich w tzw, optymalnej baye-
sowskie] regule rozpoznawania,

PRZEDSTAWIENIE PROBLEMU

Bedziemy zakiadaé, ze obiekty, kitdre nalezy rozpoznad naleza do
M klas. Rozpoznawanie prowadzi sl¢ na podstawle pomiaréw k cech tych
obiektéw, Wyniki pomiaréw (obrazy), ktdére ozneczymy przez X mosna
uwazaé wige za elementy k-wymiarcwej przestrzeni X, Bedziemy dla w-
proszczenia pisad, ze obrasz x nalezy do klaesy i, jeéli obiekt, u kiéd-
rego wykoneno ten pomiar, nalesy do tej klasy.

Obiekty, a zatem i obrazy pojawlajg sle w sposdéd przypadkowy.
Prawdopodobiedistwo wystgpienia obrazu z klasy i oznaczymy przez Py

a gestosdé prawdopodobieristwe obrazéw w tej klasie przez fi(x), Jakodé
rozpoznawania ocenid funikcje strat L(i,j), gdzle i jest numerem klasy,
do ktdérej obraz zaliczono, a j numerem klasy, do kidrej on nalezys
Zaldimy dalej, ze funkcja strat przyjmuje warto$é najuniejsza vray
prawidiowym rozpoznaniu, tzn. ze

T(1,3) > L(1,3=1).

Jak wiadomo, rogpoznawanie polega na przyporzadkowaniu kazdemua
wektorowl x€ X numeru klasy, do ktdre] bgdzie on zaliczany, Ustalenie
algorytmu jest wigc réwnoznaczne z ckredleniem na przestrzeni X funk-—
eji ¥{x), ktéra kazdemu elementowi x przyporzadkowuje jedna z liczb
13250009My tj., numer klasy, do ktére] obraz x zostaje sklasyfikowany.
Najlepszym algorytmem rozpoznawania w.(x) Jest taki, ktéry minimali-
zuje ryzyko Srednie

R [¥(x)] = j 2. L0 ¥(x), )0, (x)dx. (1
X =1 4 d
Zatem
W'(x) =1,
Jedli
3 (1,3)p4£, (x) = mi %,
L b X) = min L P
3=Z1§ »3)pyty i 21 (L, $pyt () . (2)
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Powyizszy, bayesowski model rozpoznawania wymage duzej informacji
apriorycznej o proceslie pojawiania sig eyrazéw, Czesto, zaréwno praw—
dopodobienstwa Pys jak i rozktady f, (x) ) nie sa znsne, co uniemozli-
wia stosowanie reguty (2). Zalozymy obecnie, %e prawdopodobierstwa p
i rozktady fj(x) istnieja, ale nie sg zneane, dany jest natomiast tzw,
cisg uczacy, tzn. ciag prawidlowo rozpoznanych n obrazéw,Oznaczymy go
przez

(x1’d1)sto-v(xnvdn)st'O'(xﬁ’dﬁ)!
gdzie x, jest kolejnym obrazem, a dn numerem klasy, do ktérej on na-
lezy. Inaczej méwiagc, danych jest n poprawnie rozpoznanych realizaocji
procesu pojawiania si¢ obrazdw, Ciagg ten Jest podstawa do ustalenia
ampirycznych przyblizeﬁ rozktaddw f (x) 1 prawdopodobieristw p;e PO
zakoriczeniu uczenia rozpoznawenie odbywa sig wedlug algorytmu (2),
ale przy zastosowaniu empirycznych rozktadéw.

USTALANIE EMPIRYCZNYCH PRZYBLIZEN ROZKEALOW

Dla ustalenia empirycznych przyblizen nleznanych rozktaddéw f (x)
zagtosujemy metode zaproponowans przez Cypkina ré], ktére polega nsa,
rozwigzaniu pewnego ukiadu réwnar regresji za pomocs procedury apro—
ksymacji stochastycznej Rohbinsa-Monvo,

Rozktady f.(x) beda aproksymowane liniowymi kombinacjami Ffunkeiji

¢1(x),..., mN(x). Vie tracac na ogélnosei zatozymy, e funkecje te
tworza uktad ortonormelny tzn, ze
(0 jedli i # j
o omasf
b i1 Jesli i = j.
Zakozymy dalej, Ze s3 one ograniczone, tzn.ze

a < q’k(x)\g Ay (%)

K = 1540.4Ne Przyblizenie rozkladu fj(x) wyraza sie¢ wzorem

2,00 F 2 oy o (). (@

k=1

Jego doktadnodé oceniana jest zaleznodeig

Qy =J_§Efj(x) - kZI:"I S5 <pk(x)]2 ax, (5)

-3 Nie jest takie znana postal funkcyjna gestosci fj(x)(broblem niepara~
metryczay).
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8Q
Przyréwnujge pochodne e-—l— do gera otrzymuje sig¢

J¢k(x>f (x)ax - egy = 0 (6)

J = Tgeoegl; Xk = 1,..4,N, Wepbtczynniki °jk minimalizujgce wyrazenie
(5) sa zatem réwne

o9 =] o)z ()ax, o
x
Nejlepsza w sensie (5) liniowa kombinacja (4) wyrata sig¢ wige wzorem
N

) = }; SHNCOR (8)

Do wyznaczenis wspdiczynnikéw c°k wykorzystany jest cykl uozenia.
Otrzymamy je stosujge do rozwigzania FM réwnali regresjli (6) WM niesza-
leznych proceséw aproksymacji stochasvyczne] Robbinsa-Monro

V= o) -2 gy o) - o). @

n = 1,2ye0ey Przy O0zym X, jest kolejnym obrazem w seril uczacej, &
gj(xn) jest funkcjg dang wzorem
1 JeSld dn =3

gj(xn) =
Lo jesu dn;é 3

(n) jest kolejnym oszacowaniem rozwligzania cjk réwnania (6), a Ygi)

pewnq lioczba, Latwo jest sprawdzié, 2e réwnanie regresji (6) speinia-
ja nierdéwnoscl podane przeg Gladyszewa [}]

E{( 0p(x) = 05 ) %0y E5(x) = 1]< 205, + 05y,
przy cgym
o2 = j 02(x) 1,(x)ax = B{ of(x)/ &y (x)=1]< max(sf,ad) < oo

oraz
inf(oy, - ¢§k)2 > 0
E<‘C!— ¢§k‘< é‘

dla kazdego €> 0. Jesli zatem ciag Y§E) wybierze si¢ tak, aby spei~
nione byly warunki
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(n) T () 3 2
Yig > O Zvjk =eo , > Y§ﬂ<m, (10)
n=1 n=1
to0, jak wynika z twierdzenia o zbieinosSci proocesu Robbinsa~Monro po-

danego przez Gladyszews [}]

(n) o
cjk — ojk
(1)

dla kazdego °jk 7 prawdopodobieristwen 1 1 wedtug é4redniej 2, rzedu,
tzn.

P [lim ogﬁ) = c3k°} =1 1 E(cﬂ(:n)- ojk°)2—> 0, (11)

n-»oo
Po zekoficzeniu procesu uczenia otrzymuje si¢ nastepujace przy-
blizenia fgn)(x) nisznanych rozktadéw fj(x):

-(') S (z
(x) = Z% cjf:n) o, (x).
Relacja (11) oznacza, ze takie po;yZSZe przyblizenia sg zbiezne do
nsjlepszego fg(x) dla kazdego x,tﬁn.

» Tgn) (x)*lé] ojﬁ q’k(x)
‘z prawdopodobieristwem 1 i wedlug Sredniej 2, rzedu,

W celu wyznaczenia prawdopodobieristw pj zastosujemy algorytm
n

Z 24 (x,)s

-(n)

Zatenm

=(n)

z prawdopodobieristwem 1,

ALGORYTM ROZPOZNAWANIA

Po zakoriczeniu trwajacego N chwil cyklu uczenia urzgdzenie roz-
poznajgce stosuje algorytm (2) g tym, 2e zamiast nieznar- 1 prawdo-
podobieristw p, i rozkiadéw f£,(X) stosuje ustalone empirycznie ich
przyblizenia ij(i) i fjn)(x). Algorytm rozpoznawania przeprowadza sie
nastepujgco

¥(x) = 1
Jjesli

31304, 05PE (o) = mex S, 052 .
J=1 j=1
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OCENA PROCESU UCZENIA

Przedstawione wiasnosci asymptotyczne procesu Robbinsa-Monro,za-
stosowanego do ustalanis przyblizen rozktadéw, sg jednak niewystar—
czajgce do oceny dokkadnodcl aproksymacji po wykonaniu skoriczonej i-
loéci krokéw procedury (9), tzn., po zakoriczeniu cyklu uczenia, Celowe
Jest zatem dokonanie oceny Jakodci oszacowania po kazdym kroku, co
umozliwitoby okreslenie dlugosci serii uczacej, niezbednej do osig-
gniecia wymaganej doktadnosSci,

Oznaczmy przez an ‘doktadnodé n-go przyblizenia zgodnie ze wzo-
rem (5)

N
an)= E{j[(f (x) - < jk ok(x)] } = Qg+}§E[[cgk— c;(ji)] 2}, (12

przy czym QJ Jest dokladnoécia najlepsze) aproksymacji, tzn.

N
2
= f [fj (x) - Z‘ng tpk(xﬂ dx, (13)
b4 k=1
Z galeznodel (11) wynika, Ze

(n) o
Qj ——->Qj .

Szybkodé te] zbieznosdci zalezy oczywiscie od ciggow Ygi)oraz doktad-

oéoi plerwszego oszacowania liczb °jk’ ktérg moizne okreslié w podany
ponizej spoadb,
Zauwazmy, %e z nierdéwnodel (3) i wzoru (7) otrzymuje sie

lo - cjg |= lc - J'¢k(x)f (x)dx JWO- ¢k(x)[f (x)ax lAk-akl
dla
o =3 (4 + 8.
Jeéli teraz c(;) wybierze si¢ zgodnie ze wzorem
oD et )

to
(0(1) - Ojk)z I (Ak ak)a . (15)
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Wirdéd wszystkich ciggdw Yj§1)’”"' Xaén) istmieje oczywiéele
~
cigg minimelizujgcy

E(ojéé) - ojg)z.

Poniewas procesy aproksymacj)i stochastycznej sg dle wszystkich cjk
niezaleszne, to z wzoru (12) wynika, ze te same ciagl minimalizujg in-
teresujgca nas doktadnodé eproksymacji an . Jak wykazal Dvoretzky
[3], cigg taki wyraza sie zaleiznofcig

1':)1(:11) =3 bk, ’ (16)
- @ jk* nb,
przy ozym
1 2
by = (A = ay)
jest dok}adnoscig pierwszego oszacowania dang nieréwnoseia (15). Dla
tego cizgu otrzymuje sig

2 b 0% |
B0y (™) - 0,0)%  —p—Ed . (17
q»jk + (:1—1)1;k
Ccigg (16) jest optymalny w tym sensie, ze dla kazdego innego oig-
gu, dla ktdérego istnieje pierwsze oszacowanie speiniajgce nierdéwnosé
(15), nie zachodzi relacja (16).
Do stosowania optymalnego ciggu (16) konieczna Jest  znajomoéé
ng‘ W przypadku, gdy przestrzerl obrazéw X jest jednowymlarowa i fun
keje @4(X)ye00y Py(x), wybrano ortonormalizujac uktad

{tk'” dle =T <t €T
Qk(x) =

0 dla t<-T,ludb £t > T,
przy czym K = 1,..4,N, t0o przy znajomoscl -momentéw rozkiedéw w posz-
szegdlnych klasach mosne korzystaé ze wzoru (16). Otrzymuje siec.wtedy

N 2 -
NEPIRI) | 02(x)/ 8, () = 1)

§ 0 k=0 B of(x)/gy (=1} + (a-)ry

(18)

- Je§li jednaek nie posiada sie takiej informacji apriorycznej, lub uk-
lad ortonormalny wybreno inaczej, to stosowanie ciggu (16} jest nie~
mozliwe. Zauwazmy jednek, ze z wzoru (3) wynika, ze
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(pgk = JQﬁ(x)fj(x)dx < m:x @12:(1) = maI(AIZ!,aE) ¥ ay .
x

Jesli’ teraz zastosowaé

S L.

Ik 8, + nby a9
to, jak tatwo sprawdzié
a,b
E( (n) -c 0)2 < e'k k
o T oS T ayey
! N
8Py

oM (o + 2 (20)

i ———

k=1 §k+(n-1)bk
Zauwasmy na konieoc, ze ciag vy ]&n) dany wzorem (19) nie zalesy
od wekaznika j. Zatem w procesach (%) aproksymacji  stochastycznej
wepérozynniki ijn) nie zalezg od klasy j, dla kitére] ustalana jest

gestodé, lecz jedynie od numeru k ustalajacego pozycje wapétozynniks
Cyx ¥ liniowe} kombinacji (4).

ZAKONGZENIE

Podang zasade uczenia rozpoznawania mozna stosowaé Przy zupeinym
braku informacji w procesie pojawiania sie obrazéw. Na podstawie nie-
réwnobei (20) mozna ocenié doktadnosdé preyblizenia niegnanych rozkta=-
ddw, Przy uiewielkiej informecji i odpowiednim wyborze uktadu funkecji
ortonormalnych moina nawet optymalizowaé proces.

Interesujgqey jest takie problem wyboru funkeji ortonormalnych

®, (X)geeey CPN(x). Zatéimy, ze w nieréwnosei (3) ’

Jesll teraz, zgodnie ¥ wzorem (14), wybraéd c§11{) = 0, to

22
(off) = o2 -y,

Z nleréwnosei (20) wynika, ze jedli zastosuje wsie olag vy (n)zgodm‘e

Ik
z (19), to a2
B(of) - o< 25
tzn. N

(n) o 0, 1L a2
Qj <Q;j+4n k§1 k
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TUktad funkcjl ortonormalnych nalezy wigo wybrad tak, aby osig-
gnaé mozliwie mate liczby 4., bowiem jak widaé z ostatnie] nieréwnod-
ci, gapewnia to lepsza zbieznoéé,
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ON A CERTAIN METHOD OF LEARNING PATTERN RECOGNITION IN NONPARAMETRIC
FROBLEM

In the paper a certain method of learning to recognize pattern
is given, A stochastie epproximation to estimate the unknown distri-
bution densities is applied. The obtained estimations 1in the Bayes
degision yule is used, Analysis of accuracy of the method is carried
onte.
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