1 2. SYSTEMY

DYNAMICZNE 1

1 Wprowadzenie

Przedstawimy droge, ktéra prowadzi od rzeczywistego
procesu do tego co bedziemy nazywaé systemem.

Proces

Rzeczywisty proces moze mie¢ réznoraki charakter. Moze
to by¢ np. zespdt zjawisk zachodzacych w reaktorze
chemicznym, kotle cieplowniczym, czy na rynku pewnego
produktu. Procesem tym moze byt takze np. lecacy
samolot. Natura zachodzacych zjawisk moze by¢ catkowicie
dowolna, moga one mie¢ charakter np. chemiczny, fizyczny,
ekonomiczny czy tez np. spoteczny.
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Rys. 1.1: Od procesu do systemu liniowego.

Od procesu do systemu

W  procesie ustalamy zestaw wielkoSci wyjsciowych
Myse-sNgs Tys. 1.1, odno$nie do ktérych bedziemy sta-
wia¢ pewne wymagania, a ktére nazywamy wielkoSciami
wyjSciowymi. Nastepnie okre§lamy wielkosci wejSciowe
§15- -+ &, za pomocy ktérych bedziemy si¢ starali oddzia-
ltywa¢ na proces tak, aby ustalone przed chwilg wielko$ci
wyjsciowe zachowywaly sie w pozadany sposéb. Pozostale,
w nieznanej zazwyczaj liczbie, oznaczone jako z1,z9,...,
majace wplyw na wyjScia sa zakldceniami. Niektérych
takich wielkoéci zaklécajacych mozemy nawet nie znaé.
Wynikiem tych wszystkich podjetych przez nas wyboréw
jest to, co nazywamy systemem. Jest to zatem proces
z wyréznionymi zestawami wielkoSci wejéciowych i wyjs-
ciowych poddany dzialaniom zaklécen.

Identyfikacja systemu

Kolejna czynnos¢, to sporzadzenie opisu systemu, np.
réwnania rézniczkowego. Procedura ustalania opisu nazywa
si¢ identyfikacja systemu. Wykonywana jest ona na pod-
stawie tzw. informacji apriorycznej o systemie, np. réwnan
wynikajacych z praw fizyki, oraz danych empirycznych,
czyli wynikéw pomiaréw przeprowadzonych na sygnatach
wejSciowych i wyjSciowych systemu.

Linearyzacja

Otrzymany opis, np. wspomniane réwnanie rézniczkowe,
jest zazwyczaj nieliniowy. Jesli nieliniowo$ci nie sa znaczne,
to po przeprowadzeniu linearyzacji wokél nominalnego
punktu pracy otrzymujemy system dynamiczny opisywany
liniowym réwnaniem rézniczkowym.

Przyklad 1.1 Niech procesem bedzie zespdl zjawisk za-
chodzgcych w lecgecym samolocie.  Przyjmujgc wysokosé
lotu, kurs i szybkost jako wielkosci wyjsciowe oraz polozenie
steréow wysokosci, kierunku oraz natezenie doplywu paliwa
jako wejsciowe, proces ten traktujemy jako system dyna-
miczny o trzech wejsciach oraz trzech wyjsciach. Zakloce-
niamsi sq np. szybkost i kierunek wiatru czy ter cisnienie

Przyklad 1.2 W tzw. procesie pH do zbiornika, w ktérym
zachodzi proces mieszania, wlewa sie¢ trzy substancje,
zasade, kwas i, ze statym natezeniem doplywu, stabiliza-
tor. Celem jest otrzymanie cieczy o zadanym pH, tzn.
o zadanym poziomie kwasowosci. Jako wielkosci wyjsciowe
mozna przyject poziom cieczy w zbiorniku oraz wspdtczynnik
pH w cieczy go opuszczajacej. Wielkosci wejsciowe, to
natezenia doptywu kwasu i zasady. Tak zdefiniowany system
ma po dwie wielkosci wejsciowe i wyjsciowe.

2 Linearyzacja

Idee linearyzacji przedstawimy na przykladzie procesu
jakim jest poruszajacy sie samochdéd, rys 2.1. Przy braku
tarcia ruch samochodu o masie m pod wplywem sily F' po
poziomej plaszczyznie mozna opisa¢ réwnaniem

mv'(t) + ¢(v(t)) = F(t), (2.1)
gdzie v jest predkoScia, ¢(v) oporem powietrza zaleznym
nieliniowo od predkosci, co wynika z drugiej zasady
dynamiki Newtona.
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Rys. 2.1: Samochéd poruszajacy sie z predkoscia v(t) pod
wplywem sity F'(t) przy sile oporu ¢(t).
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Rys. 2.2: Charakterystyka nieliniowa ¢(v) (linia ciagla) i jej
przyblizenie wokél punktu vg (linia prosta przerywana).

Przeprowadzimy teraz procedure linearyzacji, rys. 2.2.
Punktem pracy jest (Fp,vo), gdzie vy jest stata predkoécia
osiaggana przez samochéd pod wplywem sity Fp, tzn. takiej,
dla ktorej

¢(vo) = Fo, (2.2)

bowiem wéwczas v'(t) = 0. Z rysunku wynika, ze

¢(v) =p(vo) +alv —vo) + R,
gdzie a = ¢'(vg) = tga. Pomijajac R, czyli tzw. reszte
w tym rozwinieciu funkeji ¢(.) wokél punktu vy, i godzac

sie na blad z tego wynikajacy, otrzymujemy

¢(v) = p(vo) + (v —vo)a,

co pozwala przej$¢ od nieliniowego réwnania (2.1) do jego

powietrza.  Korzystajgc nastepnie z praw aerodynamiki przyblizonej postaci liniowej jak ponizej:

i danych pomiarowych ustala sie w procesie identyfikacji

opis takiego systemu, np. w postaci réwnan réiniczkowych. mv' (t) + ¢(vo) + a(v(t) — vo) = F(t), (2.3)
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czyli
m (v(t) — vo) + a(v(t) — vo) = F(t) — ¢(vo),

bowiem v = 0. Uwzgledniajac réwnanie punktu pracy
(2.2), otrzymujemy zatem

m (v(t) — vo)" + a(v(t) —vg) = F(t) — Fp.

Wprowadzajac nastepnie nowe zmienne o charakterze
wzglednym $éwiadczace o odchyleniu od punktu pracy,
a mianowicie: wu(t) = F(t) — Fy oraz y(t) = v(t) — vo,
dochodzimy ostatecznie do réwnania liniowego o postaci

my'(t) + ay(t) = u(t). (2.4)

W pierwszym kroku procedura linearyzacji przyblizyta
charakterystyke nieliniowa ¢(v) charakterystyka liniowa
©(vo) + (v — vg)a, w drugim zamienita zmienne (F,v) na
(u,y). Jej pierwszy krok, to przejcie od nieliniowego
réwnania (2.1) do jego liniowego przyblizenia (2.3), drugi
prowadzi od (2.3) do (2.4) i polega na zamianie zmiennych.
Innymi stowy, system nieliniowy o wejéciu F(t) i wyjéciu
v(t) procedura ta zastapila systemem liniowym o wejsciu
u(t) i wyjéciu y(t), rys. 2.3. Poczynione przy tym
przyblizenie polega na pominieciu skladnika R.
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Rys. 2.3: Samochéd. Od systemu nieliniowego do liniowego.

Liniowe réwnania (2.3) i (2.4) opisuja w sposéb przy-
blizony ruch samochodu, gdy dzialajaca sila i wynikajaca
z niej predko§¢ niewiele réznig sie od Fy i vg, czyli punktu
pracy, bowiem pominiety skladnik R jest wtedy maly.
Zauwazmy przy tym, ze, jeSli realny system, czyli samochéd
znajduje sie w punkcie pracy, to w pierwszym z tych réwnan
jest tak, ze F'(t) = Fy oraz v(t) = vg, w drugim, natomiast,
u(t) =01iy(t) =0.

7 przykladu wynika uwaga o charakterze ogdlnym.
Sygnaly £(t) oraz n(t) w systemie rzeczywistym, rys. 1.1,
maja charakter bezwzgledny, natomiast sygnaly u(t) oraz
y(t) w systemie liniowym sa wzgledne, gdyz $wiadcza
o odchyleniu £(t) od &, oraz n(t) od 7y, gdzie (£y,n,) jest
punktem pracy. Sytuacja u(t) = 0, y(t) = 0 oznacza
bowiem, ze £(t) = &, 1 n(t) = ny, tzn. ze system znajduje
sie w punkcie pracy.

3 System dynamiczny

W systemie dynamicznym jak na rys. 3.1 wejéciem,
czyli pobudzeniem, jest sygnal w(t), wyjéciem jest y(t).
Pobudzenie jest sygnalem takim, ze

—>— o
u(t) y(t)

Rys. 3.1: Liniowy system dynamiczny.

u(?) )

0 0
Rys. 3.2: Przyklad reakcji systemu na pobudzenie.

4 Roéwnanie rézniczkowe

Podstawowym opisem systemu jest liniowe réwnanie réz-
niczkowe

a'my(m) + am—ly(m_l) + a’m—Qy(m_2) + 4+ aly(l) + aoy

= b + b Y 4 b 4 bou (4.1)
rzedu m, ktéremu towarzyszy warunek poczatkowy
y(0_),y™M(0_),yP(0),...,y™ P (0), (4.2)

tzn. zestaw m liczb. Aby nie komplikowaé zapisu, przy
zmiennych y oraz u pomineliSmy argument ¢, zamiast
np. y*¥)(t) napisaliémy po prostu y*). Jego rozwiazanie,
czyli y(t), jest reakcja na pobudzenie u(t) przy podanym
warunku poczatkowym. Aby je wyznaczy¢, skorzystamy
z narzedzia jakim jest transformacja Laplace’a.

Zaczniemy od przypomnienial, ze y()(t) = sY(s) —
y(0_), y@(t) = sV (s) — sy(0_) —yM(0_), itd. Ogdlnie

y B () = sFY (s) — Pr_i(s),

gdzie Py_1(s) = s*1y(0_) +-- -+ sy*=2(0_) +y k=1 (0-)
jest wielomianem stopnia k — 1. Zatem transformacja lewej
strony réwnania (4.1) prowadzi do wyrazenia

(ams™ + am-18™""+ -+ a1s +ag) Y(s) — Win_1(s),
w ktérym
Win—1(8) = amPrm-1(8) + am—1Pm—2(8) + - + a1 Po(s)

jest wielomianem stopnia m — 1. Jego wspélczynniki
zaleza od warunku poczatkowego (4.2) i wspélezynnikéw
Ay Q—1,5 - - - , Gg TOWNANIA.

Wynikiem transformacji prawej strony jest natomiast

(blSl + bl,181_1 + -+ bis+ bo) U(S),

gdyzu(0_) =uM(0_) = =ul=Y(0_) =0, a to z uwagi
na (3.1).

Obustronna transformacja réwnania (4.1) doprowadza
zatem do réwnania jak ponizej:

(amsnl + amflsm_l +---4+a1s+ ao) Y(S) — Wmfl(s)

= (blsl —+ bl_lsl_l + -4 blS + bO) U(S)

W rezultacie mozemy napisac, ze

u(t) = 0, dla wszystkich ¢ < 0, (3.1) Y(s) = L(s) (5) + Win—1(s) (4.3)
rys. 3.2. Przedstawimy teraz kolejno rézne sposoby opisu M(s) M(s)
relacji pomiedzy pobudzeniem w(t) i reakcja y(¢). Ipatrz: 1. TRANSFORMACJA LAPLACE’A, § 2.3.
W. GREBLICKI PoODSTAWY AUTOMATYKI 2006
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gdzie
M(8) = ams™ + apm_18™ " + -+ a5+ ao, (4.4)

ktéry to wielomian jest nazywamy charakterystycznym,
oraz L(s) = bys' +bj_1s' =1+ + bys+by. Aby wyznaczy¢

y(t), np. metoda rozkladu na utamki proste, nalezy
rozwiaza¢ rownanie charakterystyczne
M(s) =0, (4.5)
czyli wyznaczy¢ jego pierwiastki
81,82, ..,5m- (4.6)

Niestety, mozna to uczyni¢ jedynie dla m < 4, bowiem
dla wigkszych wartosci m zadanie to, poza szczegdlnymi
przypadkami, jest niewykonalne. Otrzymanie jawnej
postaci rozwigzania nie jest zatem mozliwe.
Z (4.3) wynika niemniej jednak, ze
U(s)} +et { } .
Reakcja y(t) systemu bedaca suma dwéch sktadowych,
zalezy wigc od:
» pobudzenia u(t),
» warunku poczatkowego,
» wlasnoSci systemu, czyli @y, . .
Pierwsza skladowa zalezy od
» pobudzenia,
» wlasnosci systemu,
> lecz nie zalezy od warunku poczatkowego.
Jest ona odpowiedzig systemu na pobudzenie u(t) w sytu-
acji, gdy warunek poczatkowy jest zerowy, tzn. gdy
Wmfl(S) = 0.
Druga sktadowa zalezy od
» warunku poczatkowego,
» wlasnosci systemu,
> lecz nie zalezy od pobudzenia.

Jest ona zatem wyjSciem systemu, gdy pobudzenie jest
Zerowe.

L(s)
M(s)

W’m—l (5)
M(s)

y(t) = £} {

.,ag oraz by, ..., bg.

Przyklad 4.1 Dokonujagc transformacji obydwu stron réw-
nania y' + ay = bu, otrzymujemy sY (s) +Y(s) —y(0_)
U(s), skad wynika, ze

1 0_
Us) + 402,
s+a s+a

Y(s)
Przyklad 4.2 Dla systemu o réwnaniu rézniczkowym

2y + 3y’ + 4y = 5u’ + 6u,
transformacja Laplace’a doprowadza do réwnania

2[5V (s) — sy(0-) — 4/ (0-)] +3[s¥(s) — y(0-)] +4Y (s)
= (55 +6)U(s).

W rezultacie

55+ 6

_ 2 *tb 2y(0-)s + (2y/(0-) + 3y(0-))
2524+ 3s+4 .

e
(5) 252 4 35+ 4

U(s)+

5 Transmitancja

Transmitancja systemu opisywanego réwnaniem
rézniczkowym (4.1), nazywamy utamek
L(s
M(s)
7 byst 4+ by_1s' 7l 4 - 4+ bys + by (5.1)
- am57rz+am715m—1+...+a15+a0' ’
Transmitancja jest funkcja wymierng, tzn. ilorazem

dwéch wielomianéw. Pierwiastki (4.6) réwnania charak-
terystycznego (4.5), czyli pierwiastki charakterystyczne, sa
nazywane jej biegunami.

Uzywajac pojecia transmitancji, relacje (4.3) i (4.7)
mozemy zapisaé jako

oraz
y(t) = £ {K(s)U(s)} + £~ {W} .

Wiynika stad, ze, jeSli warunek poczatkowy jest zerowy, czyli
jesli Wp,_1(s) =0, to

Y(s) = K(s)U(s) (5.2)
Z uwagi na to, utamek

moze byt alternatywna definicja transmitancji, pod warun-
kiem jednak, ze warunek poczatkowy jest zerowy.

Przyklad 5.1 System o réwnaniu réiniczkowym
ay + by = cu,

ma transmitancje
c

as+b

Przyklad 5.2 Transmitancjq systemu o réwnaniu

y® +5y@ + 3y = u®) 4 24

jest
s+ 2
s34+ 55243
Przyklad 5.3 Réwnaniem rézniczkowym systemu o trans-
mitancyi
4s+5
s2+2s+3
jest

y" 4+ 2y + 3 = 4u + 5u.

5.1 LiniowoS¢

System jest nazywany liniowym, poniewaz opisywany jest
liniowym réwnaniem rézniczkowym. Co wigcej, jest liniowy
takze pod wzgledem wlasnosSci, o ile warunek poczatkowy
jest zerowy.

Wiasno$é 5.1 (liniowos¢) Niech warunek poczatkowy
bedzie zerowy. Jesli na pobudzenia wu; ¢ us reakcjami
systemu $q y1 1 Yo, to reakcjg na auy + bus jest auy + bus.
Jesli na u reakcjq jest y, to reakcjg na u' jest y', na fgu

jest fot Y.

W. GREBLICKI

PODSTAWY AUTOMATYKI

2006



4 2. SYSTEMY DYNAMICZNE 4

5.2 Struktury

Systemy dynamiczne mozna laczy¢ tworzac rézne struktury.
Transmitancja polaczenia szeregowego, rys. 5.1, wynosi
G(s)H(s), bowiem

Y(s) _ Y W) _ iy
U(s) Wi(s) U(s) H(5)G(s)
—D &y [ Hs D
u(?) u(?) y(t)

Rys. 5.1: Polaczenie szeregowe.

Transmitancja polaczenia réwnoleglego, rys.
réwna G(s) + H(s), bowiem

5.2, jest

ul(t t
(1) ) )

Rys. 5.2: Polaczenie réwnolegte.

u(?)

System ze sprzezeniem zwrotnym, rys. 5.3, ma transmi-
tancje
Y(s) _ K(s)
U(s) 1+K(s)

co wynika z zalezno$ci Y (s) = K(s)W(s) i W(s) = U(s) F

Y (s). Przy znaku "—" méwimy o sprzezeniu ujemnym, przy
"+" dodatnim.
Ks) b>—7F>—
u(t)  [F ) y(t) | )
YY)
~N

Rys. 5.3: Sprzezenie zwrotne.

Uwaga 5.1 Na schematach uiywa si¢ elementéw, ktore
wyjasnia 1Yys. 5.4.

6 Splot

W sytuacji, gdy warunek poczatkowy jest zerowy, obo-
wiazuje relacja (5.2), z ktérej wynika, ze wyjécie mozna
wyrazi¢ jak ponizej

y(t) = /Ok(T)u(t—T)dT

= /Ot k(t — 7)u(r)dr,

gdzie k(t) = £ {K(s)}. Sygnal wyjsciowy jest wyrazony
przy pomocy splotu funkcji k(t) 1 u(t).

4‘>;

Y SRR
O LR

o) - A1)

Rys. 5.4: Wezel zaczepowy (po lewej) i sumacyjny (po
prawej).

7 Transmitancja widmowa

Transmitancja widmowa to
K(jw),

przy czym zmienng w nazywa sie czestotliwoscia. Jest ona
powiazana z reakcja systemu na wymuszenie sinusoidalne,
patrz § 9.3, a jej graficzne przedstawiena, to charakterystyki
czestotliwo$ciowe, ktére oméwimy w dalszych czeéciach.

Przyklad 7.1 Dla systemu o transmitancji

2
T 3s+4

K(s)

transmitancjg widmowaq jest

B 2 B 8 . 6w
T 3jwt4d 164902 16+ 902

K(jw)

8 Charakterystyki czestotliwoSciowe

Transmitancja widmowa jest przedstawiana w postaci
wykreséw, ktére nazywamy charakterystykami czestotli-
woSciowymi. Przedstawiaja one K (jw) dla w zmieniajacego
sie w zakresie [0,00). Poniewaz charakterystyki te sa
wykresami na plaszczyZnie, a funkcja K(jw) jest tworem
tréjwymiarowym (wymiary te to: w, Re K(jw), Im K (jw)),
moze byt ich wiele, tak jak moze by¢ wiele réznych
przedstawien ksztaltéw tréjwymiarowych na plaszczyznie.

8.1 Charakterystyka amplitudowo-fazowa

Wykres K(jw) na plaszczyznie liczb zespolonych, patrz
rys. 8.1, nazywa sie charakterystyka amplitudowo-fazows.
Rézne punkty charakterystyki odpowiadajg réznym wartos-
ciom zmiennej w. Jej poczatek, to K(0), na rysunku
wartos¢ ta jest dodatnia.

i K(0)

argK{ Re

\{‘
&,

Rys. 8.1: Przyktad charakterystyki amplitudowo-fazowe;.
Poczatek, to K (0); strzalka wskazuje wzrost wartosci w.

8.2 Charakterystyki logarytmiczne

Charakterystyki logarytmiczne przedstawione sa na rys. 8.2.
Na obu 08§ w ma logarytmiczng skale dekadowa. Amplitu-
dowa pokazuje 20log | K (jw)|, przy czym jednostka wzmoc-
nienia jest decybel, w skrécie dB. Zatem np. wzmocnienie
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ot

argK(jo)

0,1 1

20log| K(jm)|

0,1 1

logw
10

logw

10

Rys. 8.2: Przyktad charakterystyk logarytmicznych. Am-
plitudowa po lewej i fazowa po prawe;.

100, to 40dB, bowiem 20log100 = 40. Charakterystyka
fazowa przedstawia natomiast arg K (jw).

Charakterystyki polaczenia szeregowego systeméw sa
sumami ich charakterystyk, bowiem

20log | K (jw)G(jw)| = 20log | K (jw)| + 20log |G(jw),

arg K (ju) Gjw) = arg K (jw) + arg G(jw).

9 Reakcja systemu na standardowe
pobudzenia

Oméwimy teraz reakcje systemu na obudzenia standar-
dowe w sytuacji, gdy warunek poczatkowy jest zerowy.
Pobudzenia te, to:

e impuls Diraca 46(t),

e skok jednostkowy 1(t),

e sinusoida sin wt.

9.1 Odpowiedz impulsowa

Reakcja y(t) na pobudzenie wu(t) = d(t) nazywa sig
odpowiedzia impulsowa. Jest oczywiste, ze przy takim
pobudzeniu Y (s) = K(s), bowiem U(s) = 1. Zatem y(t) =
£ HK(s)} = k(t) (pamigtamy o konwencji oznaczania
oryginatu i transformaty odpowiednio mata i wielka litera).
Odpowiedzia impulsows jest zatem

czyli funkcja oryginalna wobec transmitancji.

Z uwagi na (4.5) i (4.5), mozemy napisa¢ M(s) =
A (8 —81) - (8 — 8m). Jesli zatem | < m, to rozklad na
utamki proste ma postac jak ponizej:

Qo

ot

5— 81 5= Sm’
przy czym ag = 0 dla | < m. ZalozyliSmy przy tym dla
uproszczenia, ze wszystkie bieguny transmitancji, czyli pier-
wiastki charakterystyczne, sa jednokrotne. W rezultacie
k(t) = agd(t) + are 51" + - + e 5t (9.1)
Kazdy biegun wnosi wigc do odpowiedzi impulsowej
wlasny wklad. Dla wygody bedziemy moéwi¢ o skla-
dowej pochodzacej od bieguna rzeczywistego i sktadowej
pochodzacej od pary biegunéw zespolonych. Ksztalt kazdej
zalezy od polozenia stosownych biegunéw na plaszczyznie
liczb zespolonych, rys. 9.1.

Pochodzaca od bieguna rzeczywistego, oznaczmy go przez
o, ma ksztalt et i jest aperiodyczna. Dla o < 0 zanika wraz
z czasem, dla ¢ = 0 jest ona stala, dla ¢ > 0 narasta do
nieskoniczonoSci.

T

Bieguny transmitancji i sktadowe odpowiedzi

Rys. 9.1:
impulsowej.

Z kolei para biegunéw zespolonych?, oznaczmy ja jako
(s1 = 0+ jw,s9 = 0 — jw), wnosi skladowa periodyczna
typu e’!sinwt. Dla o < 0 suma ta zanika, dla o = 0 jest
ona sinusoida o stalej amplitudzie, dla o > 0 narasta.

Jesdli natomiast biegun lub ich para sa dwukrotne, to
pojawia sic odpowiednio skladowa te®? lub te®?sinwt. Ich
omawiana wlasno$¢, tzn. zanikanie, ograniczono$¢, lub
narastanie, zalezy od ¢ w podobny sposéb jak dla pary
jednokrotne;j.

7 powyzszego wynika zatem, ze je$li wszystkie bieguny
transmitancji leza w lewej poélplaszczyznie, tzn.  jeSli
bieguny rzeczywiste sa ujemne a zespolone maja ujemne
cze$cl rzeczywiste (systemy takie bedziemy nazywaé stabil-
nymi), to lim;_, k(t) = 0.

9.2 Odpowiedz skokowa

Odpowiedz skokowa oznaczona jako A(t), to reakcja sys-
temu na skok jednostkowy u(t) = 1(¢). Poniewaz U(s) =
1/s, zatem

7 uwagi na liniowos¢ systemu, jest oczywiste, ze

/\(t):/o k(t)dr oraz k(t) = %)\(t).

Poniewaz A(t) = [

o k(T)dr, zatem z (9.1) i liniowosci
systemu wynika

t t
At) =ap+ o / e dr 4+ - 4 am/ e~ Tdr, (9.2)
0 0

co oznacza, ze kazdy biegun rzeczywisty i kazda para
biegunéw zespolonych wnosza odpowiednio swoja sktadowa,
rys. 9.2, a ponadto pojawia si¢ wyraz «.

Dla rzeczywistego jest ona proporcjonalna do fot e’"dr,
czyli funkeji typu 1 — e”?, oznaczenia biegunéw jak w § 9.1.
Skladowa pochodzaca od pary biegunéw sprzezonych? jest
periodyczna i ma ksztatt jak 1 —ef coswt. Dla o < 0 zatem
sktadowa ta ustala sie, bowiem lim;_, o, 7" = 0.

Jesli zatem wszystkie rzeczywiste bieguny transmitancji
systemu sa ujemne a czedci rzeczywiste zespolonych takze
(ktére to systemy nazywamy stabilnymi, patrz § 9.1), to
granica lim; . A(t) istnieje, odpowiedz skokowa ustala sie.
7 twierdzenia granicznego wynika ponadto, ze jest ona

2patrz 1. TRANSFORMACJA LAPLACE’A, Przyklad 4.6.
3patrz 1. TRANSFORMACJA LAPLACE’A, Przyklad 4.7.
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=

Bieguny transmitancji i sktadowe odpowiedzi

Rys. 9.2:
skokowej.

réwna K (0), ktérg to warto$é nazywamy wspélezynnikiem
wzmocniena w stanie ustalonym.

Jesli natomiast o > 0, czy to dla bieguna rzeczywistego
czy dla pary biegunéw sprzezonych, odpowiednia sktadowa
odpowiedzi narasta do nieskonczono$ci, aperiodycznie w
pierwszym a oscylacyjnie w drugim przypadku.

Ustalimy teraz wlasnosci odpowiedzi skokowej w punkcie
t=0.

Wiasnosé 9.1 W systemie (5.1) jest tak, ze

A0) = AP (0) = = APD(0) =0
i dopiero \P)(0) = L3

)
am

gdziep=m—12>1.

Dowéd. Z uwagi na liniowo$¢ systemu, jest oczywiste,
ze dla dowolnego ¢

s171L(s)

(@) () = 44 :Sql s) = s 1K (s) =
NO(B) 2 12 M) = 7K (5) = 817 K ) = T

Dla q < p oryginal tego wyrazenia ma zatem postac jak w
(9.2). Dla ¢ < p jest przy tym tak, ze g = 0, poniewaz w
wyrazeniu tym stopien wielomianu w liczniku jest mniejszy
niz w mianowniku. Zatem

lim A9 () = 0.

t—0

Dla g = p, z twierdzenia granicznego wynika, ze

-1
CA@ ) — YT 1O}
AT = i sSXTO) = i s

. sPL(s) Yy

= 1 = .

oo M(s)  am

7 uwagi na to, ze ponadto funkcja AP (¢) jest ciagla w
punkcie ¢ = 0, limy_o AP (£) = AP)(0), co koniczy dowdd.
O

UstaliliSmy zatem, ze im wieksza réznica p = m — [
pomiedzy stopniami wielomianéw w mianowniku i liczniku
transmitancji tym wolniejsza reakcja systemu, tym wieksza
inercja.

9.3 Odpowiedz na sinusoide

Reakcja systemu na wymuszenie sinusoidalne powigzana
jest z transmitancja widmowa. Jesli bowiem

u(t) = sinwt,

to
y(t) = |K(jw)|sin(wt + ¢(w)) +p(t),

przy czym p(w) = arg K (jw) oraz p(t) = £71{Q(s)/M(s)},
gdzie Q(s) jest pewnym wielomianem, patrz Wlasnosé 9.2.
Odpowiedz systemu zawiera zatem dwie skltadowe, rys. 9.3:
ustalong

| K (jw)|sin(wt + p(w)) (9.3)

i przejsciowa p(t).

Rys. 9.3: Odpowiedz systemu na pobudzenie sinusoidalne.

Pierwsza jest sinusoida o takiej samej czestotliwosci jak
pobudzenie (méwimy, ze system nie wprowadza zniek-
sztalcenia czestotliwo$ciowego) wzmocniona |K (jw)| razy
i przesunieta o p(w) = arg K (jw). Zaréwno wzmocnienie
jak 1 przesuniecie fazowe zaleza od czestotliwoSci. Druga
sktadowa, czyli p(t), zanika dla systeméw stabilnych, patrz
§9.1.

Przyklad 9.1 Aby wyznaczyé reakcje systemu o transmi-
tancyi
1

s—a

K(s) =

na pobudzenie wu(t) = sinwt przy zerowym warunku
poczgtkowym, dokonujemy rozktadu na utamki proste:

K(S) - = (s—a)ZQ—i—oﬂ)

52 + w?
_ w s+a n 1
a2+ w? $24+w?2  s—a

1 wnioskujemy, e jest ona réwna

w
a? + w?

at
)

sin(wt + @) +

2 2

a4+ w

gdzie ¢ = arcsin (w/Va? +w?). Dla a < 0 druga sktadowa
odpowiedzi zanika, gdy czas narasta.

Wiasno$é 9.2 Jesli u(t) = sinwt, to
y(t) = [K(jw)|sin (wi + @(w)) + p(t),

gdzie p(w) = arg K(jw), p(t) = Q(s)/M(s), przy czym
Q(s) jest pewnym wielomianem.

Dowdéd. Poniewaz U(s) = w/ (s? + w?), zatem

w B wL(s)
s2 + sz(s) (82 4+ w?)M(s)’

Y(s) =

Wyrazenie to mozna roztozy¢ na utamki jak ponizej:

Q(s)
M(s)’

wL(s) _
(s +w?) M(s)

as+b
s2 +w?

gdzie Q(s) jest pewnym wielomianem. Z rozkladu
tego wynika: wL(s) = (as+b)M(s) + (s +w?) Q(s).
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Podstawiajac zatem kolejno s jw i s —jw,
otrzymujemy wL(jw) = (b+ jaw)M(jw) i wL(—jw) =
(b — jaw) M (—jw), co prowadzi do wniosku, ze wK (jw) =
b + jaw 1 wK(—jw) b — jaw. W rezultacie
b = wReK(jw) i a Im K (jw), bowiem K(—jw)
Re K (jw) — jIm K (jw). Zatem

as+b  sImK(jw)+wRe K(jw)
52 +w2 - 52+w2
.y $sine(w) + wcos p(w)
=|K
K (o) )

= | K (jw)| (coswt sin p(w) + sin wt cos p(w))
= |K(jw)|sin (wt + p(w)),

gdzie sinp(w) Im K (jw)/| K (jw)| oraz cosp(w)
Re K (jw)/| K (jw)|, co oznacza, ze p(w) = arg K (jw).

o

10 Systemy elementarne

10.1 Element proporcjonalny

Element o wzmocnieniu k ma transmitancje K(s) = k. Jego
transmitancja widmowa, to K(jw) = k. Charakterystyka
amplitudowo-fazowa jest punktem, rys. 10.1.

Im

Re

k

Rys. 10.1: Charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu
proporcjonalnego; k > 0.

10.2 Element inercyjny

Transmitancja systemu inercyjnego

k
K(s)==——
(8) = o1
T > 0, ma biegun rzeczywisty —1/7. Odpowiedzi, to
k
k(t) = Teit/T,

szk(1—a”),

rys. 10.2. Zauwazmy, ze A\(0) = 0, X' (0) = k/T > 0. Zatem
im wigksza stala czasowa T, tym mniejsza wartoéé A’ (0)
k/T, czyli wolniejsza reakcja tzn. wigksza inercja.

Rys. 10.2: Odpowiedzi systemu inercyjnego. Styczna
odpowiedzi skokowej w punkcie t = 0 osiagga wartos¢ k dla
t="T.

Transmitancja widmowa, to

k
14 jwT

k o kwT
1+ w2 71+ WD)

K(jw)

Charakterystyke  amplitudowo-fazowa, ktora  jest
potokregiem, przedstawia rys. 10.3.
fm k
Re

Rys. 10.3: Charakterystyka amplitudowo-fazowa elementu
inercyjnego.

Przyklad 10.1 Cialo o masie m porusza sie pod wplywem
sity F. Jesli opdr powietrza jest proporcjonalny do
predkosci, to - na mocy drugiej zasady Newtona -

mv' (t) + av(t) = F(t),
gdzie v(t) jest predkosciq, a av(t) sitq oporu. System o wej-
sciu F 1 wyjsciu v jest zatem inercyjny.
10.3 Element inercyjny drugiego rzedu

Transmitacja elementu inercyjnego drugiego rzedu
k
(Tys+ 1) (Tas + 1)’
T1,T5 > 0, ma dwa bieguny rzeczywiste. Dla Ty # Th

K(s) =

k
E(t) — 7( t/T1 _ t/Tg)
(6) = g (/7 = e/,
Ty T
Mt)=Fk (1 - —=et/Tt 4 ——2__¢t/T
®) ( T1*T2e +T1*T2€ ’
dla Ty = T, = T', natomiast
k _
k(t) = ﬁte tT7

At) =k (1 + ;) e T,

rys. 10.4. System taki mozna traktowaé jak szeregowe
polaczenie dwéch elementéw inercyjnych pierwszego rzedu.
Jak latwo wyliczy¢, A(0) = A (0) = 0, a ponadto \”(0) =
k/TyTo > 0. Reakcja jest zatem jako$ciowo wolniejsza
niz w systemie inercyjnym pierwszego rzedu, dla ktérego
N (0) > 0.

Charakterystyka amplitudowo-fazowa pokazana jest na
rys. 10.5.

K1)
M)

Rys. 10.4: Odpowiedzi systemu inercyjnego drugiego rzedu.

Przyklad 10.2 W sytuacji jok w Przykladzie 10.1 porusza-
jace sie ciato rozcigga dodatkowo sprezyne o wspdtczynniku
sprezystosct k. Réwnanie opisujgce ruch ciata ma postac

mg" (t) + ag(t) + kE(t) = F(2),

gdzie £(t) = fotv(T)dT jest drogq przebytq przez to cialo.
Jesli a®> — 4mk > 0, to biequny jego transmitancyi
1/ (m32+a5+k) sq rzeczywiste ¢ mowimy o systemie
inercyjnym drugiego rzedu o wejsciu F i wyjsciu &.
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‘ Im k

Rys. 10.5: Charakterystyka amplitudowo-fazowa elementu
inercyjnego drugiego rzedu.

10.4 Element osylacyjny

System o transmitancji

02—|—w2

KO= e

nazywany oscylacyjnym ma pare biegunéw zespolonych o+
jw oraz o — jw. Dla systemu tego

o? + w?

w

k(1)

et sinwt,

A(t) =1 — Be? cos(wt — @),

przy czym B = w/vo?+w?, cosp = B, rys. 10.6. Obie
odpowiedzi elementu majg zatem charakter oscylacyjny,
stad jego nazwa. Podobnie jak dla elementu inercyjnego
drugiego rzedu A(0) = X'(0) = 0 oraz \"(0) = 02 + w? > 0.

Charakterystyka amplitudowo-fazowa ma ksztalt jak na
rys. 10.5.

"
Vi

Rys. 10.6: Odpowiedzi elementu oscylacyjnego.

A1)

Przyklad 10.3 Jesli w Przykladzie 10.2 jest tak, ze a® —
dmk < 0, to system jest oscylacyjny. Ruch ciata ma
charakter drgajacy.

Uwaga 10.1 System o transmitancji

1
s24+as+b

jest inercyjny drugiego rzedu, jesli A a®> — 4b > 0,
bowiem bieguny transmitancji sq rzeczywiste. Jesli A < 0,
to bieguny sq zespolone; system jest oscylacyjny.

10.5 Element caltkujacy

Element o transmitancji

nazywamy catkujacym. Jego odpowiedzi, to

1(t)

Charakterystyka amplitudowo-fazowa, czyli wykres funkcji

k(t) = oraz  A(t) =t.

1
K(jw) = —j=
(jw) i=

pokazana jest na rys. 10.7.

Im

Rys. 10.7: Charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu
calkujacego.

10.6 Element catkujacy z inercja

Polaczenie calkowania z inercja, to system o transmitancji
1

TSI+ 1)

ktérego odpowiedzig impulsowa jest

k(t)=1—e /T,

K(s)

Charakterystyka amplitudowo-fazowa pokazana jest na
rys. 10.8. Ma ona pionowa asymptote.

Im | Re

-T

Rys. 10.8: Charakterystyka amplitudowo-fazowa elementu
catkujacego z inercja,.

Charakterystyke elementu z inercja drugiego rzedu o

transmitancji
1

s(sTh + 1)(sTa + 1)
przedstawia rys 10.9.

77 Im‘ Re

Rys. 10.9: Charakterystyka amplitudowo-fazowa elementu
catkujacego z inercja drugiego rzedu.

11 Podsumowanie

Najpelniejszym opisem systemu jest réwnanie rézniczkowe.
Postugujac sie¢ nim mozemy wyznaczy¢ reakcje sys-
temu na dowolne pobudzenie przy dowolnych warunkach
poczatkowych.

Transmitancja i splot wiaza sygnaly na wejéciu i wyjsciu
jedynie w sytuacji, gdy warunek poczatkowy jest zerowy.
Przy takim warunku system zachowuje si¢ w sposéb liniowy,
liniowym operacjom na sygnale wejSciowym odpowiadaja
takie same operacje na sygnale wyjSciowym.

Inne typy opisu, to reakcje na standardowe pobudzenia,
gdy warunek poczatkowy takze jest zerowy. Dwie z nich, to
odpowiedz impulsowa i skokowa, ta pierwsza powigzana jest
ze splotem. Trzecia, to reakcja na pobudzenie sinusoidalne.
Pozostaje natomiast w silnym zwigzku z transmitancja
widmowa. Jej rézne reprezentacje graficzne nazywaja sie
charakterystykami czestotliwo$ciowymi.
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