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1 Prawdopodobienstwo g — 6 — g —
—_— 5 J—

Odcinek na prostej ma jednoznacznie rozumiana diugo$c. 4 - 4 — 4 -
Odwotujac sie do intuicji mozna bez trudu pojecie dlugoSci g o 3 _ - ; -
rozszerzy¢ na zbiory bedace rezultatem operacji sumowania 1 _ 1 _
i mnozenia wykonanych na odcinkach skoficzenie wiele e+ 1 R
razy. Mozna pdjsc¢ jeszcze dalej i je uogdlni¢ na sytuacje U 1 0 1 U 1
przeliczalnej liczby tych operacji. Moéwimy jednak wtedy Rys. 2.3: Rzut kostka, przykladowe zmienne losowe.
nie o dlugo§ci otrzymanych w ten sposéb zbioréw, lecz o
ich mierze. 1 o

Dla nas wyjéciowe odcinki zawarte sa w zbiorze 2 = T —
[0, 1], zbiory otrzymane w wyniku przeprowadzenia wspom- 4/6 + -
nianych operacji sa zdarzeniami, a ich miara jest praw- T -

Ny - . . <. 2/6 + —_—

dopodobienstwem. Jesli zatem zdarzenie, czyli nasz zbiér 1
zawarty w (), oznaczymy jako A, to jego miare, czyli ; ; ; ; ; ;

prawdopodobienstwo bedziemy zapisywaé jako P{A}. Jest 0 1 2 3 4 5 6
oczywist.e,. ze 0 < P{A} < 1. Elementy zbioru Q bedziemy Rys. 2.4: Rzut kostka, dystrybuanta.
oznaczali jako w.
Warto przypomniet, ze
o P{AUB} = P{A} + P{B}, jesli zdarzenia A i B sa Gesto$¢ prawdopodobiefistwa f(x), patrz rys. 2.5,
rozlaczne, d
e P{AN B} = P{A|B\P{B), fl@) = - F(z)
o jesli zdarzenia B; sg rozigczne i), B; =1, to P{A} =
>, P{A|B;}P{B;}, ktére to wyrazenie nazywa sie
wzorem Bayesa.

jest funkcjg nieujemng i ponadto

| s@a=r@. [ jwi=1

2 Zmienna losowa

Zmienng losowa X (w) nazywamy funkcje okreSlong na
zbiorze Q) = [0, 1], rys 2.1. Dla prostoty bedziemy ja zwykle flz)
oznaczat krétko jako X. Jej dystrybuanta F'(x), to

F(z) = P{X <z} Rys. 2.5: Przykladowa gesto$é prawdopodobienstwa f(x).

Jest wiec oczywiste, ze dla odcinka (a,b) ma miejsce
réwnos¢ P{X € (a,b)} = P{X < b} — P{X < a} =
F()—F(a) = f; f(z)dz. Na tej samej zasadzie

/ ; iy P(X 4}~ [ faa

|
1 .
P{X(w)<a}=Fz) dla kazdego zblo%“u A.. ' ' .
Wartos¢ érednia zmiennej losowej X, to naturalnie
Rys. 2.1: Przyklad zmiennej losowej X (w).

1

EX:/ X(w)dw. (2.1)
Jest oczywiste, ze 0 < F(z) 0
niemalejaca oraz lim,_,_, F(z) =

1, F jest funkcja
lim, .o F'(z) = 1, Aby ja wyliczy¢, ustalmy punkty z; na calej prostej w ten
patrz rys. 2.2. sposéb, ze ... < x_o < T_1 <o < T1 < Ta,..., PIZYy CZym

Zi+1 — x; = A. Dla malego A zatem

<
0,

/01 X (w)dw = Z%P{xi < X(W) < i1}
Yo [ [ e
= [ s,

— 00

Rys. 2.2: Przyklad dystrybuanty F(z).

Przyklad 2.1 Na rys. 2.3 przedstawione sq trzy zmienne
losowe dotyczqce rzutu kostkq. Dla kazdej z nich bowiem
P{X=1}=---=P{X =6} =1/6. Rys. 2.4 przedstawia

ich wspdlng dystrybuante. EX = /xf(x)dm,

patrz rys. 2.6. Pokazaliémy w ten sposéb, ze
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2 1. SPRAWY PODSTAWOWE

ktéra to wielko$¢ nazywa sie wartoScia oczekiwana. Jest 3.2 Rozklad tréjkatny
iste, 7 . >
oerywIste, e Rozklad tréjkatny ma gestoSé, rys. 3.2,

E{aX +bY} = aEX + bEY. dla z <0

0,
flz) = 2(l—z), dla0<z<1
0, dla 1 < x.

I~ 1
} |

|
| |
| |

N 0 1
— 1
Pz <X(w)- 211} Rys. 3.2: Gestosc rozkladu tréjkatnego.

Rys. 2.6: Suma pol zacienionych prostokatow, to x; P{xz; <
X(w) < ZL’H_l}.

3.3 Rozklad normalny

Momentem rzgdu 7 nazywa sig Rozklad normalny, rys. 3.3, czyli Gaussa, ma gestosé

EX”:/x"f(x)dm. flz) = ! e~ (@=w?/20%

V2o

Wariancje, oznaczang jako var X, badz 0%, badz 02 w gdzie p = EX oraz 0 = var X. Dystrybuanty nie mozna
sytuacji jednoznacznej, definiuje sie jako wyrazi¢ w postaci analityczne;j.

o’ =varX = E(X - EX)? = EX? - B*X.

Warto przytoczy¢ w tym miejscu nieréwno$§¢ Schwarza

E|XY| < /EX2EY?, (2.2) Rys. 3.3: Gestosc rozktadu normalnego, p = 0.
z ktorej wynika, ze E?|X| < EX?.
Nieréwno$é Czebyszewa to 3.4 Rozklad wykladniczy
1 Gestosé rozktadu wykladniczego, to:
PX|> <} < ZBIX], (23)

f(:r):{ 0, dlaz <0

-z
dla kazdego ¢ > 0. Jedli zatem EX = 0, to EX? = 02, skad Ae™, dla0<a,

wynika Jej dystrybuanta jest
1 1 1 0 dlax <0
P{|X|>e} < “E|X| < VEX?2< —o. — )
{1 }*6 | |*s =g7 F(z) { l1—e?, dla0<uz.
3 Rozk}ady prawdopodobieflstwa Dla rozkladu tego FEFX = 1/)\ oraz varX = 1/)\2

3.1 Rozklad ré6wnomierny A

Rozktad réwnomierny ma gesto$¢, patrz rys. 3.1, i dystry-
buante jak ponizej:

Rys. 3.4: Gestos¢ rozktadu wyktadniczego.
1, dlao<x<1
0, dla pozostalych z,

)= {

3.5 Rozklad Laplace’a

Fz) = 2’ 3}2 g z 2 <1 Gestos¢ rozkladu Laplace’a dana jest wzorem:
<z 1
1, dla 1l < z. f(IL’) _ 767‘$|,
2
1 1 patrz rys. 3.5. Jej dystrybuanta jest
1
x T o @ iez dlaz <0
‘ F(x
1
0 1 0 1 1—=e™*, dlax>0.
Rys. 3.1: Gestosc i dystrubuanta rozkladu réwnomiernego. 2

Dla rozktadu tego FX = 0 oraz var X = 2.
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1. SPRAWY PODSTAWOWE 3

Rys. 3.5: Gestost rozktadu Laplace’a.

3.6 Rozklad Cauchy’ego
Jesli zmienna losowa X ma gestosc

f(z) =

o
m(x2 + 02)’
patrz rys. 3.6, to méwimy, ze ma ona rozktad Cauchy’ego.

Jej dystrybuanta jest

F(z) = L + ! arctan (E) .

2 7 o

Rozklad ten nie ma zadnego skonczonego momentu, tzn.
EX"=00,n=12,....

Rys. 3.6: Gestos¢ rozktadu Cauchy’ego.

Jesti niezalezne zmienne losowe X i1 Y maja rozklad
normalny, to X/Y ma rozktad Cauchy’ego.
3.7 Rozklad logistyczny
Jesli zmienna losowa X ma gestosc

1 e "

= 2+61+67m = (1+e_x)2’

f(=)

rys. 3.7, to méwimy, ze ma ona rozklad logistyczny. Jej
dystrybuanta jest

B 1

Clde

F(z)

Dla rozktadu tego EX = 0, varX = 72/3. Rozklad
ten stuzy do opisywania zjawisk zuzywania sie czeSci, czy
procesow, w ktérych zachodzi efekt nasycenia.

Rys. 3.7 Gestos¢ rozktadu logistycznego.

3.8 Rozklad Pareto

Jesli zmienna losowa X ma gestos¢, patrz rys. 3.8,

0>
fla) = { ab*®

maJrl )

dlaz <b
dla b < z,

gdzie b > 0, to méwimy, ze ma ona rozklad Pareto. Jej

dystrybuanta jest
0, dla z < b

F(z) = 1—(b> . dlab<z.
X

Dla rozkitadu tego EX = oo dla @ < 1 oraz ab/ (a — 1) dla
1 < a. Ponadto, dla 1 < a, var X = ab?/(a — 2) (a — 1)°.
Rozklad Pareto stosowany jest do przedstawienia np.
rozkladu dochodéw w spoleczenistwie.

a/b

b
Rys. 3.8: Gestost rozktadu Pareto.

3.9 Rozklady dyskretne
3.9.1 Rozklad zero-jedynkowy

O rozkladzie zero-jedynkowym mdéwimy, jesli zmienna
losowa przyjmuje dwie wartosci: 0 lub 1. Dla przykladu,
dla dowolnej zmiennej losowej X i dowolnego zdarzenia A
zdefiniujemy zmienna losows

1,
5 - { 0’
Jesli X € A tzn. £ = 1, to méwimy o sukcesie. Ma ona

rozklad zero—jedynkowy, w ktérym P{{ =1} = P{X € A}
i jest prawdopodobienstwem sukcesu.

jesli X € A
jedli X ¢ A.

3.9.2 Rozklad dwumianowy

Procesem Bernouliego nazywa si¢ ciag niezaleznych zmien-
nych losowych &,&;,&5,€5, -+, z ktérych kazda ma rozktad
jak w § 3.9.1. Zmienna

Jest ona liczba
Mozna

ma rozklad nazywany dwumianowym.
sukces6w w procesie Bernouliego o dlugoici n.
wykazac, ze

P{S, =k} = (Z)p’“(l —p)" ",
gdzie p = P{¢ = 1} jest prawdopodobienstwem sukcesu.

3.9.3 Rozklad geometryczny

Zmienna losowa X przyjmujaca wartoSci ze zbioru
{1,2,-- -} ma rozklad geometryczny z parametrem p, jesli

P{X =k} =(1-p)"'p.

Jak mozna wyliczy¢ EX = 1/p. Powyzszym wzorem
wyraza si¢ prawdopodobienstwo tego, ze pierwszy sukces
w procesie Bernouliego nastapi w prébie k.

4 Korelacja, niezaleznoSc, regresja

Dla pary zmiennych losowych (X,Y) dystrubuanta jest
F(z,y) = P{X < z,Y < y}. Laczna gestos¢ tej pary to

2

f(:c,y) =

F(z,y).
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4 1. SPRAWY PODSTAWOWE

Kowariancja pomiedzy nimi to:
cov(X,Y)=E(X - EX)(Y — EY).
Wspétezynnik korelacji definiuje sie jako:
_ cov(X,Y)
0x0y

Poniewaz z nier6wno$ci Schwartza (2.2) wynika, ze
lcov(X,Y)| < VE(X — EX)2\/E(Y — EY)2 = oxoy,

zatem —1 < p < 1. Jedli cov(X,Y) = 0, to takze p = 0.
W sytuacji takiej mowimy, ze zmienne losowe X i Y nie sg
skorelowane.

Jesli

gdzie f; i f, sa odpowiednio gestociami zmiennych X i
Y, to méwimy, ze zmienne te sa niezalezne. Dla takich
zmiennych cov(X,Y) = p = 0. Jesli zatem zmienne losowe
sg niezalezne, to sa takze nieskorelowane. Ponadto

E{o(X)P(Y)} = E{o(X)E{s(Y)}.
dla dowolnych funkcji ¢, ¥ oraz

var(X +Y) =var X + varY. (4.1)
Funkcja 1)
_ flay

nazywa sie warunkowa gestoScia Y przy warunku X = z,
natomiast

B{Y|X =2} = / yf (yl)dy

jest warunkowsa wartoscia oczekiwanag Y przy tym samym
warunku, czyli funkcja regresji. Zatem

BY = /E{Y|X — 2} fo(2)da.

Jesli X jest natury dyskretnej i przyjmuje wartosci
T1,X2,...,Ty, tO

fly) = va:fi(y),

gdzie p; = P{X = x;}, natomiast f;(y) jest warunkows
gestoscia Y pod warunkiem, ze X = z;. W sytuacji takiej

E{Y|X =} = /yfi(y)dy

oraz
n

EY =Y pE{Y|X =x;}.
i=1
Uwaga 4.1 Z istnienia korelacji pomiedzy zmiennymi nie
wynika, ze jedna z nich jest przyczyng, a druga skutkiem.

Cwiczenie 4.1 Jesli Y = aX i EX = 0, to cov(X,Y) =
ao%, skad wynika, ze p = a/|a| = sign(a) (z vwagi na to,
ze 0 > 0). Oznacza to, e p = £1 w zaleznosci od znaku a.

Cwiczenie 4.2 Sprawdzié prawdziwosé wzoru (4.1).

Przyklad 4.1 W systemie statycznym, rys. 4.1, ¥ =
m(U) + Z. Sygnaly U oraz Z sq niezaletne. Ponadto
EZ = 0. Zatem m(u) = E{Y|U = wu}, co oznacza,
e wykrywanie charakterystyki m na podstawie obserwacyi
wejscia U i wyjscia Y jest réwnoznaczne estymacyi funkcji
regresyi.

U Y
e ml)

Rys. 4.1: System statyczny o charakterystyce m(z).

5 Zbieznosc probabilistyczna

Niech teraz

X, X1, X2, X3, .. (5.1)

bedzie ciagiem zmiennych losowych. Probabilistyka
operuje trzema rodzajami zbieznosci: wedlug §redniej,
wedlug prawdopodobienstwa i z prawdopodobiefistwem 1.
Omoéwimy je kolejno.
Jesli

lim F|X,(w)—g|=0,

n—oo
to méwimy, ze ciag jest zbiezny do granicy g wedlug $redniej

pierwszego rzedu, patrz rys. 5.1, jesli

lim E (X,(w)—g)> =0,

n—oo

to wedlug $redniej drugiego rzedu, czyli w sensie $redniok-
wadratowym.

X, (o)
0 \\gz' ) 1
Rys. 5.1: Zbiezno$¢ do zera wedlug $redniej pierwszego

rzedu. Powierzchnia zakreskowanego pola maleje do zera,
gdy n — oo.

Jedli, dla kazdego ¢ > 0,
lim P{|X,(w) —g| > ¢} =0,

to méwimy, ze cigg jest zbiezny do granicy g wedlug
prawdopodobienistwa, rys. 5.2.

Xo(0)
€ g
0 :
W 1
—8, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
P{| X(w)|> €}

Rys. 5.2: Zbieznos¢ do zera wedlug prawdopodobiefistwa.
Miara zbioru (prawdopodobiefistwo zdarzenia) zazna-
czonego grubg linig (sktadajaego si¢ z punktéw w, w ktérych
| X (w)| > €) maleje do zera, gdy n — oc.

O zbieznosci z prawdopodobienstwem 1 méwimy, gdy

P{lim X,(w)=g}=1.
n—oo

Dla pewnych w ciag liczbowy X (w) jest zbiezny go g, dla
innych nie. Zbiezno$¢ z prawdopodobienistwem 1 oznacza,
ze zbiér punktéw w (czyli zdarzenie), w ktérych zbieznosé
ta zachodzi ma prawdopodobienstwo 1.

Posumowujac, w zbieznosci wedtug $redniej chodzi o pole
powierzchni pod zmienng losowa X, (w), ktére maleje do
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zera. W zbieznosci wedlug prawdopodobienstwa o prawdo-
podobiefistwo (czyli miare) zbioru punktéw w, dla ktérych
| Xn(w) —g| > e, ktére maleje do zera. W zbieznoci
z prawdopodobienstwem 1 chodzi natomiast o zbiezno$c
ciagu liczbowego X, (w), o miare (prawdopodobienstwo)
zbioru punktéw w, w ktérych ciagg ten zbiega sie do g, czyli
o miare punktéw, w ktérych zachodzi lim,, oo X, (w) = g.

Na mocy nieréwnoéci Czebyszewa (2.3), zbiezno$¢ wedtug
$redniej implikuje zbiezno§¢ wedlug prawdopodobienstwa,
bowiem:

1
P{IX, — gl > ¢} < ZVE(X, — g

Jesli natomiast X,, — a 1Y, — b wedlug prawdo-
podobienstwa (z prawdopodobienstwem 1), to X,,/Y,, —
a/b wedhug prawdopodobienstwa (z prawdopodobiefistwem

1).
6 Prawa wielkich liczb

Zalézmy teraz ze w ciagu (5.1) zmienne losowe sg niezalezne
i maja jednakowy rozkitad. Niech teraz

Jest rzecza oczywista, ze E{S,/n} = EX. Zbieznost S, /n
do EX jest przedmiotem tzw. praw wielkich liczb. Czynia
one rézne zalozenia dotyczace zmiennej losowej X. My
poprzestaniemy na spostrzezeniu, ze

Sh 1 1
var [} = —var(X; + Xo + -+ + X;,) = — var(X).
n n n

Wynika stad, ze S, /n zbiega si¢ do granicy EX w sensie
Sredniokwadratowym, tzn.

g 2
lim F (” - EX) =0, (6.1)
n— oo n

bowiem lim,,_,o var[S,/n] = 0. Mozna powiedziet, ze

$rednia empiryczna S, /n zbiega sie do éredniej teoretycznej
EX.

Prawa wielkich liczb sa fundamentem metod statystyki
matematycznej i wszelkiej dziatalnoSci polegajacej na anali-
zie danych pomiarowych. Dzigki nim mozemy skutecznie
wnioskowa¢ na podstawie danych eksperymentalnych.

Przyklad 6.1 Dla procesu Bernouliego jak w § 3.9.2

2
lim E(S"—p) =0,
n—o0 n

co oznacza, e empiryczna czestosé sukcesow Sp/n zbiega
sie do p. Moze ona zatem stuzyc jako estymator praw-
dopodobienstwa sukcesu p.
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