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Rozdzial 1

Wstep

Podrecznik sktada sie z czeSci zasadniczej, obszernych dodatkéw oraz tablic trans-
format Laplace’a i Z. Rozdzialy 2-8 sa poSwiecone systemom ciggtym, natomiast 9-14
systemom z czasem dyskretnym. Przedstawiono w nich rézne sposoby opisu wiasno-
Sci liniowych systeméw dynamicznych, a mianowicie: réwnanie rézniczkowe i réznicowe,
réwnanie fazowe, splot, transmitancje, transmitancje widmows oraz charakterystyki cze-
stotliwoSciowe. Omdéwiono takze odpowiedzi na standardowe wymuszenia: impuls Di-
raca, skok jednostkowy i sinusoide. Duzo uwagi po$wiecono stabilnosci, podano metody
jej badania, czyli kryteria stabilnosci. Szczegétowo oméwiono wlasnoéci systemoéw stabil-
nych. Zaprezentowano systemy automatycznej regulacji, oméwiono zadania im stawiane
i sposoby ich realizacji. Przeprowadzono analize stabilnoSci takich systeméw, poddano
analizie ich reakcje na rézne sygnaly wymuszajace. Zbadano takze ich zachowanie, gdy
dzialaja na nie sygnaly o charakterze losowym.

7 wyjatkiem rozdzialéw 6 oraz 12 podrecznik rzadko odwoluje si¢ do pojet wektora
i macierzy. Przy prezentacji réwnania stanu jest to jednak niezbedne i ze wzgledow
dydaktycznych oméwiono je w osobnych rozdziatach.

Przed przystapieniem do studiowania zasadniczych partii podrecznika warto zapoznac
sie z zamieszczonymi na koncu dodatkami. Dodatek A dotyczy transformacji Laplace’a,
jej zastosowan i spraw pokrewnych. Podano w nim wlasnoéci transformacji, ktére sg
wykorzystywane w zasadnicze] czesci podrecznika. Wyznaczono takze transformaty naj-
czeSciej spotykanych funkcji. Pokazano ponadto, w jaki sposéb za jej pomoca rozwiazuje
sie liniowe réwnania rézniczkowe. Przedstawiono wreszcie spokrewniong z nig transfor-
macje Fouriera.

W dodatku B oméwiono transformacje Z, ktéra jest podstawowym narzedziem stoso-
wanym w analizie systeméw dyskretnych. Podano jej definicje i wlasnosci. Wyznaczono
przydatne transformaty Z ciaggéw liczbowych, czyli sygnaléw dyskretnych. Pokazano,
w jaki sposob transformacje te wykorzystuje sie do rozwiazywania réwnan réznicowych.
Wskazano ponadto na zwigzki miedzy transformacjami Laplace’a i Z. Przedstawiono
takze rezultaty dotyczace dyskretnej transformacji Fouriera.
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W dodatku C przedstawiono fakty dotyczace wektoréw i macierzy, ktére niezbedne
sg dla zrozumienia treSci podanych w rozdzialach 6 oraz 12 dotyczacych réwnania stanu.
Podobng role spelia dodatek D, w ktérym oméwiono pojecia sterowalnosci i obserwo-
walnosci.

Dodatek E zawiera podstawowe informacje na temat proceséw stochastycznych o cza-
sie ciaglym, jak réwniez dyskretnym. Sa one przydatne przy analizie systeméw, w ktérych
sygnaly wymuszajace maja charakter losowy.

Czesto podawane przyklady oraz ¢wiczenia, ktérym towarzysza liczne wykresy i ry-
sunki, pehnig role wyja$niajaca i ilustracyjna, a takze przekazuja tresci lezace obok zasad-
niczego nurtu rozwazan. Przedstawione rezultaty maja pelne i dokladne uzasadnienie.
Wyjatkami sa jedynie algebraiczne kryteria stabilnosci oraz pojecie calki $redniokwadra-
towej procesu stochastycznego.

Autor ma przyjemno$¢ zlozy¢ podzigkowania Pani mgr Dorocie Rawie za wyrozumia-
toé¢ i cierpliwoé¢ okazang przy korekcie rekopisu.



Rozdzial 2

Opisy liniowych systemoéw
dynamicznych

2.1. Wprowadzenie

System dynamiczny bedziemy przedstawiaé graficznie w postaci prostokata jak na
rys. 2.1. Méwimy, ze ma on wejécie u oraz wyjscie y. Sygnaly wejsciowy u(t) i wyjéciowy
y(t) sa funkcjami czasu, ktérych dziedzina, czyli zakres zmiennodci argumentu ¢, moze byé
rézna, np. moze byt tak, zet € [0,00) lub t € (—o00, 00). System dynamiczny przeksztalca
wiec sygnal wejciowy u(t) w wyjéciowy y(t), czyli jedna funkcje czasu w druga.

Zachowanie sig takich systeméw mozna opisac¢ réznymi sposobami, ktére kolejno omé-
wimy w ponizszym rozdziale. Zbadamy takze zwigzki miedzy tymi opisami.

w(?) y(1)

Rys. 2.1. System dynamiczny

2.2. Ré6wnanie ré6zniczkowe

2.2.1. Liniowe réwnanie rézniczkowe

Podstawowym dla nas opisem systemu dynamicznego jest nastepujace liniowe réwna-
nie rézniczkowe:

amy ™ (&) + -+ aryD () + aoy(t) = bu®D () + - - + P u(t) + bou(t), (2.1)

przy czym a,, # 0, by # 0 oraz t € (—00,00). System, podobnie jak réwnanie, nazywa
sie liniowy. Méwimy, ze m jest rzedem réwnania, czyli takze systemu. Zestaw m liczb

y(0-),y™M(0-),...,y" D (0-)
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tworzy tzw. warunek poczatkowy. W szczegdlnosci, jesli
y(0-) =y (0-) = =y V(0-) =0,

to méwimy, ze jest on zerowy. Nalezy w tym miejscu wyjaénié¢, ze y(0—) oznacza le-
wostronng granice funkcji y(¢) w punkcie ¢ = 0. Uwaga ta dotyczy takze pozostaltych
sktadnikéw warunku poczatkowego.

Jak wiadomo, dla kazdego warunku poczatkowego i funkcji u(t) odcinkami ciaglej na
pélprostej [0, 00), réwnanie to ma jednoznaczne rozwigzanie dla ¢ € [0, 00). Zaktadamy
dodatkowo, ze funkcja ta jest taka, ze

u(0—) = uM(0-) =--- ==Y (0-) = 0. (2.2)

Rozwiazanie to jest jednoznaczne takze wtedy, gdy do takiego u(t) dodany zostanie po-
nadto impuls Diraca lub jego pochodne. Sygnaty takie bedziemy nazywaé¢ wymuszeniami
lub pobudzeniami.

Definicja 2.2.1. Wymuszeniem, czyli pobudzeniem, nazywamy sygnat u(t) okreslony na
calej prostej t € (—oo, 00), bedacy sumaq funkcji odcinkami cigglej, impulsu Diraca i jego
pochodnych, ktory spetnia warunek (2.2).

Ustaliliémy zatem, ze rozwigzanie réwnania informuje w spos6b jednoznaczny o tym,
jaka, przy danym warunku poczatkowym, jest reakcja systemu na pobudzenie. Z tego
wzgledu, system bedziemy utozsamia¢ z réwnaniem rézniczkowym, jak réwniez z innymi
réwnowaznymi mu opisami, ktére poznamy pézniej.

Wielomian

M(8) = ams™ + apm_15""1 + -+ a1s + ag (2.3)
nazywa sie charakterystycznym, a M(s) = 0 réwnaniem charakterystycznym réwnania
rézniczkowego. Ma ono m rozwigzan:

81,525+-+,Sm

nazywanych pierwiastkami charakterystycznymi. Sa one rzeczywiste lub zespolone. Ze-
spolone wystepuja parami, w ktérych jeden jest sprzezony wzgledem drugiego, patrz
lemat A.4.1. Pierwiastki rzeczywiste i pary sprzezonych pierwiastkéw zespolonych mogg
by¢ przy tym pojedyncze lub wielokrotne. Oznaczamy ponadto

L(s) = bys' +b_1s' ™" 4+ + bys + by (2.4)

i zaktadamy dodatkowo, ze M(s) i L(s) nie maja wspdlnych pierwiastkéw, patrz uwagi
w podrozdziale 2.8.

W celu wyznaczenia reakcji systemu na pobudzenie u(t), tzn. w celu rozwiazania réw-
nania (2.1), dokonujemy obustronnego przeksztalcenia Laplace’a. Uwzgledniamy przy
tym warunek poczatkowy i regute o transformacie pochodnej, tzn. bierzemy pod uwage
to, ze:

Ly (@)} = sY (s) —y(0-),
SO (1)} = 2V (s) - sy(0-) — y D (0-),

SO} = Y (5) = 5 y(0-) = — 5 (0-).



2.2. Réwnanie rézniczkowe 13

Pamictamy takze, ze ze wzgledu na (2.2), £{uM(t)} = sU(s), ..., L{uP(t)} = s'U(s).
Nie trzeba przy tym wyjasénia¢, ze Y (s) = £{y(t)} oraz U(s) = £{u(t)}. Zatem

M(s)Y (s) = W(s) = L(s)U(s),

gdzie W (s) jest wielomianem stopnia m — 1 o wspélczynnikach zaleznych od warunku
poczatkowego oraz ap,...,a,. Otrzymujemy w ten sposéb rozwigzanie réwnania réz-
niczkowego wyrazone w formie operatorowej, a mianowicie:

Wi(s) | L(s)

Y= 3 T ()

U(s). (2.5)

Wynika stad ostatecznie, ze odpowiedZ systemu na pobudzenie u(t) ma nastepujaca

e o= e e -

Reakcja y(t) systemu zalezy wiec od:

e pobudzenia,

e warunku poczatkowego,

e wlasnoSci systemu, czyli wspélczynnikéw ag, . . ., a,, oraz by, ..., b;.
Jej pierwsza skladowa od:

e warunku poczatkowego,

e wlasnoSci systemu,

o lecz nie zalezy od pobudzenia.
Jest ona odpowiedzig systemu na pobudzenie zerowe, gdyz w takiej sytuacji U(s) = 0.
Innymi stowy, jest ona rozwigzaniem réwnania jednorodnego

amy(m)(t) + am_ly(mfl)(t) + -+ agy(t) =0. (2.7)

Druga sktadowa zalezy natomiast od:

e pobudzenia,

e wlasnoSci systemu,

o lecz nie zalezy od warunku poczatkowego.
Jest ona reakcja systemu na pobudzenie u(t) przy zerowym warunku poczatkowym,
wtedy bowiem W (s) = 0.

Przyklad 2.2.1. Réwnanie rézniczkowe opisujace system ma postac:
Ty'(t) + y(t) = ku(?),

przy czym warunkiem poczatkowym jest y(0—), a wymuszeniem wu(t) = 1(t). Przeksztal-
cenie Laplace’a dokonane wobec obydwu stron réwnania doprowadza do nastepnego row-
nania

(Ts+1)Y(s) — Ty(0—) = kU(s),

skad wynika, ze
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Poniewaz U(s) = 1/s, wigc

T k
V) = s VO T s+

Zatem
y(t) = y(0-)e T + k(1 —e7T).

Pierwsza skladowa y(O—)e*t/ T pochodzi od warunku poczatkowego, natomiast druga,
czyli k(1 + e /7)), jest skutkiem wymuszenia u(t) = 1(t).
Przyklad 2.2.2. Réwnanie systemu ma nastepujaca postac:

y"(t) + 3y (t) + 2y(t) = 4’ (t) + u(t).

Znajdziemy odpowiedz y(t) na wymuszenie u(t) = §(¢) przy warunku poczatkowym
y'(0—), y(0—). Po dokonaniu w tym celu transformacji Laplace’a wobec obydwu stron
réwnania otrzymujemy

(s> +3s+2)Y(s) — [3sy(0—) + 3y (0—) + 2y(0—)] = (4s + 1)U(s).
Uwzgledniajac to, ze U(s) = 11 ze s> +3s+2 = (s + 1)(s + 2), stwierdzamy:

_ 3sy(0—) + 3y (0—) + 2y(0—) 4s+1
B (s +1)(s+2) (s+1)(s+2)

Y(s)

Rozktad na utamki proste doprowadza nas nastepnie do wniosku, ze

Y(S):*y(07)+3y’(0*)+4y(0*)*3y’(0*)7 s 7
s+1 542 s+1 s4+2°

Zatem y(t) = y1(t) + y=2(t), gdzie
y1(t) = [~y(0—) + 3y’ (0—)]e™" + [4y(0—) — 3y’ (0—)]e~*

oraz
Ya(t) = —3et 4+ Te 2.

Skladowa w1 (t) pochodzi przy tym od warunku poczatkowego, natomiast ya(t) od wymu-
szenia.

2.2.2. Réwnanie liniowe jako rezultat linearyzacji

Liniowe réwnanie rézniczkowe albo wprost opisuje system rzeczywisty, albo, co jest
znacznie czestsze, jest jedynie pewnym przyblizeniem jego zachowan. Z reguly bowiem
systemy realnie istniejace sg nieliniowe. Aby przedstawi¢, na czym polega to przybliza-
nie, czyli liniowa aproksymacja nazywana takze linearyzacja, wezmy pod uwage system
o wejéciu £(t) i wyjéciu n(t) opisywany nieliniowym réwnaniem rézniczkowym

n(m) = @(n(m71)7 A 7"7(1)7 ’r’; §(Z)7 A 75(1)7 5)7
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gdzie ¢ jest pewng funkcja, zazwyczaj nieliniowa. Dla prostoty oznaczen pomingliSmy
zmiennyg t.

Niech teraz (£,,7,) bedzie tzw. punktem odniesienia, tzn. niech bedzie tak, ze jesli
E(t) =&y dlat € (—o00,00), to n(t) =ny dla ¢t € (—oo,00). Oznacza to, ze

O:SD(O,...,07770;07...70750).

Jesli bowiem system pozostaje w punkcie odniesienia, to jest w spoczynku, skad wynika,
e W)= =D@t)=0inM () = =n™(t) = 0. Rozwijajac funkcje ¢ w szereg
Taylora w punkcie (0,...,0,70;0,...,0,&,), otrzymujemy

T’(WL) = (‘0(77(7”_1)7 M 777(1)777§£(l)7 M 75(1)75) - (10(07 MR ) 07770; 07 A 70750)
= —am-1(n— 770)(m_1) — o —a(n— 770)(1) —ap(n —ng)
F(E— &) D+ b (€= &) +bo(€— &) + R

gdzie
a 0 %) b 0 %)
i = T ) i = )

877(1) (0,..+,0,10;0,...,0,&¢) 35(1) (0,..-,0,10;0,-.-,0,&0)
natomiast R jest reszta zawierajaca wyrazy wyzszego rzedu. Z dokladnoScia do tej reszty
mozemy zatem napisac

N = = am_1(n —10) " = —ai(n =)™ — ao(n — 1)

+ o€ =&)Y+ 16— €)W +bo(€ — &)

Oznaczajac teraz y(t) = n(t) — ny oraz u(t) = &(t) — &, i zauwazajac, ze n® =y oraz
5(1) =u, dlai=1,2,..., otrzymujemy ostatecznie

y(m) + CLm_1y(m71) +---tay = blu(l) + bl_lu(lil) + -+ bou,

czyli liniowe réwnanie (2.1).

Nalezy zwréci¢ uwage na to, ze £(t) oraz n(t) maja charakter bezwzgledny, natomiast
u(t) oraz y(t) sa wzgledne, gdyz $wiadcza o odchyleniu £(¢) od &, oraz n(t) od 7.
Przyklad 2.2.3. Przy braku tarcia ruch ciata o masie 1 pod wpltywem silty F' po poziomej
plaszczyznie mozna opisa¢ réwnaniem

d
V(0 +r(v®)o(t) = F(b),

gdzie v jest predkoscia, r(v) = v? oporem oérodka zaleznym tutaj kwadratowo od pred-
koSci. Punktem odniesienia, czyli typowym punktem pracy, jest (Fy, vg), gdzie vy to stata
predko$¢ osiggana przez cialo pod wpltywem sity Fp, tzn. taka, dla ktérej r(vp)vg = Fp,

/3

czyli taka, ze vg = F;;’". Przepisujgc réwnanie ruchu w postaci

%v(t) = p(v(t), F(t)),
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gdzie p(v,F) = —r(v)v + F = —v3 + F, pamietamy, ze o(vo, Fy) = 0, i rozwijajac
@ w szereg Taylora, otrzymujemy

%v(t} = @(u(t), F(t)) — p(vo, Fy)

F(P() ~ Bo) tmo(0, )|+ RO,

d
= (v(t) — o) %SD(”U,F)
(vo,Fo)

(vo,Fo)

gdzie R(t) jest reszta o wyrazach wyzszego rzedu. Oznaczajac u(t) = F(t) — Fy oraz
y(t) = v(t) — vg, mozemy zatem napisaé

Ly(t) +y(t) = ult) + R0)

gdzie:
d

a:—%go

d
(v, F) = 302 oraz b = zlgo(fu,F) =1.
(vo,Fo) (vo,Fo)
Pomijajac wyrazy wyzszego rzedu, otrzymujemy réwnanie bedace liniowym przyblize-

niem podanego na poczatku
d
Sut) + ay(t) = u(t).

Opisuje ono w sposéb przyblizony ruch ciala, gdy dzialajaca sita i wynikajaca z niej
predko$¢ niewiele sie réznig od Fy i vg.

2.2.3. Proces, system, opis

Zaréwno nieliniowe réwnanie rézniczkowe, jak i liniowe, bedace rezultatem jego li-
nearyzacji, maja charakter abstrakcyjny. Ich zadaniem jest jednak opis rzeczywistego
procesu. Przedstawimy teraz droge, ktéra prowadzi od procesu do réwnania, czyli od
realnego procesu do jego matematycznej reprezentacji, patrz rys. 2.2.

B2, B f I I
El 771 Stl m U—l yl
b —HsystemP— T P
A I | e
n “opsem| 7 u, |- "y
LD_ _()_ll ? q )3 q
j— — j—

identyfikacja linearyzacja

Rys. 2.2. Od rzeczywistego procesu do systemu liniowego

Proces

Rzeczywisty proces moze mie¢ réznoraki charakter. Moze to by¢ zesp6t zjawisk zacho-
dzacych w reaktorze chemicznym, kotle cieplowniczym czy na rynku pewnego produktu.
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Procesem tym moze by¢ takze to, co dzieje si¢ z lecacym samolotem. Natura zachodza-
cych zjawisk moze by¢ calkowicie dowolna, moga one mie¢ charakter chemiczny, fizyczny,
ekonomiczny czy tez spoleczny.

System

W procesie wyrézniamy zestaw wielkoSci, co do ktérych bedziemy stawiaé pewne
wymagania. Nazywamy je wielkosciami wyjsciowymi. Na rys. 2.2 oznaczono je jako 7,
.., Ng- Po okresleniu wielkoSci wyjsciowych przychodzi kolej na wyréznienie wielkosci,
za pomoca ktérych bedziemy sie starali oddzialywaé¢ na proces tak, aby ustalone przed
chwila wielkoSci wyjéciowe zachowywaly si¢ w pozadany sposéb. Zaznaczone jako &,
., §, sa nazywane wejsciowymi. Pozostale, w nieznanej zazwyczaj liczbie, oznaczone
jako 21, 2o,..., majace wplyw na wyjscia sa zakléceniami. Jest przy tym oczywiste, ze
niektérych takich wielkoSci zaklécajacych mozemy nie zna¢. Wynikiem tych wszystkich
podjetych przez nas wyboréw jest to, co nazywamy systemem. Jest to zatem proces
z wyréznionymi zestawami wielko$ci wejSciowych 1 wyjSciowych oraz zakléceniami.

System z opisem

Okre§lamy nastepnie opis systemu, np. réwnanie rézniczkowe, zwykle nieliniowe.
Procedura ustalania opisu nazywa sie identyfikacjg systemu. Jest ona wykonywana na
podstawie tzw. informacji apriorycznej o systemie, np. réwnan wynikajacych z praw
fizyki, oraz danych empirycznych, czyli wynikach pomiaréw przeprowadzonych na sy-
gnalach wejSciowych i wyjsciowych systemu.

System liniowy

Jesli nieliniowosci otrzymanego réwnania nie sg znaczne, to po przeprowadzeniu li-
nearyzacji wokét nominalnego punktu pracy otrzymujemy liniowy system dynamiczny
opisywany linijowym réwnaniem rézniczkowym. Jego wielkosci wejsciowe u1, ..., u, i wyj-
§ciowe y1,. .., Y, maja, jak juz wiemy, charakter wzgledny, tzn. sg odniesione do punktu
pracy. My przyjmujemy, ze system ma tylko po jednym wejsciu i wyjsciu oznaczonymi
jako u oraz y. Zakladamy ponadto, ze nie dzialajg nan zadne zakldcenia.

Przyklad 2.2.4. Niech procesem bedzie zespdt zjawisk zachodzacych w lecacym samo-
locie. Przyjmujac wysokos¢ lotu, kurs i szybkosc jako wielkoSci wyjsciowe oraz polozenie
sterow wysokosci, kierunku oraz natezenie doplywu paliwa jako wejsciowe, traktujemy
ten proces jako system dynamiczny o trzech wejSciach oraz trzech wyjsciach. Zaklé-
ceniami sg np. szybko$¢ i kierunek wiatru czy tez ciSnienie powietrza. Korzystajac
nastepnie z praw aerodynamiki i danych pomiarowych, ustala sie w procesie identyfikacji
opis takiego systemu, np. w postaci réwnan rézniczkowych.

Przyklad 2.2.5. W tzw. procesie pH do zbiornika, w ktérym stale zachodzi mieszanie,
wlewa si¢ trzy substancje, silng zasade, silny kwas oraz, ze stalym natezeniem doptywu,
stabilizator. Celem jest otrzymanie cieczy o zadanym pH, tzn. o zadanym poziomie
kwasowoSci. Jako wielko$ci wyjSciowe mozna przyjaé poziom cieczy w zbiorniku oraz
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wspoélezynnik pH w cieczy go opuszczajacej. WielkoSci wejsciowe to natezenia dopltywu
kwasu i zasady. Tak zdefiniowany system ma po dwie wielko$ci wejsciowe i wyjsciowe.
Przyklad 2.2.6. Silnik elektryczny obraca sie pod wpltywem podanego napiecia. Jesli
celem jest utrzymanie predkoSci obrotowej na wilaSciwym poziomie, to wielko$cig wej-
Sciowa jest napiecie, a wyjSciowa predkos¢. Je§li natomiast celem jest to, aby obrdcit
sie on o zadany kat, to wielko$cig wyjsciows jest kat obrotu. To co jest wielkoScia wyj-
Sciowa, nie jest zatem wladciwosciag procesu, lecz zalezy od nas, od zadania jaki stawiamy
procesowi.

2.3. Transmitancja

2.3.1. Definicja. LiniowoS$¢ systemu

Podamy teraz nastepny opis systemu liniowego nazywany transmitancja. Przypomi-
namy przy tym, ze M(s) i L(s) sa wielomianami jak we wzorach (2.3) oraz (2.4).
Definicja 2.3.1. Transmitancjq systemu o réwnaniu rézniczkowym (2.1) nazywamy na-
stepujacq funkcje:

L(s) bist +b_1s =t + -+ by
OM(s) amS™ 4 am_18™ 1+ “+ay

Bezposrednio z zaleznoéci (2.5) wynika nastepujaca wlasnosé:

Wiasno§é 2.3.1. Przy zerowym warunku poczgtkowym
Y(s) = K(s)U(s).

Transmitancja wiaze zatem transformaty Laplace’a sygnatéw na wejsciu oraz wyjéciu
tylko wtedy, gdy warunek poczatkowy jest zerowy. Jest ona funkcja wymierna, a jej
bieguny sa pierwiastkami wielomianu charakterystycznego M (s). Z powyzszej whasnosci
wynika wazne twierdzenie dotyczace istotnej cechy systemu, a mianowicie liniowoSci.

Twierdzenie 2.3.1 (liniowo$é¢ systemu). Niech warunek poczgtkowy bedzie zerowy.
Jesli na pobudzenia ui(t), ua(t) @ u(t) reakcjami systemu sq, odpowiednio yi(t), yo(t)
i y(t), to odpowiedziami na pobudzenia auy(t) + Pus(t) fo T)dT oraz u'(t) sq odpo-
wiednio oy (t) + Bya(t) fo T)dT oraz i (t).

Dowdéd. Wystarczy skorzystaé z wlasnosci 2.3.1. [

7 twierdzenia 2.3.1 wynika, ze operacji liniowej na sygnalach wejsciowych odpowiada
taka sama operacja na sygnalach wyjsciowych. Nalezy podkresli¢ przy tym, ze system
ma wlasno§¢ liniowosci jedynie wtedy, gdy warunek poczatkowy jest zerowy.

Zauwazmy na koniec, ze postugujac sie pojeciem transmitancji, odpowiedz (2.6) sys-
temu na pobudzenie u(t) mozna, przy dowolnym warunku poczatkowym, zapisaé jako

y(t) = &1 {mg } + £ HK(s)U(s)}. (2.8)
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2.3.2. Transmitancja systeméw zlozonych

Laczac proste systemy, nazywane czesto elementami lub czlonami, otrzymuje sie bar-
dziej skomplikowane struktury. Najprostsza jest polaczenie szeregowe, czyli kaskadowe,
rys. 2.3. Nietrudno sprawdzi¢, ze transmitancja utworzonego w ten sposéb systemu
o wejSciu u 1 wyjéciu y, czyli ilorazem Y (s)/U(s), jest

K(s) =G(s)H(s).

—>— G(s) > H(s) |>—
u(t) w(?) y(1)

Rys. 2.3. Struktura szeregowa
System powstaly przez polaczenie réwnolegle, pokazany na rys. 2.4, ma natomiast
transmitancje wyrazajacg sie wzorem
K(s) =G(s) + H(s).

Zauwazmy przy tym sposéb, w jaki zaznaczono wezel, przez ktéry przeptywa sygnat u(t)
oraz wezel, w ktérym dodaja sie sygnaly w(t) oraz z(t).

Rys. 2.4. Struktura réwnolegla

Bardziej skomplikowana jest struktura ze sprzezeniem zwrotnym przedstawiona na
rys. 2.5. Wejéciem systemu jest sygnal u, a wyjSciem y. Poniewaz w(t) = u(t) — y(t),
moéwimy, ze sprzezenie jest ujemne (dla w(t) = wu(t) + y(t) nazywamy je dodatnim).
Z réwnosci W(s) = U(s) =Y (s) oraz Y (s) = K(s)W (s) wynika, ze transmitancja takiego
systemu jest

Kz(s): = 2

A

Rys. 2.5. Sprzezenie zwrotne
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Cwiczenie 2.3.1. Wykazag, ze dla dodatniego sprzezenia zwrotnego transmitancja sys-
temu zamknietego jest Kz(s) =1/(1 — K(s)).

2.4. Odpowiedzi na standardowe pobudzenia

Zbadamy teraz odpowiedzi systemu na dwa standardowe pobudzenia, a mianowicie
impuls Diraca (t) oraz skok jednostkowy 1(t). Pézniej zajmiemy sie takze reakcja na
trzecie takie pobudzenie, a mianowicie sinusoide sinwt, patrz punkt 4.3.3. Przypomi-
namy, ze K(s) = L(s)/M(s), gdzie L(s) i M(s) sa wielomianami jak we wzorach (2.4)
i (2.3) o stopniach [ oraz m.

2.4.1. Odpowiedz impulsowa

Definicja 2.4.1. Odpowiedzig impulsowq k(t) nazywamy reakcje systemu na pobudzenie
impulsem Diraca 6(t) w sytuacji, gdy warunek poczatkowy jest zerowy.

Relacje miedzy odpowiedzia impulsowa i transmitancja ustala ponizsza wlasnosc¢:

Wiasnosé¢ 2.4.1. Zwigzek pomiedzy odpowiedzig impulsowq i transmitancjq jest naste-

pujacy:
k(t) = £ YK (s)}.

Dowéd. Aby wykazaé prawdziwo$é réwnoéci bierzemy pod uwage to, ze £{5(t)} =1
i korzystamy z wlasnosci 2.3.1.

Jest oczywiste ze powyzsza wlasno$é rozumiemy w ten sposéb, ze k(t) =0 dlat <0
ik(t)=L"YK(s)} dlat>0.

W celu wyznaczenia odpowiedzi impulsowej wyszczegdlnimy bieguny transmitancji.
Jako rozwigzania réwnania M (s) = 0 moga by¢ one rzeczywiste lub zespolone. Zespolone
wystepuja w parach, w ktorych jeden jest sprzezony wzgledem drugiego, patrz lemat
A.4.1. Sa one zatem jak nastepuje:

rzeczywiste &y, .. ., &, rézne o krotnosciach ki, ..., ky,
pary zespolone (1)1,7;), -, (1, 7,), r6zne o krotnociach k1, ..., Ky, (2.9)
przy czym 1; = 0; + jwi,t =1,...,q

Jest przy tym oczywiste, ze Zle ki + 237 | ki = m. Oméwimy najpierw sytuacje,
w ktorej [ < m.

Wilasno$é 2.4.2. Niech | < m, a bieguny transmitancji bedq jak w (2.9). System ma
nastepujacqg odpowiedz impulsowq:
ki

p
Z Oézj tJ Lebs +2ZZ|BU
1

=1 j= i=1 j=1

tj_leg“5 cos(wit + ¢;;), (2.10)

gdzie:
1 ) dFi—i

(ki — J)! slg]gi dski—i [(s = &)™ K(s)],

Olz'j =
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1 dri=i

Bij - (’fz *])' ali»n dsri—J [(S - ni)mK(S)]’

@;; = arg f;;. Ponadto a, #0,i=1,...,p, oraz B;,, #0,1=1,...,q.

Dowdd. Aby znalezé odpowiedZ impulsowa, wystarczy zauwazy¢, ze jest ona oryginalem
funkcji wymiernej K (s) = L(s)/M(s) i ze

~ b al] /B’Lj
CER N W e Rl

i=1 j=1 i=1 j=1 T’l

patrz twierdzenie A.4.3, a nastepnie, korzystajac z (A.12) oraz (A.16), znalezé oryginal
kazdego utamka. To, ze ik, # 0 oraz f8;,. # 0, wynika z drugiej czgsci przywotanego
twierdzenia. [

Kolejna wlasno$é, z ktorej bedziemy nieraz korzystac, jest oczywista.

Wiasno$é 2.4.3. Dla |l < m odpowieds impulsowa k(t) jest funkcjq nieskonczenie wiele
razy rézniczkowalng na domknigtej pdtprostej t € [0, 00).

Jesli bieguny transmitancji sa jednokrotne, to odpowiedz impulsowa mozna przedsta-
wi¢ W znacznie prostszej postaci.

Whiosek 2.4.1 (bieguny jednokrotne). Niech | < m, a bieguny transmitancyi bedq
oznaczone jak w (2.9), przy czym wszystkie jednokrotne (co oznacza, ze p + 2q = m).
Wowczas

p q
)= et +237 [B]e7 cos(wit + 1),
i=1 j=1
gdzie:

a; = lim (s — &) K(s), 5; = lim (s — ;) K(s), ¢; = arg §;.

s—§;

Zbadamy teraz wlasnosci odpowiedzi impulsowej w punkcie ¢t = 0, ktére zwiazane
sg z szybkoScia, z jaka system reaguje na pobudzenie. Zauwazmy przede wszystkim,
ze, dzieki wlasnoéci 2.4.3, odpowiedz ta ma w tym punkcie wszystkie (prawostronne)
pochodne.

Wiasno§é 2.4.4. Niechp=m —1. Diap>1

k(0) = kW (0) = --- = kP=2(0) = 0 i dopiero P~V (0) = LA

Qm

Dowdéd. Wystarczy odwolaé sie do lematu A.5.2. [

Ostatnia wlasno$¢ stwierdza wiec, ze odpowiedZ impulsowa systemu oraz jej pochodne
rzedu 1,2,...,p — 2 zeruja si¢ w punkcie ¢t = 0 i dopiero pochodna rzedu p — 1 jest nie-
zerowa. Liczba p jest przy tym réznica miedzy stopniami wielomianéw w liczniku i mia-
nowniku transmitancji. Jest oczywiste, ze im wigksza ta réznica, tym wigcej pochodnych
zeruje sie, czyli tym wolniejsze narastanie odpowiedzi impulsowej w jej poczatkowym
przebiegu. Innymi stowy, im wieksze p, tym wieksza bezwladno$¢ systemu.
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Przyklad 2.4.1. Niech K(s) = (3s+1)/s(s+1). Dokonujac rozkladu na utamki proste,
dochodzimy do wniosku, ze odpowiedzia impulsowa jest k(t) = 1 + 2e 7.

Przyklad 2.4.2. W systemie o transmitancji 1/(s + 1)(s + 2) odpowiedzig impulsowa
jest e7t —e72t. Kazda z jej skladowych jest zwigzana z jednym biegunem transmitancji.

Przyklad 2.4.3. Dla K(s) = (4s+1)/(s+1)(s—2) otrzymujemy odpowiedz impulsowa
o postaci k(t) = et + 3e2.

Przyklad 2.4.4. Niech K(s) =s(s—1)/(s+1)(s* +1). Zatem k(t) = e~* —sint.
Przyklad 2.4.5. Dla K(s) = 1/(s + 3)? odpowiedzia impulsowa, jest te=3t.

Przyklad 2.4.6. Na rys. 2.6 pokazano odpowiedzi impulsowe systeméw o transmitan-
cjach:

a) (5s® +8s+20)/ (s + 1) (s* + 4s + 20),

b) 2/(s+1)(s + 2),

c) (—=s+2)/(s+1)(s+2).

W pierwszej, m — 1l = 1, a co za tym idzie k(0) =5 > 0. W drugiej, m — [ = 2, a zatem
k(0) = 0 oraz k'(0) = 2. W trzeciej, m —1=11ik(0) = —-1<0.

Rys. 2.6. Odpowiedzi impulsowe, przyktad 2.4.6

Przyklad 2.4.7. Dla transmitancji K(s) = (7s + 6)/(2s3 + s? + 4s + 5) otrzymujemy
k(0) =0, k'(0) = 7/2.

Przyklad 2.4.8. Dla K(s) = 1/(2s% + 3s% + 4s + 5) znajdujemy k(0) = £'(0) = 0 oraz
k" (0) =1/2.

Przyklad 2.4.9. Niech K(s) = 1/(ams™ + -+ + a18 + ag). Dla m > 1 wyliczamy
E(0) = ED(0) =--- = k™=2(0) = 01 k™D (0) = 1/am.

2.4.2. Odpowiedz skokowa

Definicja 2.4.2. Odpowiedzig skokowa A(t) nazywamy reakcje systemu na pobudzenie
skokiem jednostkowym 1(t) w sytuacji, gdy warunek poczgtkowy jest zerowy.

Zwigzek pomiedzy odpowiedzig skokowsg i1 transmitancja wyraza nastepujaca wia-
SNos¢:

Wiasno$é¢ 2.4.5. Relacja miedzy odpowiedzig skokowaq, i transmitancjq jest dana wzorem:

At) =gt {lK(s)} .

S
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Dowéd. Wystarczy uwzglednié to, ze £{1(t)} = s~! i skorzystaé z wlasnosci 2.3.1. =

Jest oczywiste, ze wlasno$¢ powyzsza rozumiemy w ten sposéb, ze A(t) =0 dlat <0
iAt) =518 HK(s)} dlat > 0.
Relacje pomiedzy odpowiedzia skokowsa i impulsowsa okresla ponizsza wlasnoSc.

Wiasnoéé 2.4.6. Odpowied? impulsowa jest powigzana ze skokowq wzorem:

) = /0 k(e ton k() = N(0).

Ponizej wyznaczamy odpowiedZ skokowsa systemu.

Wiasno$é 2.4.7. Niech I < m i niech bieguny transmitancji bedq jak w (2.9), przy czym
& = 0. System ma nastepujgca odpowiedz skokowaq:

k1+1 |
Z Cly 77—y (] tj 1 + ZZCW tjfleé'i
=2 j=1
a
! QZZW”' Gomit ¢ coslwit + ), (2.11)
=1 j=1
przy czym:
1 dkri—i+1
_ . )
C1j (kr+1—9)! il—{% dski—i+1 [3 K(S)] ;
1 . dki—i 1
7 T )L, a0 [(S —&) ;K(S)} :
1 dri—i N 1
= (ki —J)! 311’71 dsti—J [(S_ni) ;K(S)} )

oraz wij = argd;;.

Dowdéd. Wystarczy zauwazy¢, ze ki + 1 jest krotnoscia bieguna &; = 0 funkcji s~1K ()
i ze, w zwiazku z tym,

P S |

j=1 1211 =1 j=1

oraz znalez¢ oryginat kazdego utamka, patrz (A.12) i (A.16). [

Whiosek 2.4.2 (bieguny jednokrotne). Jesli bieguny transmitancji sq jednokrotne
1 2aden nie lezy w punkcie s =0, to

P q
At) = K(0) + Zciefi +2 Z |d;|e” i cos(wit + 1),

i=1 i=1

gdzie:
c = 1 lim (s — &,)K(s),d; = 1 lim (s — n,;)K(s), v, = argd,.

i € ;5=
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Wilasno$é 2.4.8. Jesli | < m, to odpowied? skokowa A(t) jest funkcjq nieskofczenie
wiele razy rézniczkowalng na domknietej pdlprostej t € 0, 00).

Dowéd. Wystarczy zauwazy¢, ze dla [ < m odpowiedZ skokowa jest oryginalem funk-
cji wymiernej s~ K(s), w ktorej stopienn wielomianu w liczniku jest nizszy od stopnia
wielomianu w mianowniku. [

Ustalimy teraz zachowanie si¢ odpowiedzi skokowej w punkcie ¢ = 0. Podana poni-
zej wlasnos¢ w sposéb oczywisty koresponduje z wlasnoscia 2.4.4 dotyczaca odpowiedzi
impulsowej.

Wiasnos¢ 2.4.9. Niechp=m —1. Dlap >0,
A0) = )\(1)(0) — = )\(P—l)(o) =0 i dopiero )\(”)(0) =L 2o,

Dowéd. Wystarczy skorzystat z lematu A.5.3. |

Liczba pochodnych odpowiedzi skokowej systemu zerujacych sie¢ w chwili ¢ = 0 §wiad-
czy o jego bezwladnoSci. Zatem im wieksza réznica pomiedzy stopniami wielomianéw
w liczniku i mianowniku transmitancji, tym wieksza bezwladno$¢, czyli inercja. Efekt
ten zaobserwowaliémy juz, omawiajac odpowiedZz impulsowa.

Przyklad 2.4.10. Jest oczywiste, ze dla transmitancji K(s) = 2/(s + 2) otrzymujemy
At) = £7H2/s (s +2)}. Poniewaz 2/s(s +2) = 1/s — 1/(s + 2), zatem A(t) = 1 — e 2.
Przyklad 2.4.11. Dla systeméw jak w przykladzie 2.4.6, na rys. 2.7 pokazano odpo-
wiedzi skokowe odpowiadajace kolejnym transmitancjom.

a) b) ¢)
A(0) >0 A0)=0 A(0) <0
. i | t " t

Rys. 2.7. Odpowiedzi skokowe, przyktad 2.4.11

Przyklad 2.4.12. Dla transmitancji K(s) = (s +2)/(3s + 5) znajdujemy A(0) = 1/3.
Przyklad 2.4.13. Dla systemu o transmitancji K(s) = 1/(s 4+ 1) wyliczamy A(0) = 0
oraz \'(0) = k(0) = 1.

Przyklad 2.4.14. Dla K(s) = 1/(2s + 1) mamy \(0) = 0 oraz \'(0) = k(0) = 1/2.
Przyklad 2.4.15. Dla K (s) = 1/(3s2+4s+5) wyliczamy A\(0) = A\ (0) = 0i \"(0) = 1/3.
Przyklad 2.4.16. W systemie o transmitancji K(s) = 1/(am,s™+---+a1s+agp), gdzie
m > 1, M0) = N(0) = --- =A™ D(0) = 0 i dopiero A"™ (0) = 1/ay,.

Przyklad 2.4.17. Dla K(s) = (b1s + bp)/(a2s® + a1s + ag) otrzymujemy k(0) = by /as
oraz A(0) = 0, AV (0) = by /as.
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Przykiad 2.4.18. Dla K(s) = (bis+bg)/(azs® +azs® +a1s +ag) znajdujemy k(0) = 0,
EM(0) = by /ag oraz A(0) = AP (0) = 0, X2 (0) = by /as.

2.4.3. Odpowiedzi systemu a bieguny transmitancji

OdpowiedZ impulsowa (2.10) zawiera dwa typy skladowych, ktére sa zwiazane od-
powiednio z biegunami rzeczywistymi oraz parami biegunéw zespolonych. Oméwimy je
teraz kolejno, patrz tabele 2.1-2.3.

Rzeczywisty biegun jednokrotny, powiedzmy &, wnosi skladowa e?. Jegli ma on krot-
nosc k, to w odpowiedzi wystepuja skladniki postaci:

eft,teft, e ,tkileft.

Dla ¢ < 0 kazdy z nich zbiega si¢ do zera, gdy ¢ — oco, i to niezaleznie od krotnoSci.
Dla ¢ = 0 skladowa jest ograniczona, gdy k¥ = 1, i nieograniczona, gdy k > 2. Dla
¢ > 0 skladowa zwiazana z tym biegunem narasta do nieskonczonosci niezaleznie od jego
krotnoéci.

Z kolei jednokrotna para biegunéw zespolonych (o + jw, o — jw), w # 0, powoduje po-
jawienie si¢ skladowej typu et coswt. Jeéli ma ona krotnoéé k, to odpowiedz impulsowa
zawiera skladniki typu:

. 7tkrfle(f

e’! coswt, te’t coswt, . . ! cos wt.

Dla o < 0, niezaleznie od krotnosci pary, kazdy z nich maleje do zera, gdy t narasta
do nieskonczonoéci. Dla ¢ = 01 k = 1, w odpowiedzi wystepuje natomiast skltadowa
periodyczna coswt o stalej amplitudzie. Dla ¢ = 01 k > 2, pojawia sie przebieg perio-
dyczny o amplitudzie narastajacej do nieskoficzonoéci tak szybko jak t*~1. Dla o > 0,
amplituda tej skladowej periodycznej rodnie jeszcze szybciej, z predkoscia wyznaczong
przez tF~leot.

Tabela 2.1. Odpowiedzi systemu. Bieguny rzeczywiste

biegun k(t) A(?)

Konczac, stwierdzamy, ze biegun rzeczywisty powoduje wystapienie, zaréwno w od-

powiedzi impulsowej, jak i skokowej, skladowej aperiodycznej, natomiast para biegunéw
zespolonych jest przyczyng pojawiania sie sktadowej okresowe;j.
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Ponadto jeSli € < 0, to zwiazana z tym biegunem skladowa maleje do zera, gdy
t narasta do nieskonczono$ci, i to niezaleznie od jego krotnoSci. Podobng wlasno$¢ ma
skltadowa zwiazana z para biegunéw zespolonych, jesli tylko o < 0.

Tabela 2.2. Odpowiedzi systemu. Bieguny zespolone
bieguny k(t) A(t)

1 | —

A NN NANS
VVVVIIVVVV

NS "\/\/
[ ]

Tabela 2.3. Odpowiedzi systemu.
Bieguny podwdéjne na osi liczb urojonych

bieguny Ek(t) A(t)

+
P -

Przyklad 2.4.19. Dla systemu o transmitancji K(s) = (3s +4)/(s+ 1) (s + 2) znaj-
dujemy K(s) =1/(s+1) 4+ 2/(s + 2), skad wynika, ze odpowiedzia impulsows, jest k()
= e '+2¢7%. Poniewaz (1/s)K(s) =2/2—1/(s+1)—1/(s+2), zatem \(t) = 2—e "t —e~2.
Obydwie odpowiedzi zawieraja skladowe zwigzane z biegunami —1 oraz —2.

Przyklad 2.4.20. Dla transmitancji K(s) = (s2 +3s — 1)/(s + 1)%(s — 2) wyliczamy
K(s) = 1/(s+1)* + 1/(s — 2), skad wynika, ze k(t) = te' + ¢*. Z uwagi na to,
ze (1/s)K(s) = 1/2s —1/(s +1)? —1/(s + 1) + 1/2(s — 2), odpowiedzig skokowa jest
At) = 1/2 —te7t — et + (1/2)e'. Zaréwno w odpowiedzi impulsowej, jak i skokowej
znajduja sie sktadowe powiazane z biegunami —1 oraz 2.

Cwiczenie 2.4.1. Powiaza¢ fakt zbiegania sie sktadowej odpowiedzi impulsowej do zera
z polozeniem odpowiadajacego jej bieguna lub pary biegunéw.

2.5. Transmitancja widmowa

Podamy teraz pojecie transmitancji widmowej, a nastepnie oméwimy charakterystyki
czestotliwo$ciowe, czyli rézne sposoby jej graficznej reprezentacji.
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2.5.1. Definicja

Definicja 2.5.1. Transmitancjg widmowq bedziemy nazywaé nastepujacq funkcje argu-
mentuy w:
K(jw) = K(s)|

s=jw’
przy czym w € [0, 00).
Transmitancja widmowa jest funkcja rzeczywistego argumentu w, ktéry nazywa sie

pulsacja. Poniewaz K (jw) przyjmuje wartoSci zespolone, mozna ja zatem przedstawic¢ na
dwa sposoby jako

K(jw) =Re K(jw) + jIm K(jw)

lub tez
K (jw) = |K(jw)| e 78 K02,

Przyklad 2.5.1. Dla systemu o transmitancji

1
Kjw) = ———
U) = 25T
transmitancja widmowa jest
1 —w?+4 . 3w

K(jw) = - -
(jeo) )2 +3jw+4d  w+w?2+16 wl+w?+16

(w? —4)2 + 9w? i
w*+w?+16

(w)

)

gdzie arctg o(w) = 3w/(w* + w? + 16).

2.5.2. Charakterystyki czestotliwosciowe

Transmitancja widmowa K (jw) jest funkcja zmiennej rzeczywistej w i przyjmuje war-
tosci zespolone. W sposéb graficzny mozna ja zatem przedstawié jako krzywa w prze-
strzeni o trzech wymiarach, rys. 2.8. Strzatka pokazano kierunek wzrostu zmiennej
w. Reprezentacji tego wykresu na plaszczyznie moze byt zatem wiele. Nazywamy je
charakterystykami czestotliwoSciowymi. Ponizej przedstawimy dwie najwazniejsze.

ImK(jo) ¢

-

Rys. 2.8. Przyktad wykresu K(jw) w przestrzeni tréjwymiarowej

ReK(jw)
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Charakterystyka amplitudowo-fazowa

Wykres funkcji K (jw), gdzie w € [0, 00), na plaszczyznie zmiennej zespolonej nazywa
sie charakterystyka amplitudowo-fazowa. Przyklad pokazano na rys. 2.9. Strzalka ozna-
cza kierunek wzrostu w. Charakterystyka ta powstaje przez rzutowanie krzywej z rys. 2.8
na plaszczyzne zmiennej zespolonej (Re K (jw), Im K (jw)).

Im K(jw)
‘ ReK(jw)

Rys. 2.9. Przyktad charakterystyki amplitudowo-fazowe;j

Charakterystyki logarytmiczne

Komplet charakterystyk logarytmicznych tworza dwa wykresy, a mianowicie charak-
terystyki amplitudowa i fazowa. Skala osi w jest na obu logarytmiczna, dekadowa, co
oznacza, ze punkty odpowiadajace pulsacjom rézniacym si¢ 10 razy sa jednakowo odda-
lone od siebie. Dla charakterystyki amplitudowej miara wzmocnienia jest 20log | K (jw)],
a jednostka decybel (w skrécie dB), natomiast faza jest oczywiscie arg K (jw). Przyklad
takich charakterystyk pokazano na rys. 2.10.

20log| K(jw)| arg K(jo)
logo logw

0,1 ) 10 0,1 1 10

Rys. 2.10. Charakterystyki logarytmiczne

Charakterystyki logarytmiczne maja wazna wlasno$¢ addytywnoSci przy polaczeniu
szeregowym jak na rys. 2.3. Pamietajac, ze transmitancja takiego kaskadowego polacze-
nia jest K(s)G(s), zauwazamy bowiem, iz

201og | K (jw)G(jw)| = 201og | K (jw)| 4 201log |G (jw)|

oraz

arg[K (jw)G(jw)] = arg K (jw) + arg G(jw).
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2.6. Splot

7 whasno$ci 2.3.1 i reguly o splocie, patrz podrozdzial A.2, wynika, ze przy zerowym
warunku poczatkowym

y(t) = /O k(t — 7)u(r)dr = /0 k()ult — 7)dr,

gdzie k(t) jest odpowiedzig impulsowa.
Przy dowolnym warunku poczatkowym reakcje (2.8) systemu mozna teraz zapisaé

jako
y(t)=£7* {%} +/0 k(t — T)u(r)dr. (2.12)

Cwiczenie 2.6.1. Niech u(t) bedzie odcinkami ciagle, a warunek poczatkowy dowolny.
Korzystajac z wlasnoéci 2.4.3, wykazac, ze:

a) jesli I < m, to odpowiedZ systemu y(t) jest funkcja ciagla,

b) jesli I = m, to punkty nieciagtosci odpowiedzi y(t) oraz pobudzenia u(t) sa identyczne.

2.7. R6wnanie fazowe

Zalézmy, ze w réwnaniu (2.1) a,,, = 1. Ponadto pobudzenie jest zerowe, tzn. u(t) = 0
dla t € [0,00). W sytuacji tej zachowanie systemu jest opisywane réwnaniem jednorod-
nym (2.7), przy czym a,, = 1. Wektor

&(t) = ly(6),y™V @),y O]

bedziemy nazywaé fazowym. Jak latwo sprawdzié,

&(t) = Ag(t), (2.13)
gdzie
0 1
0 1
. . 10 1
A-| : -1 %7 | (214)
0 1
—ag —a1 —ay - —Gpe
przy czym a = [ag, . . ., am—1]T, gdzie T oznacza transpozycje. Macierz ta jest nazywana

fazowa. Wektorem warunku poczatkowego jest

£(0—) = [y(0-),yM (0-),..., 5" (0-)]T.

Otrzymane jednorodne wektorowe réwnanie pierwszego rzedu nazywa sie fazowym. Jego
rozwiagzanie ma nastepujaca postac:

&(t) = e*'€(0-),
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patrz podrozdziat C.6. Wykres, ktéry je przedstawia, czyli wykres krzywej &€(t) w prze-
strzeni fazowej, tzn. w m-wymiarowej przestrzeni wszystkich wektoréw fazowych, nazywa
sie trajektorig fazowa. Dla m = 2, przyktady pokazano na rys. 2.11.

0-), y(0-)) y!(1)

y!(1) c; (4(0-), y/(

S N
(y(0-), y(0-)) / y(?)

Rys. 2.11. Przyklady trajektorii fazowej

y

Poniewaz
det()\I - A) - )\7” + a7n—1>\7n_1 + tte + al)\ + aop, (215)

patrz ¢wiczenie 2.7.2, wiec det (A\I — A). Wielomian charakterystyczny macierzy A jest
wiec takze wielomianem charakterystycznym (2.3) skalarnego réwnania rézniczkowego
(2.1). Zatem wartoSci whasne macierzy A, czyli pierwiastki wielomianu det(AI — A), sa
jednocze$nie pierwiastkami rownania charakterystycznego systemu, a wiec takze biegu-
nami transmitancji, co wyrazimy w postaci ponizszej wlasno$ci:

Wiasno$é 2.7.1. Pierwiastki charakterystyczne réwnania rézniczkowego (2.1), czyli bie-
guny transmitancji K(s), oraz wartosci wlasne macierzy A sq identyczne.

Poniewaz
y(t) = cT€(t) = cTeAE(0-), (2.16)
gdzie ¢ = [1,0,...,0]7, zatem reakcja systemu na wymuszenie zerowe jest
_1 [W(s)
1 T At
= 0—
e {Jg ] = creren),

gdzie W (s) jest wielomianem jak w (2.6). Zauwazmy na koniec, ze odpowiedz (2.12)
mozemy teraz zapisac¢ jako

t
y(t) = TAE(0-) + / k(t — Tyu(r)dr.
0
Cwiczenie 2.7.1. Sprawdzi¢, ze dla

n(t) = [y V@), -y @),y 0]

otrzymujemy réwnanie

—am-1 - —a2 —ar —ao
1 0
() = | ()
1 0
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Cwiczenie 2.7.2. Rozwijajac det (A\I — A) wzgledem ostatniego wiersza, wykazaé réw-
no$t (2.15).

2.8. Zwiazki miedzy opisami

Podstawowym opisem systemu jest dla nas skalarne réwnanie rézniczkowe, ale naj-
chetniej bedziemy postugiwaé sie transmitancja. Powstaje wiec pytanie o to, czy te dwa
opisy, tzn. réwnanie rézniczkowe i transmitancja, sa rownowazne. Odpowiedz jest nega-
tywna.

Zauwazmy przede wszystkim, ze réwnanie jednoznacznie okresla transmitancje. Oka-
zuje sie jednak, ze przejscie w druga strone nie zawsze jest mozliwe, wiele réwnan réz-
niczkowych prowadzi bowiem do tej samej transmitancji. Dla przyktadu, réwnania

y"(8) + 3y () + 2y(t) = ' (t) + 2u(t)
oraz
y'(t) +y(t) = u(t)
prowadza do tej samej transmitancji, a mianowicie

1
s+1°

Jest to spowodowane tym, ze wielomiany M(s) = s2 +3s +2 = (s + 1)(s + 2) oraz
L(s) = s+ 2, ktére otrzymuje si¢c po dokonaniu obustronnej transformacji Laplace’a
pierwszego z tych réwnan, maja wspélny pierwiastek.

Mozna wykazaé, ze réwnanie rézniczkowe i transmitancja sg opisami réwnowaznymi
wtedy 1 tylko wtedy, gdy M(s) i L(s) nie maja wspdlnych pierwiastkéw. 7 tego tez
powodu zalozenie to zostalo przez nas przyjete na samym poczatku, patrz punkt 2.2.1.
Szczegdty sa wyjasnione doktadnie w rozdziale 6.

Na jeden fakt warto jeszcze zwrécié uwage. Okazuje sie, ze systemy o réznych trans-
mitancjach mogg mie¢ jednakowe charakterystyki amplitudowe, ale rézne fazowe, np.

s—1
K(s) oraz . 1K(s),
bowiem
, Jw—1_ .
K = K .
KG)| = 2 K G|

Z drugiej strony, systemy o transmitancjach K (s) oraz 2K (s) maja identyczne charakte-
rystyki fazowe, bowiem arg K (jw) = arg[2K (jw)], ale rézne amplitudowe. Wynika stad
zatem wniosek, ze ani sama tylko charakterystyka amplitudowa, ani sama fazowa nie
okreslaja w sposéb jednoznaczny transmitancji.
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2.9. Uwagi koncowe

W rozdziale powyzszym pewne wyniki sg prawdziwe dla wszystkich transmitancji,
ale niektére tylko dla takich, w ktérych | < m. Pokazemy teraz, jak one wygladaja, gdy
nieré6wnoS¢ ta nie jest spetiona.

Badajac odpowiedZ impulsowa, dla [ > m transmitancje mozemy przedstawi¢ w na-
stepujacej postaci:

Lis) _ N(s) N7,
K(s) = M)~ 3 T ;bs ,
gdzie N(s) jest wielomianem o stopniu nizszym niz m. Zatem k(t) = o(t) + ¢(t), gdzie
o(t) = L7H{N(s)/M(s)} oraz 9(t) = Zi;gl b6 (t). Korzystajac z wlasnosci A.5.1,
stwierdzamy, ze ¢(t) jest funkcja nieskonczenie wiele razy rézniczkowalng na domknigtej
pélprostej ¢ € [0,00). Z kolei 1)(t) zawiera impuls Diraca i jego pochodne, tym niemniej
P(t) =0 dlat € (0,00). Wynika stad nastepujaca wlasnosc:

Wiasno$é 2.9.1. Dila l > m odpowieds impulsowa k(t) zawiera impuls Diraca lub jego
pochodne i jest nieskoficzenie wiele razy réiniczkowalna na otwartej pétprostej (0, 00).

Przechodzac do odpowiedzi skokowej, dla [ > m mozemy napisac

1 P N l—m—1 )
;K(S) - 51\4(2) - 51\4((85)) + ; bis',

przy czym P(s) jest wielomianem o stopniu nie wyzszym niz m, skad otrzymujemy:
At) = o(t) + $(t), gdzie p(t) = £7{P(s)/M(s)} oraz ¢(t) = 3o bi6@(t). Ko-
rzystajac z wlasnoéci A.5.1, wnioskujemy, ze ¢(t) jest funkcja nieskonczenie wiele razy
rézniczkowalng na pétprostej domknigtej ¢ € [0,00). Z kolei ¢(t) = 0 dla ¢ € (0,00).
Wynika stad kolejna wiasnosc:

Wiasno$é 2.9.2. Dla I > m odpowieds skokowa A\(t) zawiera impuls Diraca lub jego
pochodne i jest nieskoficzenie wiele razy réiniczkowalna na otwartej pétprostej (0, 00).



Rozdzial 3

Czlony dynamiczne

Omoéwimy teraz charakterystyki prostych systeméw nazywanych czlonami lub ele-
mentami dynamicznymi. Zaczniemy od czlonu proporcjonalnego, potem przejdziemy do
inercyjnych. Transmitancje systeméw inercyjnych maja bieguny rzeczywiste. PdzZniej
zajmiemy sie systemem oscylacyjnym — jego transmitancja ma pare biegunéw zespolo-
nych. Nastepnie oméwimy czlony typu calkujacego, tzn. systemy, ktérych transmitancje
majg biegun w punkcie s = 0. Zakonczymy na systemach rézniczkujacych, czyli takich,
ktérych transmitancja ma zero w punkcie s = 0.

3.1. Czlon proporcjonalny

Czlon proporcjonalny o wzmocnieniu £ ma transmitancje
K(s) = k.

Jego odpowiedzia skokows jest
At) = k1(t).

OdpowiedZ na skok jest wiec takze skokiem, co oznacza, ze czlon ten nie ma w istocie
zadnej dynamiki. Krzywa y = ku jest oczywiscie jego charakterystyka statyczna.

Im K(jw)

K

‘ Re(jo)

Rys. 3.1. Charakterystyka amplitudowo-fazowa cztonu proporcjonalnego, x > 0

Charakterystyka amplitudowo-fazowa jest po prostu punktem, patrz rys. 3.1. Cha-
rakterystyki logarytmiczne, rys. 3.2, cechuja sie tym, ze ani wzmocnienie amplitudowe,
ani faza nie zalezg od czestotliwo$ci. Dla dodatniego k faza jest réwna 0, dla ujem-
nego —m.
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20log| K(jw)| arg K(jo)

logw ‘ logw
Rys. 3.2. Charakterystyki logarytmiczne czlonu proporcjonalnego, x > 1

3.2. Czlony inercyjne

3.2.1. Czlon inercyjny pierwszego rzedu
Czlon o transmitancji
1
C Ts+ 1’
gdzie T' > 0, nazywa si¢ inercyjnym pierwszego rzedu, a T jest jego stala czasows.
Odpowiedz impulsows i skokowa, czyli

K(s)

K(t) = e /"

oraz
Mt)=1—e /T,

pokazano na rys. 3.3. Ta ostania ustala si¢ na poziomie 1, natomiast \'(0) = 1/T. Zatem
im wigksze T, tym wolniej ta odpowiedZ narasta. Podobnie, im wigksze T', tym wolniej
opada do zera odpowiedz impulsowa. Wspétczynnik T jest zatem miarg inercji, czyli
bezwladnosci.

Rys. 3.3. Odpowiedz impulsowa i skokowa czlonu inercyjnego

Charakterystyka amplitudowo-fazowa pokazana na rys. 3.4 jest pétokregiem i miesci
sie w jednej cwiartce plaszczyzny.

‘ ImK(jw) .

ReK(jw)

Rys. 3.4. Charakterystyka amplitudowo-fazowa cztonu inercyjnego
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Charakterystyki logarytmiczne przedstawiono na rys. 3.5. Zauwazmy, ze faza zmienia
sie od zera do —m/2.

\20l0g| K jo) | argK(jo)
logw

logw

Rys. 3.5. Charakterystyki logarytmiczne cztonu inercyjnego

3.2.2. Czlon inercyjny drugiego rzedu

Laczac szeregowo dwa czlony inercyjne, otrzymuje si¢ czlon inercyjny drugiego rzedu

o transmitancji
1

(Tls + 1)(T28 + 1)7

K(s) =

gdzie T > 0,15 > 0.
Dla Ty # T, odpowiedzig impulsows jest

1

— —t/Tl _ —t/Tg
T]_ _ T2 (e € )7

k(t)

natomiast skokowg

L T _
At)=1— =2 t/Tp =2 ~t/T>,
() TlfTQe +T1*T26

Zatem k(0) = 0, k'(0) = 1/T1T5 i A(0) = X' (0) =0, \'(0) = 1/ThT5. Dla Ty =Ty = T,
wyrazaja si¢ one wzorami

1 —t/T
K(t) = 5t /

oraz

At)=1- (%t + 1) e T,

Teraz k(0) = 0, natomiast ¥'(0) = 1/T2. Z kolei A(0) = X'(0) = 0, \"(0) = 1/T2.
Przykladowe odpowiedzi pokazano na rys. 3.6.

Rys. 3.6. Odpowiedz impulsowa i skokowa czlonu inercyjnego drugiego rzedu
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Charakterystyka amplitudowo-fazowa przedstawiona na rys. 3.7 przechodzi kolejno
przez dwie ¢wiartki plaszczyzny. Na rys. 3.8 pokazano charakterystyki logarytmiczne.
Zwréémy uwage na to, ze faza maleje od zera do —w. Trajektorie fazowe przedstawia
natomiast rys. 3.9.

[Im K (jow) 1
ReK(jw)

Rys. 3.7. Charakterystyka amplitudowo-fazowa cztonu inercyjnego drugiego rzedu

|2010g|K(ja))\ | argK(jo)

logw logw

Rys. 3.8. Charakterystyki logarytmiczne cztonu inercyjnego drugiego rzedu

y!(1)
X\ y(t)

Rys. 3.9. Trajektorie fazowe czlonu inercyjnego drugiego rzedu

3.2.3. Czlony inercyjne wyzszych rzedéw
System o transmitancji

1
(Tys+1)---(Ts+1)’

K(s) =

gdzie T1,...,Ty > 0, nazywa si¢ inercyjnym rzedu n. Odpowiedz skokowa, rys. 3.10,
ustala si¢ na poziomie 1, a jej n — 1 pochodnych jest réwnych 0 w punkcie ¢ = 0 i dopiero
A (0) =1/Ty---T,. Zatem im wigksze n, tym wieksza inercja i wolniejsze narastanie
odpowiedzi.
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Rys. 3.10. Odpowiedz impulsowa i skokowa czlonu inercyjnego trzeciego rzedu

Charakterystyka amplitudowo-fazowa przechodzi kolejno przez n ¢wiartek wykresu.
Dla n = 3, jej przyklad pokazano na rys. 3.11.

/J ImK(jw)

ReK(jw)

Rys. 3.11. Charakterystyka amplitudowo-fazowa czlonu inercyjnego trzeciego rzedu

3.3. Czlon oscylacyjny

Czlon o transmitancji
2 2
o +w
K(s) = ————,
() (s+0)%+w?
gdzie o > 0, w # 0, nazywa si¢ oscylacyjnym. Transmitancja ta ma pare sprzezonych bie-
gunéw zespolonych, a mianowicie: s = —c+jw i ss = —0—jw, przy czym o > 0, w > 0.
Czlon ten nie moze zatem powstat przez polaczenie szeregowe dwoéch czlonéw inercyj-
nych, jest czym$ zasadniczo odmiennym. W jego odpowiedziach, impulsowej i skokowej,
pojawiaja sie bowiem oscylacje, stad tez jego nazwa.
Odpowiedz skokowa to

/o2 2
At)=1-— aTwe_Ut cos(wt + ¢),

gdzie ¢ = arctg(w/vo? + w?), a impulsowa

2, .2
+w o .

k(t) = I Y eotsinwt.
w

Pokazano je na rys. 3.12.
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]

Rys. 3.12. OdpowiedZ impulsowa i skokowa cztonu oscylacyjnego

Zespolone bieguny transmitancji sa przyczyna oscylacji wystepujacych w obydwu od-
powiedziach. Pulsacja tych drgan jest w = Im s; = Im s5. Ich thumienie zalezy natomiast
od ¢ = Res; = Re sz, bowiem odpowiedZ impulsowa jest ograniczona przez |e=°¢|. Im
wigksze o, tym silniejszy efekt thumienia. Nietrudno ponadto sprawdzi¢, ze k(0) = 0,
k' (0) = 02 + w? oraz A(0) = X (0) =01 \'(0) = 02 + w?.

Charakterystyke amplitudowo-fazowa przedstawiono na rys. 3.13. Podobnie jak cha-
rakterystyka elementu inercyjnego drugiego rzedu, przechodzi ona przez dwie kolejne
¢wiartki. Charakterystyki logarytmiczne przedstawia rys. 3.14. Trajektorie fazowe po-
kazane sa na rys. 3.15.

‘ Im K(jw) 1

ReK(jw)
Rys. 3.13. Charakterystyka amplitudowo-fazowa czlonu oscylacyjnego

logw

20log| K(jw arg K(jw
‘ gI(J)IJ\ log ‘g(J)

Rys. 3.14. Charakterystyki logarytmiczne czlonu oscylacyjnego

yr (1)
\\ \\ -

Rys. 3.15. Trajektorie fazowe czlonu oscylacyjnego
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3.4. Czlony catkujace

Omoéwimy teraz element calkujacy oraz calkujacy z inercja, tzn. taki, ktéry powstaje
przez szeregowe polaczenie czlonu calkujacego i inercyjnego.

3.4.1. Czlon calkujacy

Czlon calkujacy ma transmitancje

K(s):é.

Jego odpowiedz impulsowa i skokowa to

k(t) = 1(¢t) oraz A(t) =t.

Charakterystyki czestotliwoSciowe pokazano na rys. 3.16 oraz 3.17. Opdznienie fa-
zowe réwne —7/2 nie zalezy od pulsacji, a wzmocnienie maleje o 20 dB na dekade.

ImK(jw) /

ReK(jw)

Rys. 3.16. Charakterystyka amplitudowo-fazowa czlonu catkujacego

5 20log| K(jw)| arg K(jw)
logw . logw

0,1 1 10
-20

Rys. 3.17. Charakterystyki logarytmiczne czlonu catkujacego

—n/2

3.4.2. Czlon calkujacy z inercja
Czlon calkujacy z inercja ma transmitancje

1

K(S):m,

przy czym T > 0. Jest on réwnowazny szeregowemu polaczeniu elementu catkujacego
i inercyjnego. Jego odpowiedzig impulsowsg, jest

k(t)=1—e /T,
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a skokowa, patrz rys. 3.18,
MNt)=t—T(1—e 7).

Jest oczywiste, ze k(0) = 0, k'(0) = 1/T oraz A\(0) = X' (0) =0i \"(0) = 1/T.

T 2T 3T
Rys. 3.18. Odpowiedz impulsowa i skokowa czlonu calkujacego z inercja
Charakterystyke amplitudowo-fazows przedstawiono na rys. 3.19, natomiast charak-

terystyki logarytmiczne na rys. 3.20. Zauwazmy, ze przesuniecie fazowe zmienia sie od
—m/2 do —m. Trajektorie fazowe pokazano na rys. 3.21.

-1 ImK(ja))|
' ReK(jw)

Rys. 3.19. Charakterystyka amplitudowo-fazowa czlonu catkujacego z inercja

20log| K(ju) arg K(jo)
logw logw

-7t

Rys. 3.20. Charakterystyki logarytmiczne czlonu calkujacego z inercja

SO
AN

Rys. 3.21. Trajektorie fazowe cztonu catkujacego z inercja
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3.5. Czlony rézniczkujace
Przedstawimy element rézniczkujacy i rézniczkujacy z inercjg i omdéwimy poszcze-

gélne ich charakterystyki.

3.5.1. Czlon rézniczkujacy

Czlon o transmitancji
K(s)=s

nazywa sie rézniczkujacym. Jego odpowiedz skokowa to

Odpowiednie charakterystyki czestotliwoSciowe sa pokazane na kolejnych rysunkach,
patrz rys. 3.22 i rys. 3.23. Zwracamy uwage, ze wzmochienie wzrasta wraz z pulsacja
w tempie 20 dB na dekade. Przesuniecie fazowe jest réwne 7/2 i nie zalezy od pulsacji.

Im K(jw)

ReK(jw)

|

Rys. 3.22. Charakterystyka amplitudowo-fazowa czlonu rézniczkujacego

50 | 20108| K(jow)| w2 |argK(jw)
logw

0,1 1 10 logw
-20

Rys. 3.23. Charakterystyki logarytmiczne czlonu rézniczkujacego

3.5.2. Czlon rézniczkujacy z inercja
Czlon o transmitancji
5
C Ts+ 1
T > 0, nazywa si¢ rézniczkujacym z inercja. Mozna uwazaé, ze powstal on przez szere-
gowe potaczenie czlonu rézniczkujacego i inercyjnego. Jego odpowiedZ skokowa jest wiec
taka sama jak impulsowa czlonu inercyjnego, czyli jest réwna, patrz rys. 3.24,

K(s)

() = %e_t/T.
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17

0

Rys. 3.24. Odpowiedz skokowa cztonu rézniczkujacego z inercja

Charakterystyka amplitudowo-fazowa jest pétokregiem, rys. 3.25. Charakterystyki
logarytmiczne przedstawia rys. 3.26.

Im K(jw)

ReK(jw)

/T

Rys. 3.25. Charakterystyka amplitudowo-fazowa czlonu rézniczkujacego z inercja,

argK(jo)

logw /27
logw

Rys. 3.26. Charakterystyki logarytmiczne czlonu rézniczkujacego z inercja

2000 )

3.6. Przyblizone charakterystyki logarytmiczne

Logarytmiczne charakterystyki amplitudowe czlonu proporcjonalnego, rézniczkuja-
cego i calkujacego sa liniami prostymi i z tego powodu latwo je narysowaé. Okazuje
sie, ze, bez popelienia duzego bledu, charakterystyki innych czlonéw mozna aproksy-
mowaé pétprostymi lub odcinkami. Otrzymuje sie w ten sposéb tzw. charakterystyki
przyblizone. W rezultacie charakterystyki systeméw zbudowanych przez kaskadowe po-
taczenie wszystkich takich czlonéw mozna przybliza¢ za pomocs odcinkéw. Omoéwimy
teraz kolejno takie przyblizenia odpowiadajace poszczegélnym elementom dynamicznym.

Zaczniemy od elementu inercyjnego, ktérego transmitancja jest

natomiast
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transmitancja widmowa. Wynika stad, ze

1
V14 w2T?

Zbadamy whasnoéci | K (jw)| na dwéch odcinkach, a mianowicie dla 0 < w < 1/T oraz dla
1/T < w < o0.

Dla wT < 1, czyli dla w < 1/T, mozemy napisaé, ze 1 + w?T? ~ 1. Zatem |K (jw)]
~ 1, czyli 20log |K (jw)| ~ 0. Dla 1 < wT, czyli 1/T < w, natomiast 1 + w?T? ~ w?T?,
skad wynika, ze |K(jw)| ~ 1/wT, a wiec 20log|K(jw)| ~ —logwT. Na pierwszym
z odcinkéw zatem 20 log | K (jw)| ~ 0, na drugim wzmocnienie maleje o okoto 20 dB przy
wzroécie w o dekade.

(K (jw)| =

20log| K(jo)|
_logw

0.1/T | 1T

10/T

90 4

Rys. 3.27. Przyblizona logarytmiczna charakterystyka amplitudowa czlonu inercyjnego

W rezultacie dochodzimy do przyblizonej logarytmicznej charakterystyki amplitudo-
wej przedstawionej na rys. 3.27. W przedziale w € (0,1/T) jest ona stala, a w przedziale
w € [1/T,00) opada ona z szybkoscia 20 dB na dekade. Linig przerywana pokazano
charakterystyke doktadna. Najwigkszy blad przyblizenia, w punkcie w = 1/T, wynosi
3 dB.

Cwiczenie 3.6.1. Sprawdzi¢, ze przyblizona charakterystyka amplitudowa elementu
rézniczkujacego z inercja o transmitancji s/(T's + 1) ma ksztalt jak na rys. 3.28 oraz
ze dla w € (—oo, 1/T] wznosi sie ona z szybkoécia 20 dB na dekade.

20log| K(jw)|
. logw
0,1/T 1T 10/ T

=20

Rys. 3.28. Przyblizona logarytmiczna charakterystyka amplitudowa czlonu rézniczkujacego
z inercja, ¢wiczenie 3.6.1

Cwiczenie 3.6.2. Przyblizona charakterystyka amplitudowa systemu o transmitancji
Ts+1 ma ksztalt jak na rys. 3.29. Poda¢ jej zwiazek z charakterystyka cztonu 1/(T's+1).
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20log| K(ju)|
20

logw
01/T ‘ /T 10/T

Rys. 3.29. Przyblizona charakterystyka amplitudowa czlonu sT + 1, éwiczenie 3.6.2

Cwiczenie 3.6.3. Sprawdzi¢, ze przyblizona charakterystyka amplitudowa systemu,
ktéry ma transmitancje s/(0,1s + 1)(s + 1) — jako suma przyblizonych charakterystyk
czlonéw o transmitancjach s, 1/(0,1s 4+ 1) oraz 1/(s + 1) — ma ksztalt jak na rys. 3.30.
Linig przerywang zaznaczono charakterystyke dokladng.

20log| K(jw)|

0,1 1 10 100
: . logw

=20

Rys. 3.30. Przyblizona charakterystyka amplitudowa, éwiczenie 3.6.3

Cwiczenie 3.6.4. Wyznaczy¢ transmitancje systemu, ktérego przyblizona amplitudowa
charakterystyka logarytmicza przedstawiona jest na rys. 3.31. Nachylenie poszczegdlnych
odcinkéw jest réwne 0 lub +20 dB na dekade.

20log| K(ju)|

W3 Wy logw

Rys. 3.31. Przyblizona charakterystyka logarytmiczna, ¢wiczenie 3.6.4

Cwiczenie 3.6.5. Znalezé transmitancje systemu, o przyblizonej amplitudowej charak-
terystyce logarytmicznej przedstawionej na rys. 3.32. Nachylenie poszczegdlnych odcin-
kéw jest réwne 0 lub +20 dB na dekade.
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20log| K(jw)|

\ logw

Rys. 3.32. Przyblizona charakterystyka logarytmiczna, ¢wiczenie 3.6.5

3.7. Uwagi koncowe

Transmitancja czlonu inercyjnego ma jeden ujemny biegun rzeczywisty, czlony iner-
cyjne wyzszych rzedéw maja ich odpowiednio wigcej. Wszystkie te bieguny sa takze
rzeczywiste i ujemne. Transmitancja cztonu oscylacyjnego ma natomiast pare biegunéw
zespolonych o ujemnej czeSci rzeczywistej.

Transmitancja czltonu catkujacego ma biegun w zerze. Gdy dochodzi inercja, pojawia
sie rzeczywisty biegun ujemny. Omdéwione czlony rézniczkujace charakteryzuja si¢ na-
tomiast tym, ze licznikiem ich transmitancji jest s. Rzeczywiste bieguny transmitancji
odpowiadaja natomiast inercji.

Mozemy zatem stwierdzi¢, ze rzeczywisty biegun ujemny odpowiada za inercje, para
biegunéw zespolonych za oscylacje, a biegun w zerze za catkowanie. Je§li wielomian
w liczniku transmitancji ma pierwiastek w zerze, wystepuje rézniczkowanie.

Im K(jw) 1 ReK(jo)

-0,2

Rys. 3.33. Charakterystyka systemu o transmitancji 1/(s — 1)(s + 2)

Na koniec warto zauwazy¢, ze zastrzezenia dotyczace dodatnich wartosci stalych cza-
sowych w poszczegdlnych transmitancjach sg istotne. Dzigki nim bieguny transmitancji
leza w lewej polplaszczyZnie, bowiem ich czeSci rzeczywiste sa wtedy ujemne. Systemy
takie nazywaja sie stabilne, patrz rozdziat 4. JeSli jest inaczej, tzn. jeSli bieguny leza
w prawej pélplaszczyznie, to charakterystyki wygladaja inaczej. Dla przyktadu, charak-
terystyke amplitudowo-fazowa systemu o transmitancji

1
(Tls + 1)(T28 + 1)7

gdzie T = —1, Ty = 2, a wiec kojarzaca sie — nieslusznie — z transmitancja elementu
inercyjnego drugiego rzedu, pokazano na rys. 3.33.






Rozdzial 4

Stabilnos¢

Stabilnos¢ jest jedna z najwazniejszych wlasnoéci, ktérej wymaga sie od systemoéw dy-
namicznych. W szczegblnoSci musza ja mie¢ systemy automatycznej regulacji. Poznamy
teraz definicje stabilnoSci i wlasno$¢ te powiazemy z transmitancja. Oméwimy nastepnie
wlasnosci systeméw stabilnych.

4.1. Definicja

Przypominamy, ze system o réwnaniu rézniczkowym (2.1) ma transmitancje wyrazona
wzorem

gdzie M(s) i L(s) sa wielomianami jak we wzorach (2.3) i (2.4). Przypominamy takze,
ze wielomian
M(8) = ap8™ + Ap_18™ 1 + -+ ays + ag

nazywamy charakterystycznym.

Przy zerowym pobudzeniu, czyli sygnale wejSciowym takim, ze u(t) = 0 na calej
polprostej ¢ € (0,00), zachowanie systemu jest opisywane przez jednorodne réwnanie
rézniczkowe

a'my(m) (t) + am—ly(mil) (t) ot aOy(t) =0. (41)

Jego warunkiem poczatkowym jest

y(0),yM(0),...,y"(0).

Przez
51,825--+,5m

oznaczyli$émy pierwiastki wielomianu charakterystycznego M (s), czyli bieguny transmi-
tancji K(s). Jak pamigtamy moga by¢ one rzeczywiste lub zespolone, pojedyncze lub
wielokrotne. W celu $cislejszego ustalenia zwiazku pomiedzy biegunami a zachowaniem
sie systemu przy zerowym pobudzeniu, czyli rozwigzaniem réwnania jednorodnego, ozna-
czymy je nastepujaco:
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e rzeczywiste {1, ..., &, rézne o krotnosciach ki, ..., kp,
e pary zespolone (71,7;), .-, (7,,7,), 16zne o krotnoéciach k1, ..., kg, przy czym
M, =0+ jwi, w; #0, gdziei =1,...,q.
Jest przy tym oczywiste, ze Zle ki +2 Zle Ki =m.
Podamy teraz definicje stabilnoSci.

Definicja 4.1.1 (stabilno$¢). Jesli, przy zerowym pobudzeniu i kaidym warunku po-
czgtkowym,

lim y(t) =0,

t—o0

to system nazywamy stabilnym.

Systemy, ktére nie sa stabilne nazywamy niestabilnymi. Wéréd niestabilnych wyréz-
nia sie pewng klase systemoéw, o ktérych sie méwi, ze sg na granicy stabilnoSci.

Definicja 4.1.2. Jesli, przy zerowym pobudzeniu i kazdym warunku poczgtkowym,

sup [y(t)] < oo,
t€[0,00)

to mowimy, ze system jest na granicy stabilnosci.

Na mocy definicji zatem w systemach stabilnych wyjscie systemu zdaza do zera dla
kazdego warunku poczatkowego, natomiast w systemach na granicy stabilnoSci jest ono
ograniczone. Pobudzenie jest przy tym zerowe.

4.2. Twierdzenie o stabilnoSci

O zwigzku pomiedzy stabilno$cig i transmitancja orzeka nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 4.2.1 (stabilno$¢). System jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
Res; < 0,Ress <0,...,Res,, <0. (4.2)
Mozna zatem powiedzie¢, ze system jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie

bieguny jego transmitancji leza w lewej péiplaszczyZnie plaszczyzny liczb zespolonych,
patrz rys. 4.1.

Y Ims

Res

_
Res < 0

Rys. 4.1. Lewa pdlplaszczyzna liczb zespolonych
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Aby wykaza¢ prawdziwo$¢ tego waznego twierdzenia, podamy najpierw pewien le-
mat. Zauwazmy, ze dokonanie przeksztatcenia Laplace’a wobec obydwu stron réwnania
rézniczkowego (4.1) pozwala napisaé, ze

Y(s) = . (4.3)

Uwzgledniono przy tym to, ze:

LyP®)} = sY(s) - y(0),

P M)} = s°Y(s) —sy(0) —yM(0),
Llym™@®)}) = smY(s) = s y(0) = =y (0).
Jest przy tym oczywiste, ze wspélczynniki wielomianu
W(s) = Wp_18™" + wWp_08™ 2+ -+ wis 4+ wp (4.4)
zaleza od warunku poczatkowego oraz ai,...,a,,. Ponizszy lemat méwi, ze mozna je

ksztaltowa¢ dowolnie poprzez odpowiedni dobér warunku poczatkowego.

Lemat 4.2.1. Dla kazdego wielomianu Wy(s) stopnia m—1 (czyli dowolnych jego wspot-
czynnikow) istnieje warunek poczatkowy taki, ze W(s) = Wy(s).

Dowdéd. Jak fatwo zauwazyc:

wWo = a1y(0) + azy(l)(()) R am_ly(m72) (0) + amy(mfl) 0),
w1 = agy(0) + a3y(1)(0) 4+t amy(m—z)(o)’

Wm—2 = amfly(o) +amy(1)(0)7
Wm—1 = amy(0).

Oznaczajac przez w = [wo, w1, ..., Wwm—1]7 wektor wspélezynnikéw wielomianu W (s),
przez y(0) = [y(0),(0),...,5 1 (0)]" wektor warunku poczatkowego oraz przez

a1 a2 asz - Am—-1  Om
as as ag - A
ag a4 Qs
P=
Am—-1 Qm
Am

odpowiednia macierz wspoltczynnikéw, mozemy napisa¢ w = Py(0). Poniewaz det P =
(—1)mm=1/2gm —£ (0, dla kazdego zadanego wektora wy wspétczynnikéw wielomianu
Wo(s) istnieje wektor y(0) warunku poczatkowego taki, ze y(0) = P~!wg, co oznacza,
ze dowdd zostal zakonczony. [
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Dzigki lematowi 4.2.1 mozemy teraz udowodni¢ twierdzenie 4.2.1, ktére wiaze stabil-
nos¢ z biegunami transmitancji.

Dowdéd twierdzenia 4.2.1. Dowdd sktada sie z dwéch czesci. W pierwszej wykazujemy,
ze z warunku (4.2) wynika stabilno$¢, w drugiej, ze ze stabilno$ci wynika warunek (4.2).
Pierwsza czes¢ dowodzi zatem wystarczalnosci, a druga koniecznosci tego warunku.

Zalézmy, ze warunek (4.2) jest spetlniony. Na mocy twierdzenia A.4.3, z zaleznosci
(4.3) wynika, ze sygnal wyjSciowy wyraza sie wzorem:

ki q Ki
1 N 1 .
y(t) = E (j_l)!aijt'] 1e£”+2§ E 1Bl le Itcos(witJquij), (4.5)
— —

i=1 j= i=1j=1 (7 —1)!

gdzie a;j, B;; oraz ¢;; sa pewnymi liczbami zaleznymi od warunku poczatkowego. Po-
niewaz warunek (4.2) oznacza, ze

§1<0,...,§, <001 <0,...,04 <0, (4.6)

pociaga on za soba zbieznos¢ do zera kazdego ze skladnikéw powyzszej sumy. Zatem,
dla kazdego zestawu wspélezynnikow «;; oraz f3,;, czyli kazdego warunku poczatkowego,
zachodzi lim;_, o y(t) = 0. System jest wiec stabilny.

W drugiej czeéci dowodu zakladamy, ze system jest stabilny. Przypu$émy najpierw, ze
s1 jest biegunem rzeczywistym. Z lematu 4.2.1 wynika, ze istnieje warunek poczatkowy
taki, ze W(s) = am [[1=o(s — s;). Poniewaz M(s) = am [[;~,(s — si), zatem dla tego
warunku

W(s) 1

M(s) T s—s
czyli y(t) = e®**. Poniewaz lim; o y(t) = 0, wiec s1 < 0, czyli Res; < 0.

Wezmy teraz pod uwage pare sprzezonych biegunéw zespolonych, powiedzmy (s1, s2),
gdzie s1 = 01 + jw; 1 s9 = 01 — jwi. Z lematu 4.2.1 wynika istnienie warunku poczatko-
wego, dla ktérego W (s) = w1 []/-5(s — s;). Dla warunku tego

W(s) w1 w1

M(s) (s—s1)(s—s2) (s—o01)2+w?

slt

skad wynika, ze y(t) = el sinwyt. Zatem o1 < 0, czyli Res; < 01 Resy < 0.

Poniewaz powyzsza argumentacja ma zastosowanie wobec kazdego bieguna rzeczywi-
stego i kazdej pary biegunéw zespolonych, wykazaliSmy wiec, ze ze stabilno$ci wynika
warunek (4.2), co koficzy dowdéd. ]

Nastepne twierdzenie orzeka o relacji pomiedzy granica stabilnoéci i transmitancja.

Twierdzenie 4.2.2 (granica stabilnosci). System znajduje sie na granicy stabilnosci
wtedy @ tylko wtedy, gdy

Resi <0,Resy <0,...,Res,, <0,

przy czym bieguny transmitancji, dla ktorych zachodzq réwnosci, sq co najwyzej jedno-
krotne.
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Dowdéd. Dowdéd jest podobny do rozumowania, ktére uzasadnia twierdzenie 4.2.1 i dla-
tego ograniczymy sie do zwrdcenia uwagi na réznice. Zauwazmy, ze biegun rzeczywisty
&, = 0 o krotnosci k wnosi do reakeji systemu sktadowa t*~1. Podobnie para pierwiast-
kéw urojonych (n; = jwi,7; = —jwi) o krotnoéci k wnosi sktadowa t*~1 cos(wit + 7).
Dla k = 1, w obydwu przypadkach odpowiednia skladowa odpowiedzi jest ograniczona,
natomiast nie jest ograniczona dla k > 2. [ |

Uwaga 4.2.1. Nalezy zwréci¢ uwage na to, ze systemy stabilne sa niekiedy nazywane
asymptotycznie stabilnymi. O systemach na granicy stabilno$ci méwi sie¢ wtedy, ze sa
stabilne. Pozostale nazywa sie niestabilnymi.

Cwiczenie 4.2.1. Dla systemu o transmitancji 1/(s+1)(s+2) znalezé warunek poczat-
t =2 —t _ -2t
,eth—e 2t

kowy, dla ktérego y(t) = e~ ¢, e
Cwiczenie 4.2.2. Dla systemu o transmitancji K (s) = 1/(s+1)(s +2) znalez¢ warunki
poczatkowe, dla ktérych sygnalem wyjsciowym jest k(¢) i k'(¢).

Cwiczenie 4.2.3. Dla systemu o transmitancji 1/s(s+1)(s+2) znalezé warunki poczat-
kowe, dla ktérych sygnalem wyjéciowym jest 1, et e 2, 1+ et 1+ e 2, et + e 2,
1+el +e 2.

Cwiczenie 4.2.4. Korzystajac z lematu 4.2.1, wykaza¢ istnienie warunkéw poczatko-
wych takich, ze:

a) y(t) = et = 1/(s —s;), dla kazdego 1,

b) &{y(t)} =1/(s —s1) -+ (5 = sm), 4 4

c) jedli s; jest biegunem o krotnoéci kg, to y(t) = t/=tesit = (j — 1)1/(s — s;)7, gdzie
j = 17 e Ry

d) y(t) = k(t) dla wszystkich ¢ > 0.

Wykazaé, ze nie istnieje warunek poczatkowy, dla ktérego y(t) = A(t) dla wszystkich
t>0.

Przyklad 4.2.1. Dla systemu opisywanego réwnaniem rézniczkowym
y'(t) +3y'(t) + 2y(t) = 4u'(t) + u(t)
otrzymujemy

Y(s) = 3sy(0—) + 3y’ (0—) + 2y(0—) ds+1
N (s+1)(s+2) (s +1)(s+2)

Uls),

patrz przyklad 2.2.2. Jedli zatem w(t) = 0(¢) i warunkiem poczatkowym jest y(0—)
= —4/31y'(0—) =5, to Y(s) = 0, co oznacza, ze y(t) = 0 dla wszystkich ¢ € (0, c0).
Jesli natomiast u(t) = 1(t), to

_ 3sy(0—) + 3y’ (0—) + 2y(0—) 4s+1

Y(s) (s+1)(s +2) s(s+1)(s+2)

skad wynika, ze nie istnieje warunek poczatkowy, dla ktérego y(t) = 0 dla wszystkich
t € (0,00).
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Cwiczenie 4.2.5. Wykazag, ze dla kazdego systemu:

a) istnieje warunek poczatkowy taki, ze jeSli u(t) = d(t), to y(t) = 0 dla wszystkich
t € (0,00),

b) nie istnieje warunek poczatkowy taki, ze jesli u(t) = 1(¢), to y(t) = 0 dla wszystkich
t € (0,00).

Cwiczenie 4.2.6. Zalézmy, ze a.,, = 1. Korzystajac z ¢wiczenia C.5.4, sprawdzi¢, ze,
dla ¢ = 1,...,m, bieguny transmitancji spelniaja nieréwnoéci |s;| < min(1, Z:’;Bl la;])
oraz |s;| < min|ao|,1+ |ai|,..., 1+ |am—1])-

4.3. Wlasnosci systeméw stabilnych

Zbadamy teraz wlasnoSci systemoéw stabilnych. Oméwimy ich reakcje na standardowe
wymuszenia, czyli impuls Diraca §(t), skok jednostkowy 1(t) oraz sinusoide sin wt.

4.3.1. Odpowiedz impulsowa
Wiasnos$é 4.3.1. System jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

lim k(t) = 0. (4.7)

t—00

Dowdéd. To, ze ze stabilno$ci wynika réwno$é (4.7) jest oczywiste, bowiem wszystkie
bieguny transmitancji leza w lewej pélptaszezyznie, a k(t) = £ 1{K(s)}. Aby wyka-
za¢ odwrotng implikacje, zalézmy, ze (4.7) zachodzi i transmitancja ma dwa bieguny
rzeczywiste &, 1 &. W sytuacji tej (pod warunkiem, ze | < m)

k(t) = aresrt + aged?t,

gdzie ag # 0, as # 0. Zapowiedziana implikacja jest oczywista. Uogdlnienie na przypa-
dek dowolnych biegunéw jest tatwe. Dowdd zostal wiec zakonczony. [

Cwiczenie 4.3.1. Niech system bedzie stabilny i niech p = max; (Res;). Wykaza¢, ze:
a) |k(t)] < creft, pewne cy, jesli wszystkie bieguny sa rézne,

b) |k(t)] < cot™ ert < c3elPte)t pewne ca, c3 oraz dowolne ¢ > 0, dla dowolnych
biegunéw.

Wiasno§é 4.3.2. Niech | < m. System jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

/0 " k(®))dt < oo, (4.8)

Dowdéd. To, ze stabilnoéé, czyli warunek (4.2), pociaga za soba (4.8), wynika z ¢wiczenia
4.3.1 i tego, ze p < 0. W celu wykazania przeciwnej implikacji wystarczy powtorzyé
argumenty z dowodu wlasnosci 4.3.1. [

Ponizsza wlasnosc, ktéra wykorzystamy w rozdziale 8 jest oczywista.

Wiasnos¢ 4.3.3. Niech [ <m. W systemie stabilnym max;c(o,00) |k’ ()| < 00.
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Cwiczenie 4.3.2. System jest stabilny, a pobudzenie u(t) ograniczone. Wykazaé, ze
jesli granica lim;_ o u(t) istnieje, to lim;_ y(t) takze. Ponadto, jesli lim; o, u(t) = 0,
to limy—,o0 y(t) = 0.

4.3.2. Odpowiedz skokowa

Wiasnoéé 4.3.4. Granica
lim A(t) (4.9)

t—oo

istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy system jest stabilny. Ponadto, w systemie

lim A(t) = K(0) = /O T k(). (4.10)

t—o00

Dowdéd. Punktem wyjsciowym dowodu jest to, ze A(t) = £7{s 1K (s)}. Argumentujac
jak w dowodzie wlasnosci 4.3.1, wykazujemy, ze stabilnos$¢ jest réwnowazna z istnieniem
granicy (4.9). Réwnos¢ (4.10) wynika natomiast z tego, ze — na mocy twierdzenia gra-
nicznego A.5.2 — lim;—, oo A(t) = lims_0 K (). ]

Wprowadzimy teraz pojecie wzmocnienia w stanie ustalonym, bedace odpowiedni-
kiem wzmocnienia statycznego elementu liniowego. Podaje je ponizsza definicja:

Definicja 4.3.1. Jesli granica limy_ o A(t) istnieje, to nazywamy jg wzmocnieniem sys-
temu w stanie ustalonym.

Widzimy wiec, ze tylko w odniesieniu do systeméw stabilnych mozna méwi¢ o wzmoc-
nieniu w stanie ustalonym. Tylko one maja charakterystyke statyczna, tzn. charaktery-
styke wiazaca wysoko§¢ skoku na wejSciu z poziomem, na ktérym ustala sie odpowiedz
systemu. Jest nig prosta y = K(0)u.

Wsréd systeméw stabilnych sg takie, w ktérych limy_,, A(t) = 0. W systemach tych
bo = 0, czyli L(0) = 0. Wynika stad, ze K(0) = 0, co oznacza, ze ich wspdlczynnik
wzmocnienia w stanie ustalonym jest réwny 0.

Przyklad 4.3.1. Dla systemu o transmitancji s(s + 1)/(s + 2)(s + 3) lim; o A(t) = 0.

Cwiczenie 4.3.3. Niech system bedzie stabilny i niech u(t) bedzie ograniczone. Wyka-
zat, ze jesli limy_, oo u(t) # 0, to K(0) = lims—, 00 y(t)/ lims—, o0 u(?).

Cwiczenie 4.3 4. Zalézmy, ze system jest stabilny. Niech p = max; (Res;). Oznaczajac
Aoo = limy_, o A(t), wykazaé, ze:

a) |A(t) — Aoo| < c1€t, pewne cq, jesli wszystkie bieguny sa rézne,

b) [A(t) — Aso| < 2Pt pewne ¢y i dowolne e > 0, dla dowolnych biegunéw.
Cwiczenie 4.3.5. Niech system bedzie stabilny i niech u(t) = 1(t). Podaé transmitancje
systemu, w ktérym lim;_, y(t) = 0.

Cwiczenie 4.3.6. Niech system bedzie stabilny i niech u(t) = ¢t. Poda¢ transmitancje
systemu, w ktérym lim; o y(t) = 0.

Cwiczenie 4.3.7. Zalézmy, ze system jest stabilny. Niech u(t) =, p =0,1,2,...
Wykazaé, ze jeSli lims_,o s PK(s) = 0, to limy—,o y(t) = 0.
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4.3.3. Transmitancja widmowa

Transmitancja widmowa ma silny zwiazek z reakcja systemu na pobudzenie sygnalem
sinusoidalnym. Zbadamy teraz te relacje.

OdpowiedZ na pobudzenie sinusoidalne

Dotychczas badaliémy reakcje systemu na dwa standardowe pobudzenia, a mianowicie
impuls Diraca i skok jednostkowy. Teraz zajmiemy sie odpowiedzig systemu stabilnego
na pobudzenie sinusoidalne.

Zatézmy, ze warunek poczatkowy jest zerowy, natomiast w(t) = sinwt. Poniewaz
L{sinwt} = w/(s? + w?), a zatem

w wL(s)

V() = 27280 = o)

7 twierdzenia A.4.1 o rozkladzie wynika zatem, ze

a(w) | alw) | R(s)

Y =
() s—jw  s+jw  M(s)’

gdzie, jak mozna sprawdzi¢, 2ja(w) = K (jw), natomiast R(s) jest pewnym wielomianem.
Skorzystanie z wzoru (A.13) prowadzi do wniosku, ze y(t) = 2|a(w)| cos(wt+arg o) +p(t),
gdzie p(t) = L7HY{R(s)/M(s)} + £ H{W(s)/M(s)}. Poniewaz 2|a(w)| = |K(jw)| oraz
arg a(w) = arg K (jw) — 7/2, zatem

y(t) = [K(jw)|sin(wt + p(w)) + p(2),

gdzie p(w) = arg K (jw).

Ze stabilno$ci systemu wynika, ze wszystkie pierwiastki wielomianu M (s) leza w le-
wej polplaszezyznie. Korzystajac wiec z lematu A.5.1, zauwazamy, ze lim;_,, p(t) = 0.
Z tego tez powodu p(t) nazywa sie sktadowa przejsciowa odpowiedzi. Druga skladowa
bedaca sinusoidg o stalej amplitudzie nazywa sie ustalona. Dla duzych ¢ sktadowa przej-
Sciowa jest bliska zeru — sygnal na wyjsciu jest wiec w przyblizeniu réwny skladowej
ustalonej, tzn.

y(t) ~ |K(jw)| sin(wt + p(w)).

Przykladows odpowiedz systemu na pobudzenie sinusoidalne pokazano na rys. 4.2.

O sktadowej ustalonej odpowiedzi na pobudzenie u(t) = sinwt mozna zatem stwier-
dzi¢, ze:

e jest ona sinusoidg o tej samej pulsacji co pobudzenie,

e jej amplituda zalezy od w i jest réwna | K (jw)|,

e przesuniecie fazowe zalezy od w i jest réwne arg K (jw).
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Rys. 4.2. Odpowiedz systemu na pobudzenie sinusoidalne;
linia ciagla — skladowa ustalona

Nalezy zwrécic uwage na to, ze sktadowa ustalona jest sinusoidg o tej samej cze-
stotliwoSci co sinusoida na wejSciu. W zwiazku z tym moéwi sie, ze system liniowy nie
wprowadza znieksztalcen czestotliwoSciowych. Cecha ta odréznia systemy liniowe od nie-
liniowych. W tych ostatnich reakcja na sinusoide zawiera bowiem wyzsze harmoniczne,
czyli skltadowe typu sin(nwt), n = 2,3, ..., co pokazuje ponizszy przyklad.

Przyklad 4.3.2. W nieliniowym systemie bez dynamiki o charakterystyce y = ¢(u)

okreslonej wzorem
—1, dlau<0,
o(u) = { 1, dlau>0,

reakcja na periodyczne wymuszenie u(t) = sin(wt) jest sygnal periodyczny. Jego roz-
winiecie w szereg trygonometryczny ma nastepujaca postac: y(t) = > .oo; an sin(wnt),
gdzie a,, = (1/mn)[1 — (—1)"]. Reakcja ta zawiera wyzsze harmoniczne.

Przyklad 4.3.3. Zalézmy, ze pubudzenie u(t) jest sygnalem periodycznym, co oznacza,
zeu(t) =2 ansin (wnt). Jest oczywiste, ze odpowieds systemu stabilnego ma postac:
y(t) = >°07 | by sin (wnt)+p(t), gdzie b, = a,, | K (jwn)| oraz lim;_,« p(t) = 0. Jesli zatem
pobudzenie jest periodyczne, to odpowiedz w stanie ustalonym takze jest periodyczna.

Odpowiedz impulsowa i skokowa

Niech teraz [ < m. Poniewaz dla systemu stabilnego zachodzi wlasnos¢ (4.8), a wigc
istnieje catka fooo k(t)e=7«tdt. Wynika z tego istnienie transformaty Fouriera K (w) od-
powiedzi impulsowej, patrz podrozdzial A.7, oraz réwnos¢ K(w) = K(jw).

Podamy teraz zwiazki miedzy transmitancja widmowsa a odpowiedzig impulsowa i sko-
kowa.

WiasnoS§¢ 4.3.5. Niech | < m. W systemie stabilnym:

Re K (jw) = /000 E(t) cos (wt) dt,

Im K (jo) = — /0 " (#) sin (wt) dt.

Dowdd. Drzigki whasnosci 4.3.2 calki fooo k(t) cos (wt) dt i fooo k(t) sin (wt) dt istnieja. Po-
niewaz e ~*! = coswt— j sinwt, zatem K (jw) = [, k(t) cos (wt) dt—j [ k(t) sin (wt) dt,
co konczy dowdd. [
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Wiasno§é 4.3.6. Niech | < m. W systemie stabilnym

2 e}
k) = 2 / Re[K (jw)] cos (wt) dew
0
20 °
= ——/ Im[K (jw)] sin (wt) dw.
T Jo
Dowéd. Wystarczy powolaé si¢ na wlasno$é A.7.2. |

Z wzoru Parsevala (A.33) wynika nastepujaca wlasnosc:
Wiasnos§¢ 4.3.7. Niech | < m. W systemie stabilnym

/OOO F2(8)dt = ~ /OOO K (o) 2.

™
Przejdziemy teraz do odpowiedzi skokowe;j.

Wiasnos$¢ 4.3.8. Niech | < m. W systemie stabilnym, dlat > 0,

AE) = % /0 OoéRe[K(jw)] sin (wt) dew
_ K(O)—% /0 Ooélm[K(jw)] cos (wt) dov.

Dowéd. Oznaczajac Moo = limi—,oo A(t) = K(0), zauwazmy, ze g(t) = A(t) — Ao jest
odpowiedzig impulsows stabilnego systemu o transmitancji G(s) = s71(K(s) — K(0)).
Z whasnofci 4.3.6 wynika wiec, ze A(£) — Ao = —(2/7) 5 Im[(jw) LG (jw)] sin (wt) dw, co
jest réwne (2/7) [;° Re[w™ K (jw)] sin (wt) dw — Ao, poniewaz [ w ™! sin (wt) dw = 7/2.
Pierwsza cze$¢ tezy zostala zatem udowodniona.

Z whasnoéci A.7.2 wynika ponadto, ze g(t) = (2/7) [;° Re[G(jw)] cos (wt) dw. Po-
niewaz Re[G(jw)] = —w™!Im K (jw), zatem takze druga cze$é tezy zostata zweryfi-
kowana. ]

Cwiczenie 4.3.8. Zaktadajac, ze | < m, wykazac, ze dla systemu stabilnego prawdziwy
jest nastepujacy wzér: [ (A(t)—Aoo)?dt = (1/7) [;° w2 | K (jw) — K(0)|? dw, przy czym
Aoo = limy_o0 A(2).

4.3.4. Ré6wnanie fazowe

Wektor £ € R™ nazywa si¢ punktem réwnowagi systemu, jesli, przy warunku po-
czatkowym £(0—) = £, rozwigzaniem réwnania fazowego jest £(t) = £€*, patrz podroz-
dziat 2.7. Moéwigc inaczej, £ jest punktem réwnowagi, jesli trajektoria rozpoczynajaca
sie w tym punkcie nie opuszcza go. Poniewaz &(t) = 0 wzdluz takiej trajektorii, punktem
réwnowagi jest kazdy wektor £ rozwigzujacy réwnanie 0 = AE. Jest oczywiste, ze kazdy
system liniowy ma przynajmniej taki jeden punkt, a mianowicie £* = 0.



4.3. Wlasnosci systeméw stabilnych 57

Jesli det A # 0, to £ = 0 jest jedynym rozwigzaniem réwnania A€ = 0, tzn. jedynym
punktem réwnowagi systemu. Poniewaz det A = —ag, ma to miejsce wtedy i tylko wte-
dy, gdy ag # 0, tzn. wtedy i tylko wtedy, gdy transmitancja systemu nie ma bieguna
w punkcie s = 0, czyli system nie ma charakteru calkujacego.

Jesli natomiast ap = 0, to det A = 0. Transmitancja ma zatem biegun w punkcie
s = 0, co oznacza, ze system ma wlasnoéci calkujace. System ma teraz takze inne punkty
réwnowagi, poniewaz réwnanie 0 = A€ ma w takiej sytuacji wiele rozwigzan. Aby
je wyznaczy¢, przypomnijmy, ze dla trajektorii pozostajacej w punkcie réwnowagi £*
zachodzi réwnosc { (t) = 0. Z definicji wektora fazowego wynika zatem, ze dla trajektorii
tej yM(t) = -+ = ym=V(t) = 0. Oznaczajac £ = [¢],65,...,€5]T, dochodzimy wigc
do wniosku, ze &5 = --- = ¢ = 0. Wynika stad, ze zbiér punktéw réwnowagi pokrywa
sie teraz z osig &, tzn. osia y(t) przestrzeni fazowe;j.

Definicja 4.3.2. Réwnanie fazowe nazywa sie stabilnym, jedli, dla kazdego €(0—),
tlim £(t)=0.

Roéwnanie fazowe nazywa sie wiec stabilnym, gdy kazda jego trajektoria zbiega sie
do punktu réwnowagi £* = 0. Poniewaz &(t) = eA*¢(0—), réwnanie fazowe jest stabilne
wtedy i tylko wtedy, gdy

lim eAt = 0. (4.11)
t—o0
Oznaczmy teraz przez A1, ..., A\, wartoSci wlasne macierzy A, czyli rozwigzania réw-

nania det(A\I — A) = 0. Wykazemy teraz istotne twierdzenie.

Twierdzenie 4.3.1. Zbieinosé (4.11) zachodzi wtedy i tylko wtedy, tzn. réwnanie fazowe
jest stabilne wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Rel <0,ReXy <0,...,Re), <0. (4.12)

Dowéd. Zaczniemy od tego, ze y(t) = cTeAt¢(0—), gdzie & jest wektorem fazowym,
natomiast ¢ = [1,0,...,0]T, patrz (2.16).

Z réwnosci (4.11) wynika, ze lim;_o y(¢) = 0 dla kazdego £(0—), czyli kazdego wa-
runku poczatkowego jednorodnego skalarnego réwnania rézniczkowego (4.1). Réwnanie
to jest zatem stabilne. Korzystajac z twierdzenia 4.2.1 o stabilnosci, dochodzimy do
wniosku, ze sa spelnione nieréwnoéci (4.2). Poniewaz pierwiastki charakterystyczne réw-
nania (4.1) sa takie same jak warto$ci wlasne macierzy A, patrz wlasnosé 2.7.1, a zatem
zachodzi (4.12).

Z drugiej strony, z (4.12) wynika (4.2), co, na mocy twierdzenia 4.2.1, oznacza stabil-
no$¢ réwnania rézniczkowego (4.1), czyli zbieznosé lim; .o y(t) = 0 dla kazdego &£(0—).
7 uwagi na (4.5), ze zbiezno$ci tej wynika, ze lim; ooy (t) = 0, gdzie i = 0,1,...,
co oznacza, ze limy_, ., £(t) = 0 dla kazdego &£(0—). To pociaga za soba réwno$é¢ (4.11)
i konczy dowdd. [

Przywolujac teraz wlasnosc 2.7.1, dochodzimy do waznego twierdzenia.

Twierdzenie 4.3.2. System jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jego réwnanie fazowe
jest stabilne.
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Cwiczenie 4.3.9. Korzystajac z tego, ze (sI—A)~! = [1/ det(sI—A)] adj A oraz lematu
A.5.1, wykazaé, ze jeSli dla macierzy A okreSlonej wzorem (2.14) zachodza nieréwnosci
(4.12), to lim;_,, €At = 0.

4.3.5. Ograniczone wejScie — ograniczone wyjscie

Ponizej wykazemy, ze jeSli pobudzenie jest ograniczone, to reakcja systemu stabil-
nego takze. Ograniczonoé¢ obydwu sygnaléw jest rozumiana tak samo: albo w sensie
ograniczenia co do modulu, albo co do catki z modutu, albo tez calki z kwadratu.

Wiasno$é 4.3.9. Niech I < m. Niech system bedzie stabilny i niech warunek poczatkowy
bedzie zerowy. Wowczas:

sup [y(t)] < ¢ sup |u(t)],
t€[0,00) te[0,00)

/O Iy(t)ldtgc/o |u(t)|dt,

/ yz(t)dtgdz/ u?(t)dt,
0 0

gdzie ¢ = [ |k(t)|dt oraz d = max,e(o,00) | K (jw)]-

Dowéd. Pomewaz warunek pocz@tkowy jest zerowy, a w1(;c sygnalem wyjsciowym sys-
temu jest y(¢ fo (t—7)u(r)dr. Zatem |y(t)] < fo |k (t—7) |deupt€[0OO lu(t)],
ktéra to w1e1kosc jest nie wigksza niz fo |k (t) |dt supyepo,00) [u(t)], skad wynika pierwsza
z nieréwnoSci.

Aby wykaza¢ druga, oznaczmy g(t fo |k(t — T)||u( )|dr. Na podstawie reguty
o splocie, patrz podrozdzial A.2, wmoskujemy, ze G(s) = {|k(t |}£{ lu(t)|}, skad wynika,
ze s 1G( )= L{|k@®)|}s71&{|u(t)|}. W rezultacie fo T)dT = fo |k(t —7)|¢(T)dT, gdzie

fo |u(T)|dT. Poniewaz ponadto |y(t)| < g(t), a zatem fo ly(T)|dr < fot
- fo |k(t — 7)|p(r)dr < fot |k (t—T) |d7'supt€[0)oo) o(t) < fooo |k (¢) |dt fo |d7’ co
koniczy dowdd drugiej nieréwnoséci.

Dowéd trzeciej rozpoczniemy od wykazania, ze d < oo. Zaczniemy od oczywistej
nieréwnosci d < V + W, gdzie V' = sup,¢( ) [K(jw)|, W = sup,¢(, o0) [ K (jw)], nato-
miast p jest dowolna liczba dodatnia. Poniewaz zaden biegun transmitancji K(s) nie
lezy na osi liczb urojonych, wiec V' < co. Z uwagi na to, ze [ < m, ma miejsce zbieznosc¢
lim, o |K(jw)| = 0, skad wynika, ze W < oo. Zatem |K(jw)| jest funkcjg ograni-
czong dla w € [0,00) i malejaca do zera. Pamietajac, ze jest ona takze ciagla, stwier-
dzamy w rezultacie, iz max,e[0,00) | K (jw)| < 0o. Poniewaz Y (jw) = K (jw)U (jw), zatem
[V (jw)|? < d?|U(jw)|>. Dowéd koticzymy wykorzystujac wzér Parsevala (A.33). ]

Postlugujac sie pojeciem normy funkcji, otrzymana powyzej wltasno$¢ 4.3.9 mozna
zapisaé za pomocg jednego wzoru. Oznaczajac poszczegolne normy jako:

Ja(®ll = s [a(0). Ja(0], = /Ooo|x<t>|dt,|x<t>|3 /Owﬂ(t)dt,

0,00



4.4. Wlasnoéci systeméw niestabilnych 59

mozemy bowiem napisaé

ly@)l; < i llu@l; (4.13)
gdzie v, =5 = c oraz 75 = d.
Tloraz
ly@)ll
[[u(®)]]
gdzie ||.|| jest dowolna norma, mozna traktowaé jako swoiScie rozumiane wzmocnienie

systemu. Z nieréwnodci (4.13) wynika, ze w systemach stabilnych, dla wymienionych
trzech norm, jest ono skonczone.
W szczegblnosci, fooo 22 (t)dt interpretuje sie jako energie sygnatu z(t). Traktujac wiec

/0 h y2(t)dt

/000 u?(t)dt

jako wzmocnienie energii, mozemy zatem stwierdzi¢, ze w systemach stabilnych jest ono
skoficzone i ograniczone przez d>.

Przyklad 4.3.4. Niech K(s) = 1/(s + 1). Poniewaz k(t) = e™*, wicc [} |k(t)|dt = 1.
Zatem ¢ = 1. Ponadto |K (jw)| = 1/(1 + w?)'/2, skad wynika, ze d = 1.

Przyklad 4.3.5. Dla K(s) = 1/M(s) otrzymujemy d?> =1/ min |M(jw)|? = 1/a3.

w€el0,00)
Przyklad 4.3.6. Z ostatniego przykladu wynika, ze dla K (s) = 7/(2s+3)(4s+5) mamy
d* =17/15.
Cwiczenie 4.3.10. Niech [ < m. Niech system bedzie stabilny, a warunek poczatkowy
zerowy. Wykaza¢, ze, dla kazdego T prawdziwe sg nieréwnoSci fOT Y2 (t)dt < d? OT u?(t)dt
oraz [} [y(t)|dt < c [y u(t)|dt.

4.4. Wlasnosci systeméw niestabilnych

Omoéwimy teraz wlasnoéci systeméw niestabilnych, w tym tych, ktére sg na granicy
stabilnoéci.

Wiasno$é 4.4.1. Niech system bedzie na granicy stabilnosci. Dlal <m

sup [k(t)] < o0,
t€[0,00)

natomiast dla l > m
sup |k(t)] < oc.
te(0,00)
Dowéd. Pierwsza wilasno$¢ wynika stad, ze pojedynczy biegun w zerze lub para na osi
liczb urojonych wnosi odpowiednio sktadows stalg lub periodyczna o statej amplitudzie.
Jedli natomiast | > m, to odpowiedz impulsowa zawiera jeszcze impuls Diraca oraz jego
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pochodne, tzn. 5@ (t), p =0,1,...,1 —m, umieszczone w punkcie ¢ = 0. Odpowiedz
impulsowa jest zatem ograniczona na otwartej pétprostej (0, 00), co koficzy dowéd. m

O odpowiedzi impulsowej i skokowej systemu niestabilnego nie bedacego na granicy
stabilnoéci wypowiada sie kolejna wlasnoS¢.

Wiasnos¢ 4.4.2. W systemie niestabilnym nie bedgcym na granicy stabilnosci

limsup |k(t)] = o0
t—o0
oraz
lim sup |A()| = oo.

t—o00



Rozdzial 5

Kryteria stabilnosci

Zgodnie z twierdzeniem 4.2.1, aby stwierdzi¢, czy system o transmitancji

K(s) = (5.1)

jest stabilny, wystarczy rozwiagzaé jego réwnanie charakterystyczne M (s) = 0, a nastepnie
sprawdzi¢, czy wyznaczone w ten sposob pierwiastki majg ujemne czeSci rzeczywiste.
Przypominamy przy tym, ze

M(s) = aps™ + CL'rrL—1r977171 +---+ais+ap.

Rozwiazanie réwnania jest mozliwe tylko dla m < 4, tzn. tylko wtedy mozna znalezé
jego pierwiastki przy uzyciu takich dzialan jak dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzie-
lenie oraz pierwiastkowanie. Réwnan wyzszych stopni, poza szczegdlnymi przypadkami,
rozwiazac nie mozna.

Powstaje zatem pytanie, czy bez rozwiazywania réwnania charakterystycznego mozna
stwierdzi¢, czy wszystkie jego rozwigzania lezg w lewej péiplaszezyznie? OdpowiedZ jest
pozytywna. Twierdzenia, ktére ustalaja zwiazek miedzy wspétczynnikami wielomianu
charakterystycznego a tym, czy jest spelniony zestaw nieréwnoéci (4.2), nazywaja sie
kryteriami stabilno$ci.

Najpierw oméwimy kryteria algebraiczne. Twierdzenie 5.1.1 o wspélczynnikach po-
daje warunek konieczny, kryterium Routha—Hurwitza okreSla warunek wystarczajacy.
7Z kolei kryterium Hurwitza, podobnie jak Liénarda—Chiparta, ustala warunek konieczny
i wystarczajacy. Pozostate, tzn. Michajlowa oraz Nyquista sg kryteriami czestotliwo$cio-
wymi. Kazde z nich podaje warunek konieczny i wystarczajacy.

Przez m_, my oraz m4 oznaczymy liczbe pierwiastkéw wielomianu M (s), czyli bie-
gunéw transmitancji K(s), lezacych odpowiednio w lewej pélplaszczyznie, na osi liczb
urojonych oraz w prawej pélplaszczyznie. Jest oczywiste, ze m_ + mg +my = m.
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5.1. Systemy o dowolnej strukturze

5.1.1. Twierdzenie o znaku wspélczynniké6w

Zaczniemy od prostego kryterium podajacego konieczny warunek stabilno$ci.

Twierdzenie 5.1.1 (znak wspélczynnikéw). Niech a,, > 0. Jesli system (5.1) jest
stabilny, to

ag > 0,a1 >0,...,am_-1>0. (52)

Innymi stowy, jesli warunek (5.2) nie jest spelniony, to system nie jest stabilny.

Dowéd. Wielomian M(s) ma pierwiastki rzeczywiste, powiedzmy &y, ...,§,, oraz pary
zespolone, powiedzmy (1y,%;), ..., (n,,1,), co oznacza, ze p + 2q = m. Jest wigc oczy-
wiste, ze
P q
M(s) = am [Js =€) TT (s~ m)(s — )
i=1 j=1

Skoro system jest stabilny, to wszystkie &, sa ujemne. Wynika stad, ze wszystkie
wsp6lezynniki wielomianu [T%_, (s — &;) sa dodatnie.

Oznaczajac 1; = 0j + jw;, zauwazmy, ze (s —n;)(s — ;) = (s — 0;)* + w}. Ponie-
waz o; < 0, wszystkie wspétczynniki tego dwumianu sg zatem dodatnie. W rezultacie
wszystkie wspélezynniki s dodatnie takze w wielomianie Hj‘:l (s—=m;)(s—1;), co koficzy
dowdd. ]

Mozna zatem powiedzie¢, ze jeSli system jest stabilny, to wszystkie wspétczynniki
wielomianu charakterystycznego M (s) sa jednakowego znaku — albo wszystkie sa dodatnie
albo wszystkie ujemne.

Podane twierdzenie jest réwnowazne ponizszemu wnioskowi:

Whniosek 5.1.1. Niech a,, > 0. Jesli przynajmniej jedna z nieréwnosci (5.2) nie zacho-
dzi, to system mie jest stabilny.

Konczac zwracamy uwage na to, ze w pewnych sytuacjach omawiane kryterium po-
zwala stwierdzi¢, ze system jest niestabilny. Nigdy natomiast nie doprowadza do wniosku,
ze system jest stabilny. Jest to spowodowane tym, ze podaje ono warunek konieczny.

Przyklad 5.1.1. System, ktérego transmitancja ma wielomian charakterystyczny o po-
staci 82 +1 = (s — j)(s + j), nie jest stabilny, poniewaz a; = 0.

Przyklad 5.1.2. Wielomian s+ s? —s—1 ma przynajmniej jeden pierwiastek poza lews
pélptaszezyzna, poniewaz a; < 01 ag < 0. Rzeczywiscie, wielomian ten to (s—1)(s+1)2.

Przyklad 5.1.3. O stabilnoSci systemu, ktérego wielomianem charakterystycznym jest
s?2 + s+ 1, twierdzenie 5.1.1 nie rozstrzyga.
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5.1.2. Kryterium Routha—Hurwitza

Ponizej podamy kryterium, ktére podaje wystarczajacy warunek stabilnoSci. Wpro-
wadzimy w tym celu macierz Hurwitza H,,, o m wierszach i m kolumnach zdefiniowang
nastepujaco:

am—1 Am-3 am-5 Gm-7
am am—2 (Am—4 (Am—6
H, = 0 am—-1 Om-3 Gam-—5
0 am Am—2 Qm—4
as ap 0 0
= a4 a2 Qo 0
as a3 ap O
ag Qa4 a2 ao

Zwréémy uwage na gtéwna przekatng i indeksy w poszczegdlnych kolumnach. Niech teraz
A1, Ao, ..., A, bedg gléwnymi podwyznacznikami tej macierzy, tzn. niech:

Q1 Q3 Gm—1 Gm-3 Gm-5

m— m—

A1 = amflyAQ = a a 9 7A3 = (¢27) Um—2 QAm—-4 |,
" " 0 am—1 Am-3

Um—1 Am—-3 Qam-5 Gm-7

a Am—2 Am—4 Qm—

Ayg=| “m m m m=6 1 Ay = det Hy,.
0 Um—1 Am-3 am-5
0 Um—2 Am-—-3 Am—4

Rozwijajac A,, wzgledem ostatniej kolumny, zauwazamy, ze A, = agQ,,_1.

Dla ciagu liczbowego aq, ao, ..., ay, przez V(ag, as, . .., a,) oznaczymy liczbe zmian
znaku jego kolejnych elementéw. Dla przyktadu: V(3,4,5,1,-2,) =1, V(5,-2,4) = 2,
V(l,-3,4,1)=2,V(2,3,5,—1) =1, V(1,5,2,3) = 0. Podamy teraz kryterium Routha—
Hurwitza!.

Twierdzenie 5.1.2 (Routh—-Hurwitz). Jesl
A1¢07A2¢07"'7AM7€07 (53)
to raden z pierwiastkow wielomianu M (s) nie lezy na osi jw oraz

AQ Am,
er—V(am,Al,A—l,...,m).

LE.J. Routh, A treatise on stability of a given state of motion, Macmillan, London 1877.
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Twierdzenie to, nazywane kryterium Routha—Hurwitza, patrz np. [10], podajemy
bez dowodu, ktéry wymagaltby dluzszych wyjasnien. Warto jeszcze zauwazy¢, ze sporo
wysitku zwigzanego z obliczeniem A,, oszczedzi sig, gdy wezmie sie pod uwage to, ze
A, = agAp,—1. Z twierdzenia powyzszego wynika oczywisty wniosek.

‘Whniosek 5.1.2. Niech a,, > 0. Jesli
A1 >0, >0,...,4, >0, (5.4)

to system jest stabilny.

Whiosek 5.1.2 orzeka, ze spelienie warunku (5.4) wystarcza, aby system byt stabilny.
Kryterium Hurwitza, ktére podamy w nastepnym podrozdziale, stwierdza, ze warunek
ten jest takze konieczny.

Twierdzenie Routha—Hurwitza jest skutecznym narzedziem, gdy wszystkie podwy-
znaczniki macierzy Hurwitza sa rézne od zera. Pozwala ono wéwczas w sposéb jedno-
znaczny okreSli¢, czy system jest stabilny czy nie. Gdy przynajmniej jeden z nich jest
zerowy, kryterium zawodzi. Warto zwrécié uwage na to, ze pozwala ono okresli¢ liczbe
biegunéw transmitancji potozonych w prawej pélplaszczyznie, co moze by¢é pomocne przy
stosowaniu kryterium Nyquista, patrz punkt 5.2.2.

Przyklad 5.1.4. Dla wielomianu ass® + ass* + azs® + ass? + a15 + agp otrzymujemy

a4 a2 Qo 0 0
as a3 ap 0 0
H4 = 0 ags G Qo 0
0 as as ap 0
0 0 a4 a2 Qo

i zauwazamy, ze Ay = agAs.
Przyklad 5.1.5. Dla wielomianu 6s* 4+ 553 4 452 + 3s + 2 macierzg Hurwitza jest

5 3 0 0
6 4 2 0
H4 = det O 5 3 0
0 6 4 2
Zatem:
5 3 5 3 0
A1 =5,Ay = =2,A3=|6 4 2 |=—-44 oraz Ay =2(—44) = —88.
6 4 0 5 3

Cwiczenie 5.1.1. Korzystajac ze wzoru Orlando?

m i—1

Aoy = (=)= D2qm =t TT T (si + 57)

i=1j=1

2P. Lancaster, Theory of matrices, Academic Press, New York 1969.
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oraz réwnodci A, = apA,—1, wykazag, ze jeSli M(s) ma pierwiastek (rzeczywisty lub
pare czysto urojona) na osi jw, to warunek (5.3) nie zachodzi (co jest czeScia twierdzenia
Routha-Hurwitza). Na przyktadzie wielomianu s>—1 = (s+1)(s—1) zauwazy¢ nastepnie,
ze odwrotna implikacja nie jest prawdziwa.

Cwiczenie 5.1.2. Wykorzystujac wzor Orlando, patrz ¢wiczenie 5.1.1, poda¢ wielomian

o niezerowych pierwiastkach rzeczywistych, dla ktérego A,,—1 = 0, czyli dla ktérego
warunek (5.3) nie zachodzi.

Cwiczenie 5.1.3. Korzystajac ze wzoru Orlando, patrz ¢wiczenie 5.1.1, oraz tego, ze
A, = agA,,—1, wykazaé, ze je$li transmitancja ma biegun na osi jw, to A,,,—1 = A, =0,
co oznacza, ze zarowno wsréd wyznacznikéw o parzystych, jak i nieparzystych indeksach
jest przynajmniej po jednym zerowym.

Przyklad 5.1.6. Dla M(s) = (s +2)(s + 3)? = s> + 8s% + 21s + 18 macierza Hurwitza
jest

8 18 0
Hy=|1 21 0
0 8 18

oraz Ay = 8, Ay = 150, Az = 1200. Poniewaz

150 1200
—V(1,8— —) =
m+ V<787 87150> 07
wielomian ten ma wszystkie pierwiastki w lewej polplaszczyznie. System jest stabilny.
Przyklad 5.1.7. Niech M(s) = (s —1)?(s +2)(s + 3) = s* + 3s3 — 35> — 7s + 6. Zatem

3 -7 0 0
1 -3 6 0
Hi=1y 3 _7 ¢
0 1 -3 6
i A1 =3, Ay = —2, Az = —40, Ay = —240. Ostatecznie
2 40 240
my = Vv <1737§777@> -

Wielomian M (s) nie ma wigc zadnego pierwiastka na osi jw, dwa w prawej pélptaszczyz-
nie oraz dwa w lewej. System jest zatem niestabilny.

Przyklad 5.1.8. Dla transmitancji 1/(s> 4+ 2)(s+3) = 1/(s® + 3s? + 2s + 6) wyliczamy
A1 =3, Ay =0 oraz Az = 0. Poniewaz wéréd wyznacznikéw znajduje sie zerowy, zatem
kryterium nie wypowiada sie na temat stabilnoSci systemu.

Przykiad 5.1.9. Dla wielomianu (s?+1)(s%2+3s+1) = s*+ 3524252 +3s+1 znajdujemy
Ap =3, Ay =3, Az =0, Ay = 0. Wéréd wyznacznikéw znajduje si¢ zerowy, bowiem
para pierwiastkéw (j, —j) czysto urojonych lezy na osi jw.

Przyklad 5.1.10. Niech M(s) = s(s + 1)? = s + 252 + 5. W wielomianie tym ag = 0
i dlatego jeden z jego pierwiastkow rzeczywistych, tzn. s = 0, lezy na osi jw. Pozostate
znajdujg sie poza osia. Poniewaz Az = agls, wiec pierwiastek w zerze jest przyczyng
tego, ze Az = 0.
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5.1.3. Kryterium Hurwitza

Ponizsze twierdzenie, znane jako kryterium Hurwitza®, patrz np. [10], podaje waru-
nek, ktéry jest jednoczesnie konieczny i wystarczajacy.

Twierdzenie 5.1.3 (Hurwitz). Niech a,, > 0. System (5.1) jest stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy
A1 >0,A,>0,...,4, >0. (5.5)

Przypominamy, ze we wniosku 5.1.2, ktéry bezposérednio wynika z kryterium Routha—
Hurwitza, ustaliliémy, ze warunek (5.5) jest wystarczajacy. Powyzsze kryterium Hurwitza
stwierdza, ze warunek ten jest takze konieczny.

Stosujac kryterium Routha—Hurwitza, czy Hurwitza obliczamy wyznaczniki, co jest
operacja skomplikowana pod wzgledem numerycznym. Znaczne oszczednoSci oblicze-
niowe mozemy uzyskaé, stosujac kryterium Liénarda—Chiparta*, patrz [10].

Twierdzenie 5.1.4 (Liénard—Chipart). Niech a,, > 0. System (5.1) jest stabilny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest spetniony dowolny z czterech ponizszych warunkdw:

ag > 0,a2 >0,a4 >0,... oraz A1 >0,A3 >0,...,

ag > 0,a2 >0,a4 >0,... oraz Ay >0,A4>0,...,
ag > 0,a1 > 0,a3 >0,... oraz A1 >0,A3 >0,...,
ag>0,a1 > 0,a3 >0,... oraz Ay > 0,A4 >0,...

Przyktad 5.1.11. Niech K(s) = 1/(s+ 1)*(s +2) = 1/(s3 + 45 4+ 55 + 2). Macierza
Hurwitza jest

4 2 0
1 5 0
0 4 2

H; =

skad wynika, ze A1 = 4, Ay = 18, A3 = 36. System jest zatem stabilny.
Przykiad 5.1.12. System o transmitancji 1/(s — 1)?(s +2) = 1/(s® — 3s + 2) nie jest
stabilny, gdyz
0 1 0
Hy=|1 -3 0|,
0 4 2
skad wynika, ze A; =0, Ay = —1 oraz Az = —2.

Przyklad 5.1.13. Dla systemu o transmitancji 1/(s+1)(s+2)? = 1/(s® + 552 +8s+4)
macierza Hurwitza jest

5 4 0
H;=|1 8 0
0 5 4

3A. Hurwitz, Uber die Bedingungen unter wlechen eine Gleichung nur Wurtzeln mit negativen reellen
Teilen besitzt, Math. Ann., 1895, 46, 273—284.

YA M. Liénard, A.H. Chipart, Sur la signe de la partie réelle des racines d’une équation algébraique,
J. Math. Pures et Appl., 1914, 10, 291-346.
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Zatem Ay =5, Ay = 36, Az = 180. Wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystycz-
nego leza wiec w lewej potplaszczyznie.

Przykiad 5.1.14. Dla systemu o transmitancji 1/(s?+ a1s+ ag) macierza Hurwitza jest

o aq 0
mofu 0]
System jest zatem stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy ag > 01 a3 > 0.

Przyklad 5.1.15. Dla systemu o transmitancji 1/(s® + azs® + a1s + ag) macierza Hur-
witza jest

az Qg 0
H3 = 1 al 0
0 as Qo

System ten jest zatem stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy ap > 0, a3 > 0, as > 0 oraz
aras —ag > 0.

Przykiad 5.1.16. Dla wielomianu s° +2s* + 353 + 452 + 2s + 3 stwierdzamy, ze A; = 2,
Ag =2, Ag = 6, Ay = =3 oraz Ay = —9. Drzigki kryterium Liénarda—Chiparta to,
ze system jest niestabilny, mozna wiec ustali¢, sprawdzajac jedynie znaki wyznacznikéw
o parzystych lub nieparzystych indeksach.

Cwiczenie 5.1.4. Korzystajac z twierdzenia 5.1.1 o znaku wspoélczynnikéw i kryterium
Hurwitza, wykaza¢, ze jeSli a,, > 0, to system jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy:

agp>0,a1 >0,...,a;,m_1>0,... oraz Ay >0,A2>0,...,4,, >0.

Zbadac¢ relacje pomiedzy tym wynikiem a twierdzeniem Liénarda—Chiparta.

5.1.4. Kryterium Michajlowa

Kryterium Michajlowa® zajmuje sie, podobnie jak kryteria oméwione wczeéniej, mia-
nownikiem transmitancji (5.1). Rdéznica polega na tym, ze bada ono wlasnodci funkeji
M (jw). W odréznieniu od poznanych juz kryteriéw algebraicznych, ponizsze ma zatem
charakter czestotliwo$ciowy.

Rzeczywiste pierwiastki wielomianu M (s) oznaczymy jako &, ..., §,, a pary zespolone
jako (11,7m), ..., (14, 7,)- Jest przy tym oczywiste, ze p + 2¢ = m. Poniewaz

M(s) = am [ [(s = &) TT (s = me)(s =m0,
i=1 k=1
zatem , .
M(jw) = am [ [Gw = &) T] G = ne) G — 711
i=1 k=1

Ponizszy lemat jest oczywisty.

5A.W. Mikhailov, Garmoniceskij metod v teorii regulirovaniia, Avtomatika i Telemekhanika, 1938,
3, 27-31.
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Lemat 5.1.1. Wielomian M(s) nie ma Zadnego pierwiastka na osi jw wtedy i tylko
wtedy, gdy M(jw) # 0 dla wszystkich w € [0,00).

Zalozymy teraz, ze zaden z pierwiastkéw wielomianu M (s) nie lezy na osi jw i zaj-
miemy sie funkcja arg M (jw). Poniewaz M (jw) jest liczba zespolona, zatem

M (jw) = | M (jw)|e*e MU,

Poniewaz M (jw) # 0 dla wszystkich w € [0, 00), funkcja arg M (jw) jest zatem ciagla na
pélprostej [0,00). Przyklad funkeji arg M (jw) pokazano na rys. 5.1. Definiujemy dla
niej nastepujacy funkcjonal bedacy przyrostem argumentu funkcji M (jw):

Aarg M(jw) = lim arg M (jw) — arg M(50). (5.6)
0<w< oo w—00
argM(jw)
Q. [T iriiassasasacase -
ot AargM(jw) =2n
w € (0,00)
1 ‘ 1
0 3 6 o

Rys. 5.1. Przykladowa funkcja arg M (jw)

Zaktadajac, ze a,, > 0, mozemy napisac

p q
arg M(jw) = Y arg(jw — &)+ Y _ arg(jw — ;) (jow — 73.)-
=1 k=1

Rozpatrzymy teraz poszczegdlne skladniki powyzszej sumy.
Dla £ # 0, tzn. dla pierwiastka rzeczywistego nie lezacego na osi liczb urojonych,

{ 7/2, dla& <0,

Barg Jw =)=\ o dlag>0

0<w< oo

patrz rys. 5.2, na ktérym wektor jw — £ jest pokazany z dokladnoécig do przesuniecia.

<0 Im Im E>0
Jo—=¢& » , jo— &
Aarg(jow— £) ! o Aarg(jo — &)
ﬁ /7
Re Re
£ £

Rys. 5.2. Aarg(jw — &) dla w € [0, 00), pierwiastek £ rzeczywisty
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Jesli Ren # 0, tzn. jeSli para (1,7) nie jest czysto urojona, to

Aarg (jw —n)(jw — 1) =

0<w< oo

m, dlan <0,
—m, dlan>0,

patrz rys. 5.3. DoszliSmy zatem do kolejnego lematu.

Ren <0 Ren>0
Aarg(jo — 1) ‘ Im Im Aarg(jw — 1)
Jo =N jw jo ]\ Jjw — 7
n n
| Re l Re
— n

n

Rys. 5.3. Aarg(jw —n) + Aarg(jw — 7) dla w € [0, 00), para pierwiastkéw zespolonych

Lemat 5.1.2. Niech a,, > 0. Jesli wielomian M(s) nie ma zadnego pierwiastka na osi
jw, to
Aarg M(jw) = (m_ — m+)z.
0<w< oo 2
Jestedmy teraz w stanie podaé¢ kryterium Michajlowa, ktére okresla konieczny i wy-
starczajacy warunek stabilno$ci.

Twierdzenie 5.1.5 (Michajlow). Niech a,, > 0. System jest stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy

M (jw) # 0 dla wszystkich w € [0, 00) (5.7)

oraz -
Aarg M(jw) =m—. (5.8)

0<w< oo 2

Dowdéd. Zalézmy, ze system jest stabilny. Zaden pierwiastek wielomianu M (s) nie lezy
zatem na osi jw i, dzigki lematowi 5.1.1, zachodzi warunek (5.7). Réwniez warunek (5.8)
jest speliony, bowiem m, = 01 m_ = m, patrz lemat 5.1.2.

To, ze warunki (5.7) i (5.8) zapewniaja stabilno$¢ jest takze oczywiste. Z (5.7) wy-
nika bowiem, ze zaden z pierwiastkéw wielomianu nie lezy na osi jw, patrz lemat 5.1.1.
Spekienie warunku (5.8) oznacza natomiast, ze m_ = m. System jest wigc stabilny. m

Podamy teraz interpretacje geometryczng kryterium Michajlowa. Graficzne przed-
stawienie funkcji M (jw), gdzie w € [0, 00), na plaszczyznie liczb zespolonych nazywa sie
wykresem Michajlowa. Przyklady pokazano na rys. 5.4. Strzalka oznacza wzrost argu-
mentu w. Jest oczywiste, ze warunek (5.7) jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy wykres
Michajlowa ani nie zaczyna sie, ani nie przechodzi przez poczatek uktadu wspéhrzednych,
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czyli punkt s = 0. Jest zatem speliony jedynie dla wykresu a). W przypadkach b) i c)
wykres zaczyna sie bowiem lub przechodzi przez punkt s = 0.

Postugujac si¢ wykresem Michajlowa, mozna takze sprawdzic, czy jest spelniony wa-
runek (5.8). Na przyklad, dla wykresu pokazanego na rys. 5.4a, Aargg., ..o M(jw)
= 37 /2 poniewaz krzywa przechodzi przez trzy kolejne ¢wiartki. B

a) b) ¢)
Im M(jw)

arg M(jw)

ReM(jw)

Rys. 5.4. Przyktady wykreséw Michajlowa

Warunek stabilnosci podany przez kryterium Michajlowa jest zarazem konieczny i wy-
starczajacy. Rézne sposoby jego niespehlienia prowadza do nieco odmiennych wnioskéw
o pierwiastkach wielomianu M (s), czyli biegunach transmitancji. W pierwszym — wykres
przechodzi przez punkt s = 0, co oznacza, ze nie jest spelmiony warunek (5.7). Przy-
najmniej jeden biegun lezy wéwczas na osi jw. System jest wigc niestabilny. W drugim
— warunek (5.7) jest speliony, wykres nie przechodzi bowiem przez punkt s = 0, lecz
nie zachodzi warunek (5.8). W sytuacji takiej przynajmniej jeden biegun lezy w prawej
polplaszezyznie, skad wniosek o niestabilno$ci systemu.

Ponizsze przyktady ilustruja nasze rozwazania i wyjaéniaja jak korzystaé efektywnie
z kryterium Michajlowa.

Przyklad 5.1.17. Dla wielomianu charakterystycznego M(s) = s* + s® + 5s% +3s + 4
otrzymujemy M (jw) = (w* — 5w? +4) + j(—w® + 3w). Zatem réwnanie Re M (jw) = 0
ma nastepujace nieujemne rozwiazania wy = 1 oraz we = 2. Ponadto Im M (jw;) = 2
oraz Im M (jws) = —2. Réwnanie Im M (jw) = 0 ma takze dwa nieujemne pierwiastki
w3 = 01wy = V3. Latwo wyliczamy przy tym, ze Re M (jws) = 4, Re M (jw,) = —2. Na
tej podstawie mozna sporzadzi¢ nstepujaca tabele:

w Re M (jw) | Im M (jw)
ws =0 4 0
w1 = 1 0 2
wi =13 -2 0
wo =2 0 —2
w ktérej pierwiastki wi,...,ws sa uszeregowane w rosnacej kolejnoSci. Dzigki niej ta-

two sporzadzamy wykres Michajlowa, rys. 5.5. Na jego podstawie stwierdzamy, ze
Aarggc, <o, M(jw) = 27. Zatem system jest stabilny.



5.1. Systemy o dowolnej strukturze 71

Rys. 5.5. Wykres Michajlowa, przyktad 5.1.17

Przyklad 5.1.18. Dla systemu o transmitancji K(s) = 1/ (s* 4 2s® +5s% + 9s +4)
wielomianem charakterystycznym jest oczywiscie M(s) = s* + 253 + 552 + 9s + 4. Po-
stepujac jak w przykladzie 5.1.17 dochodzimy do wykresu Michajlowa jak na rys. 5.6.
Poniewaz Aargg<,, ... M(jw) =0 # 27, wiec system jest niestabilny.

T M(jw)
4

I

Rys. 5.6. Wykres Michajlowa, przyklad 5.1.18

ReM(jw)

Przyklad 5.1.19. Na rys. 5.7 przedstawiono wykres Michajlowa dla systemu o trans-
mitancji 1/ (54 — 834352 -5+ 2). Dla pulsacji w = 1 przechodzi on przez poczatek
ukladu wspélrzednych. Transmitancja ma zatem pare biegunéw urojonych. System nie
jest zatem stabilny.

Rys. 5.7. Wykres Michajlowa, przyklad 5.1.19

Przyklad 5.1.20. Niech teraz M(s) = s* — 25 + 35 + 4s + 2. Na podstawie wykresu
Michajlowa, patrz rys. 5.8, stwierdzamy, ze Aargg<,, .., M(jw) = 0. Wielomian M (s)
ma wiec dwa pierwiastki w lewej i dwa w prawej polplaszczyZnie.
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Tm M(jw)
20

ReM(jw)

5
Rys. 5.8. Wykres Michajlowa, przyktad 5.1.20
Przyklad 5.1.21. Wielomian M (s) = s° — 2s* 4 353 + 452 + 2s mozna przedstawi¢ jako

sQ(s), gdzie Q(s) = s* — 253 + 35 + 45 + 2. Zatem ma on pierwiastek s; = 0 oraz, co
wynika z przykladu 5.1.20, dwa pierwiastki w lewej i dwa w prawej pélplaszczyznie.

5.2. Systemy ze sprzezeniem zwrotnym

5.2.1. Wprowadzenie

System z ujemnym sprzezeniem zwrotnym jest pokazany na rys. 5.9. Jak latwo
zauwazyC Y (s) = K(s)W(s) oraz W(s) = U(s) — Y (s), skad wynika, ze

K(s)

Kz(s) = TTK(s)’

gdzie Kz(s) = Y(s)/U(s) jest transmitancja systemu o wejsciu u i wyjsciu y, czyli
systemu zamknietego.

K(s) P72

AN

o~

)

Rys. 5.9. System z ujemnym sprzezeniem zwrotnym

y(

Na rysunku 5.10 przedstawiono ten sam system, lecz z tzw. otwarta petla sprzezenia
zwrotnego, czyli system otwarty. Jego transmitancja jest

K(s)= —=
ktéra z tego wzgledu nazywa sie transmitancja systemu otwartego. Zatem

M(8) = ams™ + apm_18™ "1 + -+ a1s + ag

jest wielomianem charakterystycznym systemu otwartego.
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u(t) — | w(t) y(®) | y(t)
otwartapetla | <
y(1)

Rys. 5.10. System z otwarta petla sprzezenia zwrotnego

Poniewaz

L(s)

Kz(s) = ——+——,
2() = T+ M(s)

a wigc Mz(s) = L(s) + M(s) jest wielomianem charakterystycznym systemu zamknig-

tego. Zakladamy przy tym, ze wielomiany L(s) oraz L(s) + M(s) nie maja zadnego

wspoélnego pierwiastka. WykazaliSmy wiec prawdziwo$¢ ponizszej wlasnoSci.

Wiasnosé¢ 5.2.1. Wielomianem charakterystycznym systemu zamknietego jest
Mz(s) = L(s) + M(s).

Wtasno$¢ powyzsza pozwala wykorzystat¢ podane juz kryteria Routha—Hutwitza, Hur-
witza i Michajlowa do badania stabilnosci systeméw ze sprzezeniem zwrotnym, co poka-
zemy na przykladach.

Przyklad 5.2.1. Jedli K(s) = (2s+ 3)/(4s® 4+ 5s® + 65 + 7) jest transmitancja systemu
otwartego, to Mz (s) = (25 + 3) + (45 4+ 55% + 65 + 7) = 45® + 55> + 85+ 10 jest wielo-
mianem charakterystycznym systemu zamknietego.

Przyklad 5.2.2. Niech K(s) = 1/(s® + 2s%> + 3s + 4). Z wlasnosci 5.2.1 wynika, ze
wielomian charakterystyczny systemu zamknietego jest réwny My(s) = 53 +2s2 +3s+5.
Jego macierz Hurwitza jest nastepujaca:

2 5 0
H:=|1 3 0
0 2 5

Postepujac zgodnie z kryterium Hurwitza, stwierdzamy bez trudu, ze system zamkniety
jest stabilny.

Przyklad 5.2.3. Transmitancja systemu otwartego jest jak w przykladzie 5.2.2. Dla
systemu zamknigtego wykres Michajlowa, tzn. wykres Mz (jw) = —jw? — 2w? + 3jw + 5,
wyglada jak na rys. 5.11. System jest zatem stabilny.
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Im M(jw)

A ReM(jw)
4

L4

Rys. 5.11. Wykres Michajlowa dla systemu zamknietego, przyktad 5.2.3

Cwiczenie 5.2.1. Niech K (s) = (s+1)/(s3+25%+5). Sprawdzié, czy system zamknigty
jest stabilny. Zastosowac zaréwno kryterium Hurwitza, jak i Michajlowa.

5.2.2. Kryterium Nyquista

Przejdziemy teraz do kryterium NyquistaS, ktére stuzy do badania stabilnoéci syste-
mow ze sprzezeniem zwrotnym. Omoéwimy kilka sytuacji réznigcych sie miedzy soba poto-
zeniem biegunéw transmitancji systemu otwartego. Zaczniemy od najprostszej, w ktorej
system otwarty jest stabilny, potem przejdziemy do przypadku, gdy jego transmitancja
ma biegun w punkcie s = 0, tzn. ma wlasnosci catkujace. Nastepnie oméwimy sytuacje,
w ktorej system otwarty jest niestabilny. Zakonczymy wreszcie, zakladajac, ze jego trans-
mitancja ma bieguny urojone. Kryterium podamy zatem w czterech wersjach. Kazda
z nich odpowiada réznym wlasno$ciom systemu otwartego.

Badanie stabilnosci systemu zamknietego bedziemy zaczyna¢ od transmitancji

systemu otwartego, gdzie L(s) i M(s) sa, jak zwykle, wielomianami o stopniach [ i m.

System otwarty stabilny

Bedziemy teraz postugiwac si¢ funkcjonalem A argg <, o, M (jw) zdefiniowanym wzo-
rem (5.6), ktéry okresla przyrost argumentu wielomianu M (jw) na pdélprostej [0, 0o).

Twierdzenie 5.2.1 (Nyquist). Niech a,, > 0 i niech | < m. Zaléimy, ze system
otwarty jest stabilny. System zamkniety jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

1+ K(jw) # 0 dla wszystkich w € [0, 00) (5.9)
oraz
Aarg [1 + K(jw)] = 0. (5.10)
0<w< oo

6H. Nyquist, Regeneration theory, Bell System Tech. J., 1932, 11, 126—147.
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Dowdéd. Poniewaz [ < m, a zatem stopien wielomianu L(s) + M(s) jest réwny m,
a wspolezynnik przy s™ jest réwny a.,, czyli jest dodatni. Z twierdzenia Michajlowa
wynika zatem, ze system zamkniety jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

L(jw) + M(jw) # 0 dla wszystkich w € [0, c0) (5.11)

oraz -
Aarg [L(jw) + M (jw)] = m=. (5.12)

0<w< oo 2

Przechodzac do wilasciwego dowodu, zauwazmy, ze

L(jiw) + M(je)

1+ K(jw) = M)

Zatem warunek (5.11) jest réwnoznaczny z warunkiem (5.9). Ponadto

Aarg [1 + K(jw)] = Aarg [L(jw) + M(jw)] — Aarg M(jw)

0<w< o 0<w< o 0<w< oo
= Aarg [L(jw) + M(jw)] — m=.
0<w< o 2

Druga z réwnoéci zachodzi — bowiem z twierdzenia Michajlowa 5.1.5 i stabilnoSci systemu
otwartego wynika, ze Aargg., .., M(jw) = mm/2. Warunki (5.12) oraz (5.10) sa wiec
réwnowazne, co konczy dowdd. |

Weryfikacji warunkow kryterium najlatwiej mozna dokonaé poprzez analiz¢ wykresu
K (jw), czyli na podstawie badania charakterystyki amplitudowo-fazowej systemu otwar-
tego, patrz rys. 5.12. Warunek (5.9) jest speliony, gdy K(jw) # —1 dla wszystkich
w € [0,00), tzn. gdy charakterystyka ta nie przechodzi przez punkt (—1,;50). W celu
wyznaczenia Aargg<,, . [1 + K (jw)] nalezy prze$ledzi¢ zmiane zaznaczonego kata przy
zmieniajacym si¢ argumencie w.

~1,j ImK(jw)
N g ReK(jo)

arg[1+K(jo)] ,
K(]a)) charakterystyka

amplitudowo-fazowa
systemu otwartego

Rys. 5.12. Geometryczna interpretacja kryterium Nyquista. Wektory 1 oraz 1 4+ K (jw)
sg pokazane z dokladno$cig do réwnoleglego przesuniecia

Na rys. 5.13 pokazano przyktady wzajemnego usytuowania charakterystyki amplitu-
dowo-fazowe]j systemu otwartego, tzn. wykresu K (jw), oraz punktu (—1,50). System
otwarty jest przy tym inercyjny trzeciego rzedu. W przypadku a) mamy

Aarg0§w<w[1 + K(jw)] =0,
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w b)
A arg0§w<oo[1 + K(jw)] = —2m7.

W przypadku ¢) wykres K (jw) przechodzi przez punkt (—1,j0), co oznacza, ze warunek
(5.9) nie jest spelniony. Zatem w sytuacji a) warunek (5.10) jest spelniony, a w przypadku
b) nie jest.
a) b) ¢)
(_17 ]0) (

-1,;0) (-1,50)
e I I 2

Rys. 5.13. Wzajemne usytuowanie wykresu K (jw) i punktu (-1, 50);
system otwarty inercyjny trzeciego rzedu

Kryterium Nyquista okre§la konieczny i wystarczajacy warunek stabilno$ci, ktéry
sktada sie z dwdch czeSci. Niespehlienie tego warunku moze zatem zaj$¢ na dwa rézne
sposoby, z ktérych wynikaja nieco rézne wnioski (patrz takze kryterium Michajlowa).
W pierwszym charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu otwartego przechodzi przez
punkt (—1,40). Przynajmniej jeden biegun transmitancji systemu zamknietego lezy za-
tem na osi jw. System jest wiec niestabilny, aczkolwiek moze by¢ na granicy stabilno-
§ci. W drugim charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu otwartego (tzn. wykres
K(jw), w € [0,00)) nie przechodzi przez punkt (—1,50) i warunek (5.10) nie zachodzi.
Przynajmniej jeden biegun transmitancji systemu zamknietego lezy wowczas w prawej
pélplaszezyznie, co oznacza, ze system ten jest niestabilny.

Rysunek 5.13 usprawiedliwia w pewnym sensie potoczne stwierdzenie, ze system za-
mkniety jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy charakterystyka amplitudowo-fazowa sys-
temu otwartego nie obejmuje punktu (—1,50). Nalezy jednak zaznaczy¢, ze nie zawsze
wiadomo, co termin ,,0bejmuje” ma oznaczaé, patrz przyklad 5.2.9.

Im K(jw) ImK(jw)
‘ ReK{(jw) -1

4 ReK(jw)

-2
- 04

Rys. 5.14. Charakterystyka amplitudowo-fazowa uktadu otwartego
(fragment w powigkszeniu), przyklad 5.2.4

Przyklad 5.2.4. Niech K(s) = 5/(s+1)3. System otwarty jest oczywicie stabilny. Na
rys. 5.14 przedstawiono jego charakterystyke amplitudowo-fazowa oraz, w powiekszeniu,
jej fragment w poblizu punktu (—1, j0). Strzalka pokazuje kierunek wzrostu w. Wynika
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z niego, ze warunki kryterium Nyquista sa spelnione. Zatem system zamkniety jest takze
stabilny.

Przyklad 5.2.5. Niech teraz K(s) = 15/(s + 1)3. Jak widaé na rys. 5.15, warunek
(5.10) nie jest spetniony, gdyz A arg)<, [l + K(jw)] = —27. System zamknigty nie
jest wiec stabilny.

[ KUe)  Rek(jo) TN

M / j Rek(i

Rys. 5.15. Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu otwartego
(fragment w powigkszeniu), przyklad 5.2.5

Przyklad 5.2.6. Niech K(s) = —2/(s + 1)3. Z rys. 5.16 wynika, ze warunek (5.10)
nie jest spetniony, gdyz Aargy<, o[l + K(jw)] = —27. System zamkniety jest wigc
niestabilny.

ImK(jw)

ReK{(jw)

1 I

Rys. 5.16. Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu otwartego,
przykiad 5.2.6

Przyklad 5.2.7. Niech K(s) = 8/(s + 1)2. System otwarty jest oczywiscie stabilny.
Z rys. 5.17 wynika, ze warunek (5.9) nie jest spelniony, poniewaz charakterystyka ampli-
tudowo-fazowa systemu otwartego przechodzi przez punkt (—1,50). Zatem system za-
mkniety nie jest stabilny.

tm () . Re K(jw) ImK(jw)
/1 ReK(jw)
~0,2

Rys. 5.17. Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu otwartego
(fragment w powigkszeniu), przyklad 5.2.7

Cwiczenie 5.2.2. Postlugujac sie charakterystykami logarytmicznymi, poda¢ geome-
tryczna metode weryfikacji warunku stabilnoSci podanego w twierdzeniu 5.2.1.
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System otwarty z elementami catkujacymi

Zalézmy teraz, ze oprécz biegunéw stabilnych, system otwarty ma mg biegunéw
w punkcie s = 0. Oznacza to, ze wielomian M (s) ma mp-krotny pierwiastek w punkcie
s = 0, a pozostale w lewej pélplaszczyznie. Jest oczywiste, ze system otwarty nie jest
stabilny.

7 uwagi na pierwiastki w zerze rozszerzymy teraz pojecie przyrostu funkcji M (jw).
Oznaczymy bowiem

Aarg M(jw) = lim arg M(jw) — lim arg M (jw). (5.13)
0<w< oo Ww—00 w—0+

Drzigki temu, dla § = 0, otrzymujemy A arg_, . (jw—¢) = 0. Zwréémy uwage, ze teraz
w € (0,00), w poprzednim za$ punkcie w € [0,00). Zatem pojecie przyrostu argumentu
wielomianu M (jw) ma teraz zastosowanie takze do wielomianu o pierwiastkach w punkcie
s = 0. Jest przy tym oczywiste, ze

0

Aarg M(jw) = (m_ — m+)§ (5.14)
0<w<oo

Twierdzenie 5.2.2 (Nyquist). Niech a,, > 0 iniechl < m. Zatétmy, e transmitancja
K (s) ma biegun o krotnosci mg w punkcie s = 0, a pozostate w lewej pdlplaszczyznie.
System zamkniety jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek (5.9) oraz

Aarg [1+ K(jw)] = mgz.
0<w<oo 2

Dowéd. Ze wzgledu na polozenie biegunéw stwierdzamy, ze m_ = m — mg. Na mocy
(5.14) zachodzi zatem réwnosé

Aarg M(jw) = (m — myg) z
O<w< oo 2
Pozostala czesé dowodu jest taka sama jak w dowodzie twierdzenia 5.2.1. ]

W szczegdlnosci zatem, gdy system otwarty ma jeden biegun w punkcie s = 0, co
jest czestg sytuacja, patrz np. podrozdziat 7.4, traktujacy o tzw. regulacji astatycznej,
zastosowanie ma ponizszy wniosek:

Whniosek 5.2.1. Niech a,, > 0 i niech | < m. Zaldimy, ze transmitancja K(s) ma
pojedynczy biegun w punkcie s = 0, a pozostate w lewej pdtptaszczyznie. System zamkniety
jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek (5.9) oraz

Aarg [1+ K(jw)] = g

O0<w< oo

Przykiad 5.2.8. W przykladzie K (s) = 1/s(s + 1)3. Transmitancja systemu otwartego
ma jeden biegun w punkcie s = 0, a pozostale w lewej poiplaszczyznie. Poniewaz z rys.
5.18 wynika, ze Aargy_,,..[1 + K(jw)] = 7/2, system zamkniety wiec jest stabilny.
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TmK(jw) ImK(jw)

ReK(ja)) : 7 ReK(]CL))
T-10

Rys. 5.18. Charakterystyka amplitudowo-fazowa uktadu otwartego
(fragment w powigkszeniu), przyklad 5.2.8

System otwarty niestabilny

Twierdzenie 5.2.3 (Nyquist). Niech a,, > 0 iniechl < m. Zatéimy, e transmitancja
K (s) systemu otwartego ma my biequndw w prawej, a pozostate w lewej pdiplaszczyznie.
System zamkniety jest stabilny wtedy i tylko, gdy zachodzi warunek (5.9) oraz

Aarg [1 + K(jw)] = my.
O0<w< oo
Dowéd. Wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystycznego M (s) leza w lewej pot-
plaszczyznie z wyjatkiem m, po prawej. Z lematu 5.1.2 wynika zatem, ze
T

Aarg M (jw) = (m —2my)—.
O<w<oo 2

Konczymy argumentacje w sposéb podobny do zastosowanego w dowodzie twierdzenia
5.2.1. [ |

Przyklad 5.2.9. System otwarty o transmitancji K(s) = 12/(s+4)(s+2)(s—1) nie jest
stabilny, gdyz ma ona biegun w prawej pélplaszczyznie. Na rys. 5.19 przedstawiono jego
charakterystyke amplitudowo-fazows. Wynika z niego, ze Aarg,_, o[l + K(jw)] = m,
skad wyciagamy wniosek o stabilnoSci systemu zamknietego.

Im K (jw)

-1 ReK(jw)

-0,08

Rys. 5.19. Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu otwartego,
przykiad 5.2.9

System otwarty z biegunami urojonymi

Zalézmy teraz, ze M(s) ma pierwiastki czysto urojone (n,7), gdzie n = jp oraz
p > 0. W sytuacji takiej funkcja arg(jw — 1) ma punkt nieciagltosci dla w = p i dlatego
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funkcjonal przyrostu jej argumentu zdefiniowany w (5.13) nie istnieje. Definicja wymaga
bowiem, aby funkcja ta byla ciagla na calej pélprostej w € (0,00). JesteSmy jednak
w stanie dostosowa¢ definicje przyrostu argumentu funkcji M (jw) do obecnej sytuacji.
Zauwazajac w tym celu, ze arg M (jw) jest funkcja ciagta w przedziatach (0, p) oraz (p, ),
mozemy bowiem napisac:

AargM(jw) = lim M(jw)— lim M (jw)

0<w<p w—p— w—0+
oraz

Aarg M(jw) = lim M(jw) — lim M (jw).

p<w< oo w—00 w—p+

Jak latwo sprawdzi¢,

Aarg(jw —n)(jw — 1) + Aarg (jw —n)(jw — 1) = 0.

O<w<p p<w<oo
Po wprowadzeniu tej zmiany, a wlaSciwie uogélnienia, dostosujemy do obecnych potrzeb
lemat 5.1.2.

Lemat 5.2.1. Wykres M(jw), w € [0,00), przechodzi przez punkt s = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy M(s) ma przynajmniej jeden pierwiastek na osi jw. Jedli ponadto M(s) ma
jednokrotnag pare biegundw urojonych i a,, > 0, to

AargM (jw) + Aarg M(jw) = (m_ — m+)£.
0<w<p p<w< oo 2
Dzigki powyzszemu lematowi mozemy poda¢ nastepujace twierdzenie o stabilnoci
systemu zamknietego, czyli kolejng wersje kryterium Nyquista:

Twierdzenie 5.2.4 (Nyquist). Niech a,, > 0 i niech Il < m. Zaléimy, ze transmitan-
cja K(s) ma jednokrotng pare biegundw na osi urojonej, a wszystkie pozostate w lewej
potplaszczyinie. System zamknigty jest stabilny wtedy i tylko, gdy zachodzi warunek (5.9)
oraz

Aarg[l + K(jw)] + Aarg [1 + K(jw)] = 7.

0<w<p p<w<oo

Dowdéd. Wystarczy zauwazy¢, ze m— =m — 2 oraz my = 0. [ |

w € (Loo) | ImK(jw)

ReK(jo)

o € (0,1)
/—

Rys. 5.20. Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu otwartego,
przykiad 5.2.10
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Przykiad 5.2.10. Transmitancja systemu otwartego K(s) = 1/2(s®> +1)(2s + 1) ma
jeden biegun w lewej poélplaszcezyznie i pare urojonych, a mianowicie (j,—j). Funkcja
K (jw) jest nieciagla w punkcie w = 1 i, w zwiazku z tym, charakterystyka amplitudowo-
-fazowa K (jw), patrz rys. 5.20, sklada sig¢ z dwéch galezi, dla jednej w € (0, 1), a drugiej
w € (1,00). Poniewaz Aargg., [l + K(jw)] + Aarg pcooll + K(jw)] = —7, wiee
system zamkniety nie jest stabilny.






Rozdzial 6

Ro6ownanie stanu

6.1. Wprowadzenie
Rozdzial niniejszy w caloci jest poswiecony réwnaniom stanu, czyli opisowi

Ax(t) + bu(t),

oTl®) (6.1)

—N
p=N%
—
NG
I

w ktérym x(t) jest wektorem stanu o wymiarze k, A macierza kwadratowa stopnia k,
a b oraz ¢ wektorami kolumnowymi o wymiarze k. Warunkiem poczatkowym jest x(0—).
Liczbe k nazywamy rzedem tego réwnania. Opis mozna wigc utozsamié z tréjka (A, b, c).
Schemat blokowy odpowiadajacy temu réwnaniu pokazano na rys. 6.1. Opis ten jest wy-
godny w pewnych zastosowaniach, przyjmuje sie jako podstawowy w teorii sterowania.
Postugiwanie sie nim wymaga jednak pewnej znajomo$ci teorii macierzy i dlatego oma-
wiamy go osobno.

Z(t)

A

Rys. 6.1. Schemat blokowy odpowiadajacy réwnaniu (6.1);
J oznacza operacje¢ calkowania

Po dokonaniu transformacji Laplace’a wobec obydwu stron réwnania otrzymujemy
X(s) = (sI— A)"'x(0-) + (sI — A)~'bU(s),

skad wynika, ze X (t) = )+ fye L A= by(r)dr. W rezultacie

t
y(t) = cTeAtx(O—) +/ cTeA(th)bu(T)dT.
0
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W rozdziale 2 opisem podstawowym jest skalarne réwnanie rézniczkowe, z ktérego
wyprowadzamy inne, w tym transmitancje. W niniejszym punktem wyjSciowym jest
réwnanie stanu, a jego celem zbadanie relacji pomiedzy tym réwnaniem, skalarnym row-
naniem rézniczkowym i transmitancja.

Podstawiajac v = Tx, gdzie T jest dowolng macierza nieosobliwa, otrzymujemy

v(t) TAT 'v(t) + Tbu(t),
{ y(t) = c'Tv(),

(6.2)

czyli nowe réwnanie stanu. Stanem systemu jest teraz v(t), a warunkiem poczatkowym
v(0—) = Tx(0—). Opisy, czyli réwnania stanu (6.1) i (6.2), jak réwniez tréjki (A, b, c)
i (TAT_l7 Tb, c'T~1), nazywamy réwnowaznymi, macierze A oraz TAT ! podobnymi,
a T macierza podobienstwa.

Jest oczywiste, ze opis (6.1) ma nieskoficzenie wiele opiséw z nim réwnowaznych,
bowiem istnieje nieskonczenie wiele nieosobliwych macierzy T. Wszystkie te réwnania
stanu sa skojarzone z jednym systemem, czyli inaczej, jeden system ma nieskonczenie
wiele réwnowaznych sobie réwnan stanu. Jedli zatem wszystkie opisy réwnowazne maja
jaka$ wlasnos¢, to bedziemy mdéwic, ze wlasno§¢ te ma system. Oméwimy najpierw dwie
takie wlasnoSci, a mianowicie: sterowalno$¢ i obserwowalno$¢. Dazigki temu dokladniej
przyjrzymy sie strukturze systemu i w rezultacie zbadamy relacje pomiedzy réznymi
opisami, czyli réwnaniem rézniczkowym, transmitancja oraz przedstawionym powyzej
réwnaniem stanu. Na koncu zajmiemy sie trzecig taka wlasnoscig — stabilnoScia.

Macierze A oraz TAT ! — jako podobne — maja wspélny wielomian charakterystyczny

det(\L— A) =det A\ - TAT ') =X + ) N+ asd+ag,  (6.3)
patrz podrozdziat C.3. Oznaczmy jeszcze
a= [ao,...,ak_l]T. (64)

Cwiczenie 6.1.1. Réwnaniami stanu podsysteméw systemu o strukturze szeregowej
przedstawionej na rys. 2.3 sg odpowiednio:

{5( = Aix+ biu, {\'/ = Aov+ bow,

w = clx, y = civ.

Sprawdzi¢, ze réwnaniem stanu calego systemu jest
b'd o A1 0 X bl
HEP YRR
_ T 71| X
y = [07,c]] { Y ] )

Cwiczenie 6.1.2. System za sprzezeniem zwrotnym ma strukture przedstawiona na rys.
2.5, przy czym réwnaniem stanu systemu otwartego jest

T

%X = Ax+buw,
y = c'x.
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Wykaza¢, ze réwnaniem stanu systemu zamknigtego jest

{ % = (A—bc")x+bu,

y = ci'x.

6.2. System sterowalny
Wrtedy i tylko wtedy, gdy macierz
P = [b,Ab,...,AF ']

jest nieosobliwa, system (6.1) ma wlasnosé¢ sterowalnoéci, patrz Dodatek D. W kolejnych
dwdéch twierdzeniach podamy dwa nowe, réwnowazne réwnania stanu systemu sterowal-
nego nazywane kanonicznymi. O pierwszym z nich stanowi ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 6.2.1. System sterowalny ma opis réwnowazny (6.2), w ktérym

0 -~ 0 —ag
1 —ay 0
TAT ! = , :{ _a}
: 1
1 —ap—1
oraz
1
0
Tbh =
0

Dowdéd. Jako macierz transformacii przyjmiemy T = P!, co mozna uczyni¢, poniewaz
P jest macierza nieosobliwa. Najpierw wykazemy, ze

AT ! = -1 { (I)—a].

Rzeczywiscie réwnos¢ ta jest prawdziwa, gdyz lewa jej strona jest réwna
AT '=AP =A[b,Ab,...,A*'b] = [Ab,...,A""'b, AFb],

a prawa
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przy czym a = —P~!A*b. Poniewaz macierze A i TAT ! sa podobne, zatem ich
wielomiany charakterystyczne sa identyczne. Poniewaz TAT ™! jest macierza fazowa,
wiec a jest wektorem wspétczynnikéw tego wielomianu, czyli takim jak w (6.4).

Aby zweryfikowaé druga czeé¢ tezy, wystarczy sprawdzié, ze b = P[1,0,...,0]%, co
rzeczywiscie zachodzi, gdyz

1 1
0 0
b=[b,Ab,...,A*'b] | | =P
0 0
Zatem rzeczony opis istnieje. [ |

Kolejne twierdzenie podaje drugi opis systemu sterowalnego.

Twierdzenie 6.2.2. System sterowalny ma opis réwnowazny (6.2), w ktérym

0 1
TAT '=| ° [O TI}
0 1 —a
—Go —ar - —0k-1
oraz
0
Tb=| -
0
1
Dowdéd. Pamietajac, ze ag,...,ar_1 sa wspélczynnikami wielomianu charakterystycz-
nego macierzy A, definiujemy wektory &, ..., &,_1, &, W nastepujacy sposéb':

£0 = b7
& = A&, —ar—1b = A§y — ar-1§,

o1 = Ao —a1b = A5 — 1§,
e = A& —aob = A&, | —ag§, =0.

Aby uzasadni¢ ostatnia z powyzszych réwnoéci, a mianowicie £, = 0, zauwazamy, ze
&= AFb+ Zf;ll a; A'b i odwolujemy sie do réwnosci AFb = Zi:ol a; A’b wynikajacej
z twierdzenia C.4.2 Cayley’a—Hamiltona.

'W.G. Tuel, Jr., On the transformation to (phase-variable) canonical form, IEEE Transactions on
Automaic Control, 1966, AC-11, 11, 607—608.
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Niech teraz T~ = [5,671,5,%2, - ,50]. Poniewaz T~! = PH, gdzie

(1 —ag—1 —ar—2 -+ —a1
1 —ag-1
H= 1 ap—2
ak—1
L 1 .

jest macierza nieosobliwa, zatem det T—' # 0.
Aby wykaza¢ pierwszg z zapowiedzianych réwnos¢, zauwazmy, ze

AT ' = [Ag, 1, AL s, .., AE] .

Ponadto

1
—ao —ar -+ —ag-1

= [_QOEOa gk—l - alEOa s 7£2 - ak72£07 El - ak71£0] :

Z ostatniej z réwnoéci w zestawie (6.5) wynika, ze —ap€, = A&;_;, z przedostatniej, ze
€1 — 1§y = A, _, itd. Stwierdzamy w ten sposéb, ze

T_l{ 0 TI] = [£k717£k727"'7£0]

T [ O_ai:"[ :| = [Agk‘flvA&k‘va s 7A£0] )

skad wynika prawdziwoS¢ pierwszej z rownoSci podanych w tezie.
Druga jest oczywista, bowiem

[£k717£k727"'750] =b,

co konczy dowdd. [

WykazaliSmy wigc, Ze sterowalny system (6.1) ma dwa nastepujace opisy réwnowazne:

1

<= 1]
X = —al| X+ |,

I :

0

y = [00,61,...,0k-1]x%
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oraz
0
% — 0 I X+ u
- _aT 0 )
1
Yy = [707717'“77]@'—1} X,
gdzie (00,01, ...,0k—1] 1 [Y0:71,-- -+ Vk_1] Sa pewnymi wektorami, natomiast a jest wek-

torem (6.4) wspoélczynnikéw wielomianu charakterystycznego (6.3). Aby uniknaé kom-
plikacji wsréd oznaczen, wektor stanu w kazdym z tych przypadkow jest oznaczony jako
x. Dla uproszczenia piszemy ponadto x, u oraz y zamiast x(t), u(t) oraz y(t). Opisy te
sa nazywane kanonicznymi, a pary

1 0
0 0 I
-2 oraz _al |- 0

0 1

kanonicznymi dla systemu sterowalnego.
Cwiczenie 6.2.1. Wykazaé, ze jesli T = [A¥~'b,...,b]™!, to

—Qf_1 1 0

o : vil i e
—ai 1 0
—ap 0 - 0 1

y = [0k—1,0k-2,...,00]v.

Cwiczenie 6.2.2. Wykazaé, ze jesli T = [€,,...,&,_;]}, gdzie wektory &, ..., &,
sg jak w dowodzie twierdzenia 6.2.2, to

—ak—1 -+ —a1 —ap 1
1 0 0

v = v + u,
1 0 0

Y [’ykflv’yka?'-'v’VO] V.

6.3. System obserwowalny

Wtedy i tylko wtedy, gdy macierz obserwowalnoSci
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jest nieosobliwa, opis (6.1) jest obserwowalny, patrz Dodatek D. Argumentujac jak w po-
rozdziale 6.1, mozna wykazac, ze obserwowalno$¢ jest wlasnoécig systemu, tzn. ze albo
wszystkie opisy réwnowazne (6.2) sa obserwowalne, albo wszystkie sa nieobserwowalne.

Podamy teraz dwa réwnania stanu systemu obserwowalnego. Sa one nazywane kano-
nicznymi.

Twierdzenie 6.3.1. System obserwowalny ma opis réwnowainy (6.2), w ktérym

0 1
TAT ' = | i _| o1
0 1 —a
—Gp —ap -+ —Ag-1

oraz
c't' =1,0,...,0].

Dowdéd. Zakladajac, ze system (6.1) jest obserwowalny, przyjmujemy T = Q. Macierz
T jest nieosobliwa, poniewaz det Q # 0. Najpierw zweryfikujemy pierwsza czes¢ tezy,

tzn. sprawdzimy, ze
0 I

—a
Poniewaz -
cr c’A
TA = QA = : A= :
CTAk-—Z CTAk—l
CTAk‘fl CTAk:
oraz __
0 1 cl c’A
0 TI T=| : : — : :
—a 0 1 CTAk—Z CTAk_l
7aT i CTAk—l —aTQ
zatem jest ona prawdziwa, przy czym ¢ A*Q~! = —a”. Poniewaz macierze A i TAT*

sa podobne, wiec maja wspélny wielomian charakterystyczny. Poniewaz ponadto TAT !
jest macierzg fazowa, patrz podrozdziat C.5, a jest wektorem wspolczynnikéw tego wie-
lomianu zdefiniowanym w (6.4).

Weryfikacja drugiej czesci tezy polega na sprawdzieniu réwnosci ¢! = [1,0,...,0] T,
ktoéra rzeczywiscie zachodzi, dlatego ze

CTAk71

co konczy dowdd istnienia réwnania réwnowaznego o zapowiedzianej strukturze. Jest
ono obserwowalne, gdyz jego macierz sterowalnoS§ci jest macierza jednostkowa, co konczy
dowdd. [
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Twierdzenie 6.3.2. System obserwowalny ma opis réwnowainy (6.2), w ktérym

0O --- 0 —ay
1 —ay 0
TAT™' = . . = { 1~ a}
1 —ap—1

oraz
't =10,...,0,1].

Dowéd. Wektory n, ..., mj,_1,n;, definiujemy kolejno w nastepujacy sposéb: ni = T,

i =ntA—ap_1ct,nd =nTA—ay_oc”,... . nl =nl | A—apc? istosujac argumenty
jak w dowodzie twiedzenia 6.2.2, wykazujemy prawdziwos¢ tezy. |

WykazaliSémy, ze obserwowalny system (6.1) ma dwa nastepujace opisy réwnowazne
nazywane kanonicznymi:

Po
. 0 I P1
X = [ _aT }x—i— : U,
Pr—1
y = [1707' 70]X7
oraz
Bo
[T
X = —a |x+ . u,
I :
Br-1
y = [0,...,0,1]x,

gdzie [po, Pl ,pk._l] oraz [60, Bi,--. ,ﬁk._l] sa pewnymi wektorami. Pary

({ " ],[1,0,...,0]) oraz ([ ;)a] ,[0,...,0,1])

nazywaja sie kanonicznymi dla systemu obserwowalnego.

Cwiczenie 6.3.1. Wykazag, ze jesli

CTAk—l
T = : ,
Py
to
—Qk—1 .. —a1 _aO pk*l
1 0 Pr—2
v = . . Vv + . ’U/,
1 0 Po
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Cwiczenie 6.3.2. Wykaza¢, ze jeSli system jest obserwowalny, to jego opisem réwno-
waznym jest

0 1 Br—1
vV = vV + E Uu,
0 1 B1
—ap —ap —Qp—1 Bo
y = [1,0,...,0]v.

6.4. Struktura systemu

Dokonujac odpowiedniej transformacji podobienstwa T, mozna system zdekompono-
waé, wydzielajac w nim czedci sterowalne i obserwowalne. Pokazemy nastepnie relacje
pomiedzy rezultatami takiej dekompozycji a poznanymi wcze$niej opisami, czyli réwna-
niem rézniczkowym i transmitancja.

6.4.1. Struktura a sterowalnosé

Zajmiemy sie teraz dowolnym systemem i dokonamy jego dekompozycji na czeS¢ ste-
rowalng i niesterowalng. Zalozymy wiec, ze rank P = r < k, co oznacza, ze system moze
by¢ niesterowalny. Jako macierz przeksztalcenia przyjmiemy teraz

T=[P,,S| ", (6.6)

gdzie P, = [b,Ab, .. .,A’"*lb] oraz S jest pewna macierza o k wierszach i k — r ko-
lumnach. Zauwazmy przede wszystkim, ze rank P, = r, co wynika z lematu D.1.1.
Prostokatng macierz S wybieramy w zwiazku z tym tak, aby utworzona w ten sposéb
macierz [P, S] byla nieosobliwa.

Wykazemy, ze otrzymuje sie¢ w ten sposéb réwnowazny opis (6.2) o postaci jak ponizej

MEREES MK o
y = [g?ag:ﬂ{ziy

gdzie

v
1 —v,
V2

przy czym vi, hy oraz g; sa wektorami o r wymiarach, natomiast vy oraz ga o k —r
wymiarach. Kwadratowe macierze Hj; oraz Hyo sa stopnia r oraz k — r. Mozna wiec
powiedzie¢, ze dokonaliSmy w ten sposéb dekompozycji systemu na dwa podsystemy,
patrz rys. 6.2.
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h, [ 81
vi(1) %(1)
u(?) B, y(t)
>
H,
vo(?)
I i (1)
H,,

Rys. 6.2. Dekompozycja systemu na cze$t sterowalng i niesterowalna, patrz (6.7)

Pierwszy podsystem, rzedu r, o wektorze stanu vy, wejSciu u i wyjdciu y; jest stero-
walny i ma réwnanie

vi = Huvi+hy,
Y1 = gTVL

Jego macierz Hy; i wektor h; maja sterowalng forme kanoniczng, tzn.

1

0 0
HH:[I a1:|ah1: |

0
gdzie a; = (PI'P,)"'PLA™b. Drugi podsystem rzedu k—r, o wektorze stanu vq, wejéciu
u 1 wyjSciu yo ma réwnanie

\P) Hyovo + hou,
Y2 = g;{ V2.

Podsystemy te sprzegniete sa macierza Hio, przy czym macierze Hys oraz Hos sa dane
wzorem:

[ gz ] = [P,,S] ' AS. (6.8)

Wyjsciem calego systemu jest y = y1 + yo.
Whbrew pozorom, wykazanie powyzszego nie jest trudne, poniewaz sprowadza si¢ do
weryfikacji tego, ze

Hyy Hyp

0 Ha

[P,.S] 'A[P,,S] = { 0

} oraz [Py, S ' b = { by ] . (6.9)

Aby dowie$¢ prawdziwoSci pierwszej réwnosci, wystarczy wykazaé, ze

Hi Hp |
[PT,S][ ; H22]_A[PT,S],
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czyli ze
P,.H,; = AP, oraz P,H5 + SHy, = AS. (610)

Zauwazmy w tym celu:
P,H;; = [b,Ab,..., A" 'b] [ ;’ al} = [Ab,A%b,..., A" 'b, P, ]

oraz
AP, = [Ab,A%b,..., A" 'b,A"b] .

Pierwsza z réwnoséci (6.10) zachodzi wiec o ile P.a; = A”b, co jest réwnowazne réwnosci
PI'P,.a; = PI'A"b. Poniewaz rank P, = r, zatem, dzigki ¢wiczeniu C.1.1, mozemy
napisa¢, ze a; = (PIP,.) !PT A™b. Druga z tych réwnosci zachodzi, jesli

AS =[P, 9] { Hi } ,

Ho,

co rzeczywiscie ma miejsce, patrz (6.8).
Weryfikacja drugiej réwno$ci zawartej w (6.9) jest jeszcze latwiejsza, bowiem

1
h; - 0
[P'I»; S] O = P.,.hl = I:ID7 .A.]D7 P 7AA b] . = b
0
Poniewaz system mozna utozsami¢ z tréjka (A, b, c), zatem mozna powiedziec, ze

zostal on zdekomponowany na sprzegniete za soba podsystemy, a mianowicie (Hy1, hy, 0)
oraz (Hag,0,g2), przy czym pierwszy z nich jest sterowalny i ma posta¢ kanoniczna.

6.4.2. Struktura a obserwowalnos§¢

Teraz zaczniemy zatem od zalozenia, ze rank Q = s < k, co oznacza, ze system moze
by¢ nieobserwowalny. Jako macierz przeksztalcenia przyjmiemy

T{%}, (6.11)

gdzie

cT

Qs = ;
CTAs—l
a R jest pewna macierza o k — s wierszach i k kolumnach. Zauwazajac, ze rank Qs = s,

co wynika z lematu D.1.1, prostokatng macierz R dobieramy tak, aby utworzona w ten
sposéb macierz T byla nieosobliwa.
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Wykazemy, ze otrzymuje sie w ten sposéb opis (6.2) o postaci jak ponizej

Vi _ G O vy P1
[‘72] N [G21 G22}{V2}+[P2]u’
T T Vi

af.or] | 3.

przy czym vi, p1 oraz i sa wektorami o s wymiarach, natomiast vy oraz ps wektorami
o k — s wymiarach. Kwadratowe macierze G1; oraz Gao sa stopnia s oraz k — s. Prosto-
katna macierz Go; ma k—s wierszy i s kolumn. Dokonali$my w ten sposéb dekompozycji
systemu na dwa podsystemy, patrz rys. 6.3.

(6.12)

Y

P1 f qQ
Vl(t)
u(?) G y(t)
+
Gy
P >
/ vy(t)
G,

Rys. 6.3. Dekompozycja systemu na czgs¢ obserwowalna i nieobserwowalna,
patrz (6.12)

Pierwszy, rzedu s, o wektorze stanu vi, wejsciu u i wyjsciu y1, jest obserwowalny i ma
réwnanie

{‘71 = Guvi+piy, (6.13)

Yy = qr{vl-

Jego macierz G1; i wektor q; maja obserwowalng forme kanoniczna, tzn.

0 I
an{ T ],qF{:[l,O,--wo],
B1

gdzie 8] = cTA*QT(Q.QT)~!. Drugi podsystem rzedu k — s, o wektorze stanu v,
wejsciu v 1 wyjsciu yo, ma réwnanie

vo = Goova + pou,
{y2 - (6.14)

Podsystemy te sprzegniete sa macierzg Goi. Macierze Go; oraz Gog dane sg wzorem

1
[Gar, Gao) :RA[ > } .
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Aby wykaza¢ prawdziwo$t zapowiedzianej dekompozycji, nalezy sprawdzi¢, ze

Q. Q.]"' [Gu o0 Q.
RAR] =le e R ]

W celu dowiedzenia pierwszej réwnosci wystarczy wykazac, ze

|:Qs:|A|:G11 O:||:Qs:|
R | Ga1 Gao R |’

tzn. ze
Q;A = G11Q, oraz RA = G2:1Q, + G22R.
Poniewaz
c’A
[QSA] = :
cl'As
oraz .
A
I ¢ )
0 . :
GuQs = [ a7 } ., : » = ras |
ct As T
B1 Qs
pierwsza z réwnoSci zachodzi, jesli Q{QS = c”A®. Poniewaz rank Q, = s, zatem,

dzieki éwiczeniu C.1.1, mozemy napisac, ze ﬁ{ =cTA*QT(Q,QT)~L. Przepisujac druga
W postaci

RA = [Ga1, Gog] { ]?{S ] )

konczymy dowdd prawdziwoSci dekompozycji.

System (A, b, c) zostal zatem zdekomponowany na dwa sprzegnigte za soba podsys-
temy, a mianowicie obserwowalny (Gi1,p1,q1) 0 postaci kanonicznej oraz nieobserwo-
walny (GQQ, P2, O)

6.4.3. Pelna struktura systemu

Dokonamy teraz pelnej dekompozycji systemu?. Postepujac w znany juz sposéb,

mozna bowiem zdekomponowaé podsystem obserwowalny (6.13) na dwa podsystemy,
a mianowicie: sterowalny i niesterowalny. To samo mozna uczyni¢ z podsystemem nie-
obserwowalnym (6.14). W rezultacie caly system mozna w ten sposéb zdekomponowaé
na cztery podsystemy: sterowalny i obserwowalny, sterowalny i nieobserwowalny, nie-
sterowalny i obserwowalny oraz nieobserwowalny i niesterowalny. Sa one odpowiednio
sprzezone miedzy soba.

2E.G. Gilbert, Controllability and observability in multivariate control systems, J. SIAM on Control,
1963, 1, 128—151. R.E. Kalman, Mathematical description of linear dynamical systems, J. SIAM on
Control, 1963, 1, 152-192.



96 6. Réwnanie stanu

Efektem bedzie zatem ponizsze réwnanie stanu i odpowiadajacy mu rys. 6.4:

X1 A A Az Ay X1 by
)'(2 o 0 A22 0 A24 X9 + b2 u
)'(3 o 0 0 A33 A31 X3 0 ’
5(4 0 0 0 A44 X4 0
(6.15)
X1
_ T T T X2
Yy [O y €2, 0 €4 J X3
X4

Rys. 6.4. Pelma dekompozycja systemu, patrz (6.15)

Wektor stanu sktada sie z czterech czeSci o wymiarach, powiedzmy, p, g, r oraz s, co
oznacza, ze p+q—+r+s = k. System (A, b, ¢) sklada sie wiec z odpowiednio sprzegnietych
miedzy sobg czterech podsysteméw, a mianowicie (A1, b1, 0), (Azz, ba, c2), (Assz,0,0)
oraz (Ay4,0,cy) o rzedach p, g, r, oraz s. O podsystemach tych mozemy stwierdzié:

e (A11,b1,0) jest sterowalny i nieobserwowalny,

o (Ajs,bo, c2) jest sterowalny i obserwowalny,

e (A33,0,0) jest niesterowalny i nieobserwowalny,

e (A44,0,cy) jest niesterowalny i obserwowalny.
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6.5. Rownanie stanu, ré6wnanie rézniczkowe,
transmitancja

6.5.1. Réwnanie stanu, ré6wnanie rézniczkowe

Z réwnan (6.12), co potwierdza rys. 6.3, wynika, ze wyjscie y systemu zalezy jedy-
nie od czeéci obserwowalnej, czyli od (Ags, ba, co) oraz (Ayy,0,c4), a takze sprzezenia
A5, miedzy nimi. Roéwnanie rézniczkowe systemu zalezy zatem jedynie od réwnania
opisujacego czeSt obserwowalna, ktére ma postac

X2 _ | Az A X2 b
a] - e ]l le
X

o= e[ 2]

Prawdziwa jest wiec ponizsza wlasnosc:

(6.16)

Wiasno$é 6.5.1. Réwnanie rézniczkowe systemu (6.1) zalezy tylko od czebci obserwo-
walnej. Zatem czeSt systemu opisywana réwnaniem rézniczkowym jest obserwowalna.

Zatézmy teraz, ze system (6.1) jest obserwowalny. Aby znalezé jego réwnanie réz-
niczkowe, dokonamy obustronnej transformacji Laplace’a réwnania (6.1) i otrzymamy
w rezultacie sX(s) = AX(s) + bU(s). Zatem (sI — A)X(s) = bU(s), co, po uwzgled-
nieniu réwnosci sI — A = det(sI — A)[adj(sI — A)]~!, prowadzi nas do wniosku, ze
det(sI — A)X(s) = adj(sI — A)bU(s). Ostatecznie

Y (s)det(sI — A) = c” adj(sI — A)bU(s).

Pamietamy przy tym, ze wszystkie elementy macierzy adj(sI — A) sa wielomianami ar-
gumentu s stopnia nie wyzszego niz k — 1. Oznaczajac wiec

det(sI — A) = sF4ap 18"+t as+ao

oraz
cTadj(sI — A)b = B, _1s" L+ + Bys + f,,

otrzymujemy réwnanie rézniczkowe o postaci
y® 4+ ap_1y*F Y 44 ay™ +agy = ﬁk,lu(kfl) et 51u(1) + Byu.

Jest oczywiste, ze det(sI — A) jest jego wielomianem charakterystycznym, ktérego sto-
pien jest réwny stopniowi macierzy A, czyli wymiarowi wektora stanu. Rzad réwnania
rézniczkowego opisujacego system obserwowalny jest zatem réwny wymiarowi wektora
stanu.

Zadanie odwrotne polegajace na znalezieniu réwnania stanu odpowiadajacego réw-
naniu rézniczkowemu jest trudniejsze. Mozna je rozwigza¢ na kilka sposobdéw, ktére
podamy ponizej. Zalézmy zatem, ze system obserwowalny ma réwnanie rézniczkowe

y(k) + ak._ly(k*l) + 4+ a1y(1) + apy = bk-_l’u,(kil) +F blu(l) + bou, (6.17)
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oznaczmy b = [bg, b1, ..., bx_1]7 i przypomnijmy, ze a = [ag, a1, .. .,ax—1]7. Podamy te-

raz rézne réwnania stanu (6.1) odpowiadajace temu réwnaniu rézniczkowemu. Ich cecha

wsp6lna jest to, ze A jest w nich macierzg fazowa, patrz podrozdziat C.5. Dowody tego,

ze odpowiadaja one réwnaniu rézniczkowemu (6.17) podajemy w nastepnym paragrafie.
Zaczniemy od réwnania o obserwowalnej postaci kanonicznej

. [ 0 I }
x = T | x4+ Bu,
—a (6.18)
y = [1,0,...,0]x,
gdzie 8= [By, ..., Br_1)T = A™1b, przy czym
a az ag—1 1
as as 1
ap—1 1
1
Macierz A~! istnieje, poniewaz det A = (—1)*(+=1)/2 - 0, patrz dodatek C.
Drugie ma nastepujaca postac:
0
0 I :
= [ Lt e ] (6:20)
1
y = bTx.
Innym, waznym w pézniejszych rozwazaniach, réwnaniem stanu jest
X = [ O—a] X + bu,
I (6.21)
y = [0,...,0,1]x.
Dla réwnania tego:
c?adj(sT — A)b = by_15" 71 4. £ bys + by, (6.22)
det(sI — A) = s* + ap_15" 1 + -+ + ais + ao, (6.23)

gdzie ¢ = [0,...,0,1]T, patrz éwiczenia C.5.1 oraz C.5.3.

Zauwazmy przy tym, ze transformacja podobienstwa T nie zmienia wartoSci wyrazen
cTladj(sI — A)]b oraz det(sI — A), patrz (6.2) oraz ¢wiczenia C.3.1 i C.3.2. Sa wigc
one takie same dla wszystkich, takze powyzszych trzech, réwnowaznych réwnan stanu.
Pozostaje to w zgodzie z tym co oczywiste, a mianowicie, ze rownanie rézniczkowe od-
powiadajace opisom réwnowaznym jest wspélne.
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Jesli macierz A ma wszystkie wartosci wlasne rézne, to zastosowanie wobec réwnania
(6.1) transformacji T = P~!, gdzie P = [p1, P2, - - -, Px] sklada si¢ z wektoréw wiasnych

P1,P2,--., Pk macierzy A, prowadzi do réwnania
A1
X = . x + P~ 'bu,
Ak
y = c'Px,
w ktérym Aq, ..., \x sg warto$ciami wlasnymi macierzy A, patrz podrozdzial C.3.

Przyklad 6.5.1. Dla obserwowalnego réwnania stanu

X = [1 Q]X—l—[Q]u,
3 —4 3
y = [1,4]x
znajdujemy
det(sIA)det([g 2}[_:1,) _Z]>82+3$+2
oraz

c’ladj(sI - A)]b = [174]adj<{g 2]_{3% ZD[?)]

= 14s—22,

skad wynika, ze réwnaniem rézniczkowym jest 3 + 3y’ + 2y = 14u’ — 22u.

Przyklad 6.5.2. Niech v + a1y’ + apy = b/ + bou, co oznacza, ze: a = |ag,a1]”,

b= [bOabl]T7
a1 iy b1
A[l 0]oraZA b[bo—albll
Zatem )
. 0 1 1
* = {—ao —al]x+[bo—a1b1}u’
y = [170]X7
przy czym

_ Yy
X = { y(l)—blu]

Przyklad 6.5.3. Dla réwnania rézniczkowego jak w przykladzie 6.5.2 mamy

. 0 —ag bo
Sl e

y = [0,1]x,
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przy czym
_ | my+y—bhu
= o .
Przyklad 6.5.4. Dla réwnania rézniczkowego jak w przykladzie 6.5.2 mozemy napisac
= [ eV
—ag —aq 1
Yy = [b(), bl]X.

Cwiczenie 6.5.1. Wielomian charakterystyczny s* + aj_1s* 1 + -+ + a1s + ag réw-
nania rézniczkowego (6.17) ma wszystkie pierwiastki s1, so, ..., sk rézne. Zaczynajac od
réwnania (6.20) i przyjmujac

11 1
71 51 82 .« e Sk}
T=V!= ,
k k k
Sl 82 .« e Sk

czyli odwrotno$¢ macierzy Vandermonde’a, patrz podrozdziat C.5, jako macierz trans-
formacji, otrzymujemy réwnanie stanu

X = x + V~lbu,

z macierzg diagonalna.

6.5.2. Dowody réwnowaznoSci opiséw

Dowéd réwnowaznoéci opiséw (6.17) i (6.18). Zaczynamy od przepisania réwnan
stanu w postaci k + 1 réwnan skalarnych jak ponizej:

xgl) = 22+ Bou,
xgl) = 3 + ﬁl’uﬂ
o (6.24)
T,y = Tk Br_ou,
:c,(:) = —alx+p,_ju,
Yy = 1.

7 pierwszego z tych réwnan wynika, ze xo = :cgl) — Bou. Po uwzglednieniu wyniku
rézniczkowania obu stron ostatniego, otrzymujemy zatem

zo =y — Byu.
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Rozniczkujac, mozemy wiec napisac, ze xél) =y — ,Bou(l). 7 drugiego réwnania otrzy-
mujemy xr3 = scél) — [y u i, po uwzglednieniu rezultatu ostatniego rézniczkowania, zauwa-
zamy, ze

vy =y — Bru— Byul.
Rozniczkujac stwierdzamy, ze xél) =y® — ,Blu(l) — ﬁou(z). Postepujac w ten sposéb,
dochodzimy w koficu do réwnania

2 =y* ) =8, su—- = Bu* — g2, (6.25)

Zestawiajac razem otrzymane zwigzki, spostrzegamy, ze

y u
y e
x=| . -B , (6.26)
y(k=1) w1
przy czym
. -
Bo
B — .
Br_s .. IR
| Br—2 Br—z -+ Lo 0

Obustronne zrézniczkowanie (6.25) doprowadza do réwnania

u
(1)
u
y(k) - xl(gl) = [Ovﬁkf% cee 760]
u(kfl)

Biorac pod uwage przedostatnie z réwnan w (6.24), otrzymujemy wiec

u
w@
y® +aTx = [8)_1,B85_a-- -, Bl :
u(kil)
i po uwzglednieniu (6.26) mozemy napisaé, ze
y u
) e
w 1| Y T
y\"+a . =(@"B+[By_1,Bk_2,---+B0])

?(kfl) w1
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Poréwnujac wynik z réwnaniem rézniczkowym, czyli

oD et

1 1

y®™ 4 a” y _pr| ! ,
(k=) k1)

dochodzimy do wniosku, ze b? = aTB + [B,_1, ..., 81, 8). Wynika stad, ze

0 -
Bo 0
bT [a(]valv'-'vak—l] +[Bk‘—17'~-761760]
Br—s Br—a - 0
Be—a Br—z -+ Bo O
aq as - Af—1 1 i
as as e 1
= [Bo:B1s-- Br-1l : : =g'A.
Af—1 1
1 -
Poniewaz A = AT, zatem 3 = A~ 'b, co konczy dowdd. [

Dowéd réwnowaznoéci opiséw (6.17) i (6.20). Przede wszystkim réwnania (6.20)
przepiszemy w wygodniejszej postaci

0 1 0
X = X + u,
0 1 0
—ap —ap - —0p—1 1
Yy = [bo,...,bk_l]x.

Zaczynajac od (6.17) 1 zauwazajac, ze

Uls) _ Y(s)
sk daisd+ag  bp_i1sF 14 Fbis+ by’

wprowadzamy nows zmienna x(t), ktérej transformata Laplace’a jest

1

X(s) :U(S)sk+-'~+a1s+ao'

Poniewaz X (s)(s* + ax_15*1 + -+ a1s + ag) = U(s), wynika wigc stad, ze

® 4 ak-_lw(kil) +---+ all'(l) +apT = u.
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Aby zweryfikow¢ pierwsze z réwnan stanu, wystarczy ustali¢ wektor stanu w postaci
x = [z,z1, ... 2 DT, Poniewaz

Y(S) = (bkxflsk_l + -+ b18 + b())X(S),

zatem
y = b1z Y 4 bz ® b,
skad wynika drugie z réwnan stanu. ]

Dowéd réwnowaznoéci opiséw (6.17) i (6.21). Dzigki temu, ze y = xp, pierwsze
wektorowe réwnanie w (6.21) przepisujemy w wygodniejszej postaci:

2V = (bou— agy),

M z1 + (biu — ary),

o

)y = Tp—2+ (bp—2u — ap—2y),
x,(;) = xp—1+ (bg—1u — ag—1y).

Rézniczkujac obie strony drugiego z tych réwnan i wykorzystujac pierwsze, otrzymujemy
a:éz) = argl) + (byu™ — ayy™M) = (bou — agy) + (bru™ — a;yM).

Wykonujac operacje rézniczkowanie wobec trzeciego réwnania i korzystajac z otrzyma-
nego wyniku, zauwazamy, ze

:cé?’) = (bou — agy) + (bru™ — a;y™) + (bou® — agy®).
Powtarzajac te procedure, otrzymujemy w konicu
2 = (bou — aoy) + (bru® — ary™) + - + (o 1wV — ap_yy V)
i po uwzglednieniu tego, ze ) = y, konczymy dowdd. [

Cwiczenie 6.5.2. Wykazaé, ze w réwnaniu (6.21) wektorem stanu jest

Yy by oo b1 1 u

y : ey
xX=A] . - .

: br_1 :

y(h=1) 1 w(F=1)

Cwiczenie 6.5.3. Sprawdzi¢, ze dla obserwowalnego systemu o réwnaniu rézniczkowym
y P () + ap1y* V(1) + - + agy(t) = boul®),

réwnanie stanu ma postaé (6.18), przy czym x = [y, y(l), e y(kfl)] jest wektorem fazo-
wym, patrz podrozdziat 2.7, natomiast b = [0,...,0,bo] .
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Cwiczenie 6.5.4. Sprawdzi¢, ze réwnaniem rézniczkowym systemu

X = [O_aTI }erAlbu,

y = [1,0,...,0]x+du

jest
y(k‘) + ak-_1y(k'_1) +-Fagy = bku(k‘) +bp_qufD 44 bou,

przy czym d = by.

6.5.3. Réwnanie ré6zniczkowe, transmitancja

Podamy teraz wazne twierdzenie, ktére dotyczy systemu jednocze$nie obserwowalnego
i sterowalnego. Odnosi sie ono do opiséw (6.1) oraz (6.17).

Twierdzenie 6.5.1. Obserwowalny system (6.1) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
wielomiany
c’[adj(sI — A)]b oraz det(sI — A)

nie majq zadnego wspdlnego pierwiastka. System (6.17) jest sterowalny wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomiany

bp_18" L4+ bis+bo oraz s +ap_15"" + - +a1s+ao
nie majg zadnego wspdlnego pierwiastka.

Dowdd. Zalézmy, ze system (6.1) jest obserwowalny. Jak wiemy, transformacja podo-
biefistwa T nie zmienia wartosci wyrazen ¢’ [adj(sI — A)]b oraz det(sI — A), patrz pod-
rozdzial C.3, co oznacza, ze mozemy zaczat od dowolnego rownania stanu réwnowaznego
réwnaniu (6.1). Bedzie nim (6.21) i odpowiadajace mu réwnanie rézniczkowe (6.17).

Oznaczajac w(s) = b_15*~1 4+ - 4+ bys + by i korzystajac z réwnoéci (6.22), zauwa-
zamy, ze w(s) = ¢’ [adj(sI — A)]b. Pamietamy, ze det(sI — A) = s¥ +ap_1sF 1+ +
a15 + ag, patrz (6.23).

Jak wiemy, system jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy detP # 0. Poniewaz
A jest macierza fazowa, korzystamy z lematu C.5.1, aby stwierdzi¢, ze P = w(A). Zatem
detP = detw(A) = Hle w(s;), gdzie s1, ..., sk sa wartoSciami wlasnymi macierzy A,
patrz twierdzenie Frobeniusa C.4.1. W rezultacie, det P # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
Hf;l w(s;) # 0, tzn. wtedy i tylko wtedy, gdy zadna warto$¢ wlasna s; macierzy A,
czyli zaden pierwiastek réwnania det(sI — A) = 0, nie jest jednocze$nie pierwiastkiem
wielomianu w(s), co konczy dowdd, bowiem prawdziwosé drugiej czeSci twierdzenia jest
teraz oczywista. ]

Pierwsza cze$t twierdzenia odnosi si¢ do réwnania stanu systemu obserwowalnego
i podaje warunek na to, aby byl on takze sterowalny. Druga dotyczy systemu opisywa-
nego przez réwnanie rézniczkowe, a wiec obserwowalnego, i orzeka kiedy jest on takze
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sterowalny. Warunki te sg konieczne i wystarczajace. Nie musimy przy tym przypomi-
naé, ze obserwowalny system (6.1) jest takze sterowalny, gdy jego macierz sterowalnosci
jest nieosobliwa.

Warto skomentowaé drugg czes$t twierdzenia. Stwierdza ona, ze réwnanie rézniczkowe
(6.17) opisuje system sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomiany

L(S) = bkxflsk_l + -+ bis+ by
oraz
M(s) = s*+ap_15" P+ +ais+ao

nie maja zadnego wspdlnego pierwiastka. Interpretacja tego warunku jest ciekawa. Doko-
nujac bowiem obustronnej transformacji Laplace’a réwnania (6.17), zauwazamy bowiem,
ze M(s)Y(s) = L(s)U(s), skad wynika, ze transmitancja systemu jest

Dowiedzione twierdzenie orzeka wiec, ze system jest sterowalny wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomiany w liczniku i mianowniku jego transmitancji nie majg zadnego wspdlnego
pierwiastka.

7 powyzszego wynika, ze system o transmitancji

s+1
524+ 3542

nie jest sterowalny, bowiem s2 +3s+2 = (s +1)(s+2). Z tych samych powodéw system
o réwnaniu rézniczkowym

y" () + 4y (t) + 3y (t) = u'(t) + u(t)

nie jest sterowalny, gdyz s? + 4s +3 = (s + 1)(s + 3). Ma on taka samg transmitancje
jak system o réwnaniu

y'(t) + 3y (t) = u(t),
a mianowicie 1/(s 4 3). System o transmitancji

s+3 s+3
$24+35+2  (s+1)(s+2)

jest natomiast sterowalny.

Jest wiec oczywiste, ze tylko w systemie jednocze$nie sterowalnym i obserwowalnym
istnieje jednoznaczny zwiazek pomiedzy réwnaniem rézniczkowym i transmitancja. Jed-
noznaczny jest takze ich zwiagzek z réwnaniem stanu, oczywiscie z dokladnoscia do relacji
podobienstwa.

Transmitancje systemu (6.1) znajdujemy bez trudu:

K(s) =cT(sI— A)"'b.
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Zauwazamy takze, ze jeSli warunki poczatkowe wszystkich podsysteméw sa zerowe, to
wyjScie caloSci zalezy jedynie od podsystemu jednocze$nie sterowalnego i obserwowalnego,
patrz (6.15), czyli od
{ X2 = Agx + bou,
Yy = ngz.

Wyliczona transmitancja jest zatem réwna
K(s) = C?(SI —Ag) by =T (sT— A)"b.

Cwiczenie 6.5.5. Dla systemu

X1 _ | An O X1 by
BRI E
X1
v = o 2
otrzymujemy
SXl(S) = A11X1(S)+b1U(S),
SXQ(S) = AuX; (S) + A22X2(S) + sz(S),
Y(s) = efXi(s),

skad wynika, ze [det(sI — A11)]Y (s) = cT[adj(sI — A11)]b1U(s), co jest operatorowa
forma réwnania rézniczkowego. Zalezy ono jedynie od (Aq1,bi,c1), czyli podsystemu
obserwowalnego, patrz punkt 6.4.2.

Cwiczenie 6.5.6. Sprawdzimy, ze réwnaniem rézniczkowym systemu

@1 ai; a2 G13  a14 1 by
.i72 0 ano 0 a4 ) b2
. = + u,
I3 0 0 aszs asp I3 0
.i‘4 0 0 0 aqq Tq 0
z1
T2
= 10,¢2,0,c
Yy [7 25 Y, 4] T3
Ty

jest
Y — (a2 + a14)y’ + asoa4sy = cabou’ — coboaasau,

a transmitancja
c2bo
K(s) = ——.
S — a2
Transmitancje znajduje sie tatwo. Do réwnania rézniczkowego dochodzimy na podstawie
réwnania stanu czesci obserwowalnej, czyli

) _ G22  G24 2 ba
HIRREEHHELE

y = [62,64]{302}.

Ty
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Zauwazajac, ze wartoéciami wlasnymi macierzy

22  G24
0 Q44
S8 a29 Oraz a44, tatwo weryfikujemy podane réwnanie rézniczkowe.

W powyzszym przykladzie réwnanie stanu rzedu 4 ma réwnanie rézniczkowe rzedu
2 oraz transmitancje rzedu 1, tzn. taka, ktérej mianownik jest wielomianem stopnia 1.
Przyczyny, dla ktérych rzad réwnania rézniczkowego jest nizszy od wymiaru wektora
stanu sg oczywiste. Istote zjawiska polegajacego na pojawieniu sie réznicy rzedéw row-
nania rézniczkowego i transmitancji tez juz znamy. Polega ona na tym, ze wielomiany
cTladj(sI — A)]b oraz det(sI — A), tzn. wielomiany w liczniku i mianowniku utamka

K(s)=cl(sI - A)"'b = cheij(irsllz)]b

bedacego transmitancjg systemu, maja jeden wspdlny pierwiastek, ktéry prowadzi do
skrécen, czyli obnizenia rzedu.

Przyklad 6.5.5. Réwnaniem rézniczkowym systemu
!
] = L 5] ]
n a1 G22 n b
i)
L0 ;
v = o

a takze jego czeéci obserwowalnej, tzn. systemu

{f/ = apé+bu,

y = &,

jest ¥’ —a11y = byu. Transmitancja jest natomiast K(s) = by/(s—aq1). Z drugiej jednak
strony
. .| s—aq 0 S — 422 0
adj(sI — A) = adj =
az1 S — ag2 —az1  S—an
skad wynika, ze zachodzi réwnosé¢ ¢! [adj(sI — A)]b = by s —bjage. Zauwazajac nastepnie,
ze det(sI — A) = s — (as2 + a11) s + asaai1, otrzymujemy

cl(sI-A)"'b = ch[adj(sI —A)b
- b18 — b1a22 - (S — a22) b1
2= (age tan1) s+axpa  (s—an)(s —a)
o S —ai ’

co jest zgodne z wcze$niejszym rezultatem. System, ktérego réwnanie stanu jest drugiego
rzedu, ma wiec transmitancje rzedu pierwszego. Dzieje si¢ tak, poniewaz wielomiany
cTladj(sI — A)]b oraz det(sI — A) maja wspdlny pierwiastek, a mianowicie ags.
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6.6. Stabilno$¢ wzgledem stanu

Oznaczajac przez Aq, ..., A wartoSci wlasne macierzy A réwnania stanu (6.1), za-
uwazmy, ze sa one takze wartoSciami wlasnymi macierzy podobnej TAT ! wystepu-
jacej w réwnowaznym réwnaniu (6.2). Rozwiazania réwnan det(A\I — A) = 0 oraz
det(A\I — TAT ') = 0 s3 bowiem takie same. Zatem wlasnoéci zwigzane z wartoéciami
wlasnymi macierzy A sa wspélne dla wszystkich réwnan réwnowaznych. Sa one zatem
cecha systemu, a nie jedynie konkretnego réwnania. WiasnoScia taka jest stabilno$c.

Przypominamy, ze pobudzeniem zerowym nazywamy sygnal, w ktérym u(t) = 0 dla
t € [0,00). Przy takim sygnale wejéciowym

x(t) = eAlx(0-)

oraz
y(t) = cTePx(0-).

Jest wigc oczywiste, ze jeSli limy oo x(t) = 0, to lim;—,o y(¢) = 0, lecz niekoniecznie na
odwrét.

Jesli, przy zerowym pobudzeniu, lim; . y(t) = 0 dla kazdego warunku poczatkowego,
to mowimy, ze system jest stabilny wzgledem wyjScia, patrz rozdziat 4. Nas interesowac
bedzie teraz stabilno$¢ wzgledem stanu.

Definicja 6.6.1. Jesli, przy zerowym pobudzeniu,

lim x(t) =0

t—o0
dla kazdego warunku poczgtkowego, to mdwimy, ze system (6.1) jest stabilny wzgledem
stanu.

Stabilno$¢ wzgledem stanu pociaga za sobg stabilno$¢ wzgledem wyjscia, lecz nieko-
niecznie na odwrét.

Jest oczywiste, Ze zbieznos¢ limy o, x(t) = lim;_, o, eA*x(0—) = 0 dla kazdego x(0—)
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

lim At = 0.

t—o0

Wynika stad, ze system jest stabilny wzgledem stanu wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
powyzsza zbieznoSt. Jest ona zwigzana z wartoSciami wlasnymi Aq, ..., Ay macierzy A,
patrz (C.19).

Twierdzenie 6.6.1. System (6.1) jest stabilny wzgledem stanu wtedy i tylko wtedy, gdy
ReA; <0,...,Re s <0.
Aby stwierdzi¢, czy system jest stabilny wzgledem stanu, wystarczy zatem ustalic,

czy wszystkie pierwiastki wielomianu det(AI — A) leza w lewej polplaszezyznie. Mozna
w tym celu wykorzysta¢ np. kryterium Hurwitza, patrz punkt 5.1.3.
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Przyklad 6.6.1. Dla macierzy
i
znajdujemy det(A\I — A) = s? — 5s + 2, skad wynika niestabilno$é.
Przyklad 6.6.2. Jesli
2]

to det(A\I — A) = 52 + s + 1. System jest stabilny.

Przyklad 6.6.3. Jesli det A = 0, to system jest niestabilny, gdyz zero jest wartoScig
wlasng.

Zauwazmy, ze w $wietle dekompozycji (6.15) pojecie stabilnosci ulega pewnej kom-
plikacji. Mozna bowiem rozpatrywaé stabilnosé¢ catego systemu (6.1) lub poszczegélnych
czterech jego czesci skladowych. Z uwagi na wyniki dotyczace zwiazkéw struktury z opi-
sami mozna méwic o stabilno$ci w sensie poszczegdlnych opiséw, czyli stabilnoéci w sensie
transmitancji, réwnania rézniczkowego i stanu. W szczegdélnoséci mozna wigc rozpatry-
twac stabilnosc:

e calego systemu, czyli réwnania stanu X = Ax,

e rownania rézniczkowego, czyli czedci obserwowalnej, oraz

e transmitancji, czyli czeSci jednocze$nie sterowalnej i obserwowalne;j.

Jest przy tym oczywiste, ze pierwszy rodzaj stabilnosci, tzn. stabilno$¢ réwnania
stanu, pociaga za soba pozostale. Drugi, czyli stabilno$¢ réwnania rézniczkowego, za-
pewnia stabilno$¢ transmitancji. Nalezy jednak panietaé, ze stabilno$¢ transmitancji nie
musi oznaczaé stabilno§ci réwnania rézniczkowego, a tym bardziej réwnania stanu. Sta-
bilnoé¢ réwnania rézniczkowego nie musi takze skutkowaé stabilno$cig réwnania stanu.

Przyklad 6.6.4. System
X = - b'e
o 3 2 ’

y = [L,0x
nie jest stabilny, bowiem det(AI — A) = (s 4+ 1) (s — 2). Jego czeét obserwowalna o réw-
naniu & + x = 0 jest jednak stabilna, bowiem wartoscia wlasna jest dla niej —1.

Przyklad 6.6.5. System obserwowalny o réwnaniu rézniczkowym y” +y' — 2y = v —u
nie jest stabilny, poniewaz jego wielomianem charakterystycznym jest (s — 1) (s 4 2), ale
transmitacja 1/(s + 2), czyli jego czeé¢ sterowalna, jest stabilna.

Cwiczenie 6.6.1. Wykazac, ze jeli trace A > 0, to system jest niestabilny.
Cwiczenie 6.6.2. Sprawdzi¢, ze jesli obserwowalny i sterowalny system (6.1) jest sta-
bilny, to jego wzmocnienie w stanie ustalonym jest réwne —c” A~ 'b.

Cwiczenie 6.6.3. Sprawdzi¢, ze w systemie (6.1), przy zerowym warunku poczatkowym
i pobudzeniu u(t) = §(t), sa prawdziwe nastgpujace réwnosci: x(t) = £ {(sI — A)~'b}
oraz y(t) = £~ H{c?'(sI — A)~'b}, co jest odpowiedzia impulsowa.

Cwiczenie 6.6.4. Sprawdzi¢, ze w systemie (6.1) k(0) = ¢”b.






Rozdzial 7

Regulacja automatyczna

7.1. Wstep

System automatycznej regulacji, przedstawiony na rys. 7.1, zawiera obiekt regulacji
i regulator o transmitancjach Ko(s) i Kr(s). Sygnal wyjéciowy y(t) obiektu powinien
by¢ réwny przychodzacemu z zewnatrz sygnatowi yo(t) wartoSci zadanej. Spehlienie tego
zadania ma umozliwi¢ regulator, ktéry reaguje na sygnat £(t) = yo(t) — y(t), czyli tzw.
uchyb regulacji. O ile transmitancja obiektu Ko (s) jest zadana, o tyle Kg(s) podlega
wyborowi.

y(?) %(t)
Ko(s)

Ky(s)

Rys. 7.1. System automatycznej regulacji

System z rys. 7.1 mozna przedstawi¢ réwniez jak na rys. 7.2. Ma on ujemne sprze-
zenie zwrotne, patrz takze rys. 5.9, a

K(s) = Ko(s)Kr(s)

jest transmitancja systemu otwartego, patrz rys 7.3. Z rysunku tego wynika ponadto, ze
E(s) =Yy(s)—Y(s) oraz Y(s) = K(s)E(s). Transmitancja Kz(s) systemu zamknigtego,
tzn. systemu o wejsciu yo i wyjsciu y, jest zatem réwna
_Y(s) _ K(s) _ Ko(s)Kr(s)

Yo(s) 1+ K(s) 1+Ko($)KR($)'

Kz(s)

Oznaczajac jak zwykle
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- ' y(t)

<1
A

Rys. 7.2. Alternatywny schemat systemu automatycznej regulacji

otrzymujemy wiec

otwarta petla
y(t) / (1)
Ko(s) P _O_q'_

%8®—%@—Mﬂ

Rys. 7.3. Otwarty uktad automatycznej regulacji

Przez Kg(s) oznaczymy teraz tzw. transmitancje uchybowa, tzn. transmitancje
systemu o wejéciu yp i wyjSciu €. Postepujac jak powyzej, nietrudno sprawdzi¢, ze wyraza
sie ona nastepujacym wzorem:

z ktérego wynika, ze

Kp(s) = ——=—. (7.2)
Mozemy zatem stwierdzi¢ na koncu, ze
Mz (s) = L(s) + M(s)

jest wielomianem charakterystycznym zaréwno transmitancji systemu zamknietego, jak
i uchybowej. Moéwimy takze, ze jest to wielomian charakterystyczny systemu automa-
tycznej regulacji.

Cwiczenie 7.1.1. Transmitancja uktadu otwartego jest taka, ze [ < m. Niech sygnal
wartoéci zadanej yo(t) bedzie odcinkami ciagly, a warunek poczatkowy ukltadu otwartego
dowolny. Wykaza¢, ze (patrz takze ¢wiczenie 2.6.1):

a) wyjscie obiektu y(t) jest funkcja ciagla,

b) punkty nieciggtoSci uchybu £(t) oraz sygnatu wartoSci zadanej yo(t) sa identyczne.



7.2. Wymagania 113

7.2. Wymagania

Zadanie postawione przed systemem bedzie spelnione w pelni wtedy, kiedy regulator
zostanie dobrany w ten sposéb, ze £(t) = 0 dla kazdego yo(t). Inaczej méwiac, gdy
Kg(s) =0, czyli

1
1+ Ko(s)Kr(s)

co jednak nie jest mozliwe. Wynika stad prosty wniosek, ze zadania te sg zbyt wygoéro-
wane i nalezy je ostabic.

Nowe, mozliwe do spelienia wymagania postawimy w sytuacji, gdy yo(t) = 1(t). Za-
zadamy, aby reakcja y(t) systemu, a tym samym uchyb (t), miaty wéwczas odpowiednie
wlasnoéci zaréwno dla duzych, jak i malych ¢.

=0,

7.2.1. Stabilnos¢

Pierwsze zadanie polega na tym aby, przy pobudzeniu yo(t) = 1(t), granica uchybu
lim;_, o, £(t) istniala. 7 wlasnoéci 4.3.4 wynika, ze ma to miejsce wtedy i tylko wtedy,
gdy system zamkniety jest stabilny, co podamy jako ponizsza wlasnoS¢.

Wiasno$é 7.2.1. Niech yo(t) = 1(t). Granica limy_. £(t) istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy system regulacji jest stabilny.

W kontekscie zadania stabilno§ci nalezy stwierdzi¢, ze system automatycznej regulacji
jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian charakterystyczny systemu zamknietego
Mz (s) spelia warunki ktéregokolwiek z ponizszych kryteriéw:

e Hurwitza, patrz twierdzenie 5.1.3,

e Michajlowa, patrz twierdzenie 5.1.5,

e Nyquista, patrz twierdzenia 5.2.1-5.2.4 i dalsze.

7.2.2. Uchyb w stanie ustalonym

Stabilno$¢ zapewnia istnienie granicy lim; o &(t), czyli ustalonej wartodci uchybu,
gdy yo(t) = 1(¢). Jest przy tym oczywiste, ze zainteresowani jestedmy mala jej wartoScia.
W szczeg6lnosci mozna zadaé, aby wynosila ona zero.

7.2.3. Szybkos¢ regulacji

Trzeci aspekt §wiadczacy o jakoSci systemu jest zwigzany z szybkoScig regulacji. Przy
pobudzeniu yo(t) = 1(t) i zalozeniu, ze warunki poczatkowe w obiekcie oraz regulatorze
sg zerowe, szybko$¢ reakcji w poczatkowym jej przebiegu bedziemy oceniaé¢, biorac pod
uwage jej pochodne w punkcie t = 0, czyli ™ (0), 3®(0) itd. Dla przykladu, regulacje,
w ktorej y(0) = 01 ¢/(0) > 0, bedziemy uwazaé za szybsza od tej, ktéra zapewnia, ze
y(0) =¢'(0) =01 %"”(0) > 0. Innymi slowy, im mniej kolejnych pochodnych odpowiedzi
y(t) systemu zamknietego zeruje sie w punkcie t = 0, tym lepiej. Szybszy bowiem jest
wtedy przebieg regulacji dla maltych ¢, tzn. w poczatkowej fazie.



114 7. Regulacja automatyczna

7.2.4. Podsumowanie

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze od regulatora zadamy, aby zapewnil:

e stabilnos¢,

e malg warto$¢ uchybu w stanie ustalonym,

e duza szybkost regulacji dla matych ¢.

Uwzglednienie wszystkich powyzszych wymagan prowadzi do regulatora zapewnia-
jacego poprawny przebieg uchybu zaréwno w jego poczatkowej, jak réwniez koncowej
fazie.

W dalszych rozwazaniach majacych na uwadze wymienione zadania zalozymy, ze
transmitancja obiektu jest

Ko(s) == (7'3)

gdzie
Lo(s) = Bis' + Bi_ys'™ 4+ + Bo,
Mo(s) = ctms™ + am-18™ " + -+ + a,

przy czym au, # 0, 8; # 0 oraz m > [. Oznaczmy jeszcze p = m — . Z wlasnoéci 2.4.9
wnioskujemy zatem, ze

Mo(0) =25 (0) = =2T7V(0) =0

i dopiero
)\(Oi)(O) =L 75 0,

gdzie \o(t) jest odpowiedzig skokowa obiektu.

Dla potrzeb naszej analizy zastosujemy kilka rodzajéw regulatoréw. Omoéwimy cha-
rakterystyczne cechy otrzymanych ukladéw regulacji i dokonamy ich poréwnania pod
wzgledem sposobu, w jaki spelniaja przedstawione wymagania.

Przez deg[Q(s)] bedziemy oznaczaé¢ stopien wielomianu Q(s).

7.3. Regulacja statyczna, czyli P

Uklad regulacji, w ktérym transmitancja K (s) systemu otwartego nie ma bieguna
w punkcie s = 0, nazywamy statycznym. Je§li ponadto uktad otwarty jest stabilny, to
jego wzmocnienie w stanie ustalonym jest skoficzone i réwne K (0), patrz wlasnosc 4.3.4.
Ma on zatem charakterystyke statyczna, co uzasadnia nazwe calego ukladu regulacji.

7.3.1. WilasnoSci

Dla dalszej analizy zatozymy, ze transmitancja obiektu Ko(s) podana we wzorze
(7.3) nie ma bieguna w punkcie s = 0, czyli ze nie ma on wlasnosci catkujacych, oraz ze
transmitancjg regulatora jest

KR(S) = kl.

Regulator taki nazywamy proporcjonalnym i oznaczmy go literg P.
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Zbadamy teraz asymptotyczne wlasnoéci uchybu w sytuacji, gdy yo(t) = 1(¢). Za-
czniemy od waznej wlasnoSci.

Wiasno$é 7.3.1. Niech yo(t) = 1(t). W stabilnym ukladzie automatycznej requlacji typu
P uchyb w stanie ustalonym wyraza sie wzorem:

lim e(t) L

A e = T R 7 °

Dowdd. Stabilno$é systemu regulacji jest réwnoznaczna stabilnoSci systemu o trans-
mitancji Kg(s) oraz istnieniu granicy lim; .o £(t), patrz wlasnosc¢ 7.2.1. Jej wielkosé
wynika z wlasnosci 4.3.4. ]

Zbadamy teraz whasnoSci reakcji y(t) w punkcie t = 0, czyli szybkos¢ reakcji na
pobudzenie skokowe. Poniewaz

leo(S)

Kaz(s) = k1Lo(s) + Mo(s)’

zatem, obserwujac, ze deglki Lo(s)+ Mo(s)] —deglki Lo(s)] = p 1 korzystajac z wlasnosci
2.4.9, wnioskujemy, ze

y M) = =y@P D) =0
i dopiero

@) (0) — b 2L — AP (0

yP(0) = kL = kAP (0).

Jest oczywiste, ze im wieksze p, tym wolniejsza jest reakcja na pobudzenie. Poniewaz
jest wskazane, aby pochodna y®(0) byla dodatnia, a na ogét )\(O’))(O) > 0, nalezy zatem
stosowaé dodatnie i mozliwie duze k.

Przyklad 7.3.1. Transmitancje obiektu i regulatora sa réwne

10s+1 10s + 1

K = =
o(s) (3s—1)2(s+1) 9s3+3s2—-5s+1

i Kr(s) = k. Uklad otwarty jest niestabilny, a jego transmitancja jest

(10s + 1)k
K(s) = .
(5) 953 4352 — 55+ 1

Roéwnanie charakterystyczne zamknietego systemu regulacji ma zatem nastepujaca po-
staé: 9s3 + 352 + (10k — 5)s + (k + 1) = 0. Poniewaz macierza Hurwitza jest

3 k+1 0
9 10k—5 0 |,
0 3  k+1

zatem A; = 3, Ag = 21k — 24 oraz Az = Ay(k + 1). Zastosowanie kryterium Hurwitza
prowadzi do wniosku, ze system regulacji jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy 8/7 < k.
Dla tak wybranego k, jesli yo(t) = 1(¢), to im0 e(t) = 1/(1 + k), y(0) = 3'(0) =0
oraz y"(0) = 10k/9.
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Przyklad 7.3.2. Transmitancje obiektu i regulatora sa dane nastepujacymi wzorami:
Ko(s) = (s+3)/(s+2)*(s+1) oraz Kr(s) = k. Wielomian charakterystyczny systemu
zamknigtego zatem to s + 5s% + (k+ 8) s + 3k + 4. Z kryterium Hurwitza wynika, Ze
uklad regulacji jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy —4/3 < k. Dla takiego wzmocnienia
k zatem, jesli yo(t) = 1(t), to limy_.o e(t) = 1/(1+ 3k), y(0) = y'(0) = 0 oraz y"(0) = k.
Przyklad 7.3.3. Transmitancja obicktu jest Ko(s) = (s —5) /(s +2)? (s — 1), nato-
miast regulatora Kg(s) = k. Prowadzi to do nastepujacego wielomianu charakterystycz-
nego: Mz(s) = s + 35 + ks + (—5k — 4). Stosujac kryterium Hurwitza, stwierdzamy,
ze uktad regulacji jest niestabilny.

Cwiczenie 7.3.1. Wykazaé, ze jeSli w stabilnym statycznym ukladzie regulacji granica
lim;_, o yo(t) istnieje, to granica lim;_, o, £(t) takze istnieje. Wyznaczy¢ ja zakladajac, ze
limy o0 yo(t) = 1.

7.3.2. Regulacja z obiektem inercyjnym

Teraz zbadamy wlasnosci ukladu regulacji typu P w sytuacji, gdy obiekt jest inercyjny,
tzn. gdy jego transmitancja jest
1

Kol = ey =) (74)

i wszystkie jej bieguny sa ponadto rzeczywiste, ujemne. Zwracamy uwage na to, ze
K(0) > 0.

Poniewaz, dla kazdego 4, |1/(jw — s;)| jest na pélprostej w € [0,00) funkcja male-
jaca, a wiec te sama wlasno$¢é ma takze |Ko(jw)|. Zatem, dla k; > 0, charakterystyka
amplitudowo-fazowa systemu otwartego, tzn. wykres k1 Ko(jw) dla w € [0,00), ma
ksztalt zwijajacej sie spirali przechodzacej kolejno przez m ¢wiartek plaszczyzny, jak to
pokazano na rys. 7.4.

Im k>0 Im k<0
leo(jw*)
Re Re
(& L

Rys. 7.4. Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu otwartego

Jest wiec oczywiste, ze — z punktu widzenia stabilnoSci — spoéréd punktéw charakte-
rystyki przecinajacych o§ liczb rzeczywistych najistotniejszy jest ten najbardziej wysu-
niety na lewo. Odpowiada on najmniejszej dodatniej pulsacji w rozwigzujacej réwnanie
Im Ko (jw) = 0. Oznaczajac ja przez w* i odwolujac sie do kryterium Nyquista, docho-
dzimy do wniosku, ze, dla k1 > 0, warunkiem stabilno&ci jest spelnienie nieréwnosci

—1 < k1 Re Ko(jw™).
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7 tego samego rysunku wynika, ze, dla k; < 0, warunkiem stabilnoSci jest nieréwnosc¢
-1 < k1 Ko(0).

Ostatecznie stwierdzamy, ze system zamkniety jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
wzmocnienie regulatora spetnia nieréwnoSci

kmin < kl < kmaxv

gdzie

k —_— k __t
in = — oraz = .
" Ko(0) T [Re Ko (jw*)|
Zauwazmy, ze ki, jest ujemne, natomiast k. dodatnie.
Dla ky zapewniajacego stabilno$¢, z uwagi na wlasno$é 7.3.1, otrzymujemy wiec

1
< lim ()

|
O < o) <A = T R0y

co oznacza istnienie dolnego ograniczenia dla uchybu w stanie ustalonym. Poniewaz
jednak chcemy, aby byl on mozliwie maly, wlasnoS¢ ta sugeruje wiec, ze wspoélczynnik
wzmocnienia regulatora ki powinien by¢ duzy, bliski knax. Warto tutaj jeszcze zwrdcié
uwage na to, ze ujemne k; jest gorsze od k1 = 0, tzn. od sytuacji, w ktérej nie stosuje
sie¢ w istocie sprzezenia zwrotnego, czyli automatycznej regulacji, patrz wlasnosc 7.3.1.

Przyktad 7.3.4. Transmitancjami obiektu i regulatora sg: Ko(s) = 2/ (s +1)* (s +2)
oraz Kg(s) = k. Transmitancjg ukladu otwartego jest wiec K (s) = 2k/ (s + 1) (s + 2).
Zatem Myz(s) = 5% + 45 + 5s + (2 + 2k) to wielomian charakterystyczny systemu za-
mknietego. Zastosowanie kryterium Hurwitza prowadzi do wniosku, ze system zamkniety
jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy —1 < k < 9. Niech teraz yo(t) = 1(¢). Poniewaz
Ko(0) = 1, dla takiego k zatem lim; .o e(t) = 1/(1 4+ k). Uchyb w stanie ustalonym
nie jest wigc mniejszy niz 1/(1 +9) = 1/10. Ponadto y(0) = ¢'(0) = y”(0) = 0 oraz
y®)(t) = 2k.

Przyktad 7.3.5. Dla obicktu Ko(s) = 1/(2s + 1)3 i regulatora Kr(s) = k; charakte-
rystyke amplitudowo-fazowa systemu otwartego o transmitancji k; /(2s + 1)3 pokazano
na rys. 7.5. Rozwigzujac réwnanie Im Ko (jw) = 0, latwo otrzymujemy w* = /3/2
oraz znajdujemy nastepnie Re Kpo(jw*) = —1/8. Wynika stad, ze kpax = 8. Po-
niewaz Kp(0) = 1, zatem ki, = —1. Z kryterium Nyquista wynika, ze system za-
mkniety jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wzmocnienie regulatora spetia nieréw-
noéci —1 < k; < 8. Niech teraz yo(t) = 1(¢). Jest oczywiste, ze dla k zapewniajacego
stabilnogé: lim; .o e(t) = 1/(1+k;) > 1/9, y(0) = ¢/ (0) = y"(0) = 0 oraz y® (t) = k1 /8.

k>0 k<0

Im Re Im
[ De

Rys. 7.5. Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu otwartego, przyklad 7.3.5
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7.4. Regulacja astatyczna

System regulacji, w ktérym transmitancja K (s) uktadu otwartego ma biegun w punk-
cie s = 0, nazywamy astatycznym. Uzasadnieniem nazwy jest to, ze uklad otwarty, nie
bedac stabilnym, nie ma charakterystyki statycznej.

7.4.1. WlasnoSci

Zasadnicza réznica pomiedzy zachowaniami statycznego i astatycznego uktadu regu-
lacji dotyczy wlasnoéci asymptotycznych. W tym ostatnim uchyb ten zanika do zera
w sytuacji, gdy wlasnos¢ zadana jest skokiem jednostkowym.

Wiasno$é 7.4.1. Jesli yo(t) = 1(t), to w stabilnym, astatycznym ukladzie regqulacji
lim e(t) = 0.
t—oo

Dowdd. Poniewaz system zamkniety jest stabilny, wigc granica lim;_.., () istnieje.
Korzystajac teraz z wlasnosci 4.3.4, otrzymujemy

. . . 1
Hm e(t) = lim Kp(s) = i =5
Zauwazajac nastepnie, ze limg_,o K(s) = oo, koficzymy dowdd. [

Przyklad 7.4.1. Transmitancjami obiektu i regulatora sa Ko(s) = 1/(s + 1)(s + 2)
oraz Kr(s) = k/s. Wielomianem charakterystycznym systemu zamknigtego jest wiec
53 4 352 + 25 + 2k. Poniewaz macierzg Hurwitza jest

3 2 0
Hi=|1 2 0 |,
0 3 2k

wiec Ay = 6 — 2k. Kryterium Hurwitza prowadzi zatem do wniosku, ze system jest
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy 3 < k. Jesli yo(t) = 1(¢), to dla takiego wzmocnienia
k, hmt_,oo E(t) =0.

Cwiczenie 7.4.1. Wykazaé, ze stabilny, astatyczny uklad regulacji ma te wlasno$¢, ze
jesli granica lim;_ . yo(t) istnieje, to lim;_. &(t) = 0.

7.4.2. Regulacja 1

O ukladzie z regulatorem o transmitancji Kg(s) = kz/s méwimy, ze jest on typu L.
W dalszej analizie zakladamy, ze yo(t) = 1(t). JeSli system jest stabilny, to — zgodnie
z wlasno$cia 7.4.1 — lim;_, &(t) = 0.

Dla przyjetego obiektu (7.3) oraz ks speliajacego warunek stabilnosci przeprowa-
dzimy teraz analize szybko$ci regulacji. Majac na uwadze to, ze y(t) jest wyjSciem
systemu zamknietego o transmitancji

koLo(s)

K2(8) = foLols) + sho(s)’
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spostrzegajac, ze deglkaLo(s) + sMo(s)] — deg[k2Lo(s)] = p+ 1 oraz korzystajac z wla-
snoéci 2.4.9, wnioskujemy, ze

y(l)(g) — = y(”)(O) =0
i dopiero
yPH(0) = k223 (0),
poniewaz

p+1
y(P-‘rl)(O) — lim kasP™ Lo(s) — ky By

_ (p)
§—00 kZLO(S) + SMO(S) A N kQ)‘O (0)

7 powyzszego ustalenia wynika wazny wniosek, a mianowicie, ze regulacja I jest wolniejsza
od regulacji P. Teraz bowiem, dopiero 3®+1(0) = kg)\g’ )(O) # 0, co oznacza, ze dopiero
p+ 1 pochodna jest niezerowa, podczas gdy dla regulatora P juz 3 (0) = k:l)\(op) (0) # 0.

Reasumujac, mozemy stwierdzi¢, ze regulacja I ma lepsze wlasnosci asymptotyczne,
gdyz zapewnia zerowy uchyb ustalony. Regulacja P jest natomiast szybsza.

Przyklad 7.4.2. Niech teraz Ko(s) = 1/(s + 1)(2s + 1) oraz Kgr(s) = k/s. Trans-
mitancja ukladu otwartego jest wiec réwna k/s(s + 1)(2s + 1), skad wynika, ze wie-
lomian charakterystyczny systemu zamknigtego ma postaé Mz(s) = s(s + 1)(2s + 1)
+k = 253 + 352 4+ s + k. Macierz Hurwitza jest zatem nastepujgcaz:

3 k0
Hi=|2 1 0
0 3 k&

Kryterium Hurwitza prowadzi wigec do wniosku, ze system zamkniety jest stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy 0 < k < 3/2. Dla k mieszczacego sie w tym przedziale oraz sygnalu
wartoéci zadanej yo(t) = 1(t) stwierdzamy ponadto, ze lim:—. (t) = 0, y(0) = y'(0)
= ¢/"(0) = 0 oraz y®(0) = k/2.

Przyklad 7.4.3. Sygnalem wartoSci zadanej jest yo(t) = 1(¢), inercyjny obiekt ma trans-
mitancje Ko(s) =6/(s+ 1). Na rys. 7.6 przedstawiono uchyb przy zastosowaniu regu-
latoréw P oraz I o transmitancjach, odpowiednio, Kg(s) = 11 Kgr(s) = 1/s. Wyraznie
widaé szybszy przebieg w poczatkowej fazie przy pierwszym i lepsze wlasnoSci asympto-
tyczne przy drugim. Regulator P zapewnia wiec lepsze wlasnoSci dla matych ¢, a regulator
I dla duzych.

Rys. 7.6. Uchyb w regulacji P oraz I, przykiad 7.4.3
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Przyklad 7.4.4. Niech teraz obiekt bedzie jak w (7.4), czyli inercyjny o transmitan-
cji majacej wszystkie bieguny rzeczywiste ujemne. Regulator typu I ma transmitancje
Kg(s) = ko/s. Charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu otwartego jest pokazana
na rys. 7.7. Z kryterium Nyquista 5.2.2 wynika wigc, ze system zamknigty jest stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy kmin < k2 < Emax, gdzie knin < 0, a knax > 0. Dla ko zawartego
w tym przedziale zatem lim;_,o £(t) = 0, jesli tylko yo(t) = 1(¢). Warto poréwnac ten
rezultat z uzyskanym w punkcie 7.3.2 podczas omawiania regulacji P.

Im Im

Re R
e
k, >0 \T_/ k, < 0

Rys. 7.7. Charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu otwartego, przyklad 7.4.4

Cwiczenie 7.4.2. Dla systemu jak w ostatnim przyktadzie wyznaczy¢ kmin oraz kmax,
jesli Ko(s) =1/(s+1)3.

7.4.3. Regulacja PI
Regulator PI ma transmitancje
1
Kgr(s) =k + kz;.
Mozna uwazac, ze powstal on przez réwnoleglte potaczenie czeéci proporcjonalnej i cal-

kujacej, patrz rys. 7.8. Poniewaz ma ona biegun w punkcie s = 0, zatem dla k; oraz ks
gwarantujacych stabilno$¢, wnioskujemy, ze lim;_ . £(t) = 0, jesli tylko yo(t) = 1(¢).

kl

1
S

Ky

Rys. 7.8. Regulator PI

Jesli ponadto transmitancja obiektu jest jak w (7.3), to

(k:15 + kQ)LO(S)
(k1s + ko) Lo(s) + sMo(s)’

Kz(s) =

Poniewaz réznica pomiedzy stopniami wielomianéw w mianowniku i liczniku wynosi p,
wiec
y M) =-- =y D(0)=0
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i dopiero

y(0) = by 2L = k2D ().

m

Regulacja PI zapewnia zatem zerowy uchyb ustalony, jak ma to miejsce przy regulacji
I, i jest tak szybka — wedlug naszej miary — jak regulacja P. Przyklad 7.4.6 pokazuje to
wyraznie.

Przyklad 7.4.5. Inercyjny obiekt drugiego rzedu oraz regulator typu PI maja transmi-
tancje: Ko(s) = 1/(s+ 1)? oraz Kg(s) = k1 + ka/s. Transmitancja systemu otwartego
jest wigc réwna (kys + k2)/(s® + 2s% + s). Wielomian charakterystyczny systemu za-
mknigtego ma zatem nastepujaca postaé: s3 + 2s2 + (1 + k1)s + k2. System ten jest
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy ko < 2k; + 2, k1 > —1 oraz ke > 0. Zbiér wszystkich
par (k1, ks), dla ktérych nieréwnosci te zachodza, jest pokazany na rys. 7.9.

Rys. 7.9. Zbioér par (ki, k2), dla ktérych system jest stabilny, przyklad 7.4.5

Przyklad 7.4.6. Niech teraz Ko(s) = 10/(s + 2) oraz yo(t) = 1(t). Dla regulatoréw P,
I oraz PI o transmitancjach 1, 1/s i 1+ 1/s uchyb przedstawiono na rys. 7.10. Wyzszo$¢
regulacji PI jest oczywista.

P

s
mN\_L t

Rys. 7.10. Uchyb w regulacji P, I oraz PI, przyklad 7.4.6

7.4.4. Regulacja PID

Regulator PID jest najbardziej rozbudowany, patrz rys. 7.11, ma transmitancje

1
Kgr(s) =k + kzg + kss.
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kys

Rys. 7.11. Regulator PID

Niech teraz yo(t) = 1(t). Poniewaz Kr(s) = (k3s® + kis + ko)/s, zatem dla ky, ko,
ks zapewniajacych stabilno§¢ zachodzi zbieznodé lim; o () = 0. Dla obiektu o trans-
mitancji jak w (7.3)

(k3s? + k15 + k2)Lo(s)
(k3s? + k1s + k2)Lo(s) + sMo(s) '

Argumentujac jak to robiliémy wczedniej, bez trudu dochodzimy zatem do wniosku, ze

Kz(s) =

y M) = =y®2(0) =0
i dopiero
yI0(0) = ks L = k2 (0).

Regulacja PID zapewnia zatem zerowy uchyb w stanie ustalonym. Jest ponadto naj-
szybsza ze wszystkich oméwionych.

Przyklad 7.4.7. Transmitancja obiektu jest réwna Ko(s) = 1/(s + 1)?, a regulatoréw,
kolejno, Kr(s) =1+1/soraz Kg(s) = 1+1/s+s. Dla yo(t) = 1(t), uchyb £(¢) pokazano
na rys. 7.12. W poczatkowym przebiegu, tzn. dla malych ¢, regulacja PID jest lepsza,
gdyz uchyb jest dla niej mniejszy. Jest to zwigzane z tym, ze £ (0) = —1 < 0, podczas
gdy dla regulacji PI &’(0) = 0. Dla wiekszych ¢, np. dla ¢t > 2, trudno jednak moéwié
o lepszej jakosci ktérejkolwiek z nich.

1 -
PID

Rys. 7.12. Regulacja PIi PID, przyktad 7.4.7

7.4.5. Poréwnanie regulacji P, PI oraz PID

Mozemy teraz dokona¢ podsumowania naszych rozwazan dotyczacych poszczegélnych
rodzajoéw regulacji. Wyniki analizy przeprowadzonej dla obiektu (7.3) i réznych typow
regulacji zestawiono w tabelach 7.1 oraz 7.2.
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Pierwsza dotyczy uchybu w stanie ustalonym, druga natomiast szybkosci regulacji,
czyli whasnoéci wyjscia obiektu w chwili ¢ = 0. Mozemy dzieki temu poréwnaé typy
regulacji P, I, PI oraz PID zaréwno dla malych, jak i duzych ¢, czyli pod katem szybkoSci
dzialania w poczatkowym przebiegu oraz wlasnoSci asymptotycznych. Przypominamy
przy tym, ze yo(t) = 1(t), a warunki poczatkowe w obiekcie i regulatorze sg zerowe.

Tabela 7.1. Wlasnoéci uchybu

regulacja | £(0) limy o €(2)
P L —1 2y
14 k1 Ko(0)
I 1 0
PI 1 0
PID 1 0

Tabela 7.2. Wiasnoéci wyjscia obiektu

regulacja |y(0)|[y ™V (0)| -~ |[y®=2(0)| y*D(0) | P (0) | y®(0)
P 0] 0 0 0 | kD)
A 0 0 0|30
PI 0 0 0 0 kl)\g))(o)
PID [0 ] 0 0 | k\D(0)

Zalety regulacji PID, rozpatrywane pod katem badanych wtasnoéci, sa widoczne. Jest
ona najlepsza pod wzgledem szybkoSci, co zawdzigcza rézniczkujacej czesci D. Jesli cho-
dzi o wlasnosci asymptotyczne, mozna ja postawi¢ na réwni z regulacja I oraz PI. Dla
t istotnie wiekszego od zera wyzszoS¢ regulacji PID nad PI moze jednak zanikna¢, o czym
Swiadczy przyklad 7.4.7. Wyjaénieniem tego efektu jest to, ze dla duzych ¢, gdy uchyb
zmienia sie wolno, wplyw czeSci D jest juz maly, patrz rys. 7.11.

7.5. Inne sygnaly wartoSci zadanej

Do tej pory badaliémy zachowanie sie systemu automatycznej regulacji w sytuacji,
gdy sygnal wartoéci zadanej jest skokiem jednostkowym, czyli gdy yo(t) = 1(¢). Zadanie
stawiane systemowi polegalo wiec na stabilizacji wyjScia obiektu. Niekiedy jest jednak
tak, ze sygnal ten ma ksztalt bardziej skomplikowany. W calej ponizszej analizie przyj-
mujemy, ze obiekt jest inercyjny i ma transmitancje Ko(s) = 1/Mo(s), a zamknigty
system regulacji jest stabilny.

Zaczniemy od sytuacji, w ktorej yo(t) = t. Poniewaz Yy(s) = 1/s%, zatem

1
EO) = T Ka Ko )
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Jesli wige zastosujemy regulator P o transmitancji Kr(s) = k1, to

__ Mo(s)
= E o) + )

Poniewaz stopnie wielomianéw Mp(s) oraz ki + Mo(s) sa identyczne, zatem sygnal
uchybu ma postaé (t) = c1t + ¢g + r(t), gdzie ¢ i ¢1 sa pewnymi liczbami, natomiast
lim; oo 7(t) = 0. Przy regulatorze P jest zatem tak, ze lim; o £(t) = 0o, co oznacza,
ze nie gwarantuje on ograniczonego uchybu. Nie spelnia on wiec stawianych przed nim
wymagan.

Dla regulatora I, czyli regulatora o transmitancji Kr(s) = 1/s, natomiast

B(s) = ot
SMo(S) +1

skad wynika, ze lim;_, . £(t) = Mp(0) < co. W stanie ustalonym uchyb jest wiec skon-
czony.

Niech teraz yo(t) = a + ft, a # 0, f # 0. W §wietle powyzszych rozwazan jest
oczywiste, ze przy ustalonym wczesniej obiekcie inercyjnym:

o lim;_,o £(t) = oo dla regulatora P,

e lim;_, . £(¢) istnieje oraz lim;_, . &’(t) = 0 dla regulatoréw I, PI oraz PID.
Regulator I zapewnia zatem, ze w stanie ustalonym:

e uchyb jest skonczony,

e uchyb predkosciowy wynosi zero.

Widzimy wigc, ze jeSli sygnal wartosci zadanej jest wielomianem zerowego rzedu (tzn.
jesli yo(t) = «), to mozna — z opisanymi juz wcze$niej skutkami — stosowaé zaréwno
regulator P, jak i I. Je§li sygnal ten jest wielomianem pierwszego stopnia (tzn. jesli
yo(t) = a+ ft), to regulator P nie jest przydatny. Mozna stosowaé jedynie regulator I.

Nalezy zwrdéci¢ uwage na to, ze przy wielomianowym sygnale wartoSci zadanej nie
mozna méwic jednak o ukladzie stabilizacji, bowiem zadanie jakie stoi przed systemem
polega na tym, aby wyjscie obiektu nadazalo za zmieniajaca si¢ wartoScia zadang. Mo6-
wimy wéwczas o systemie nadaznym lub §ledzacym. Zwykle jednak w systemach takich
sygnal wartosci zadanej ani nie jest z géry znany, ani nie jest wielomianem. 7Z tego tez
wzgledu wydaje sie, ze pelniejsza jest analiza, w ktérej przyjmuje sie, ze yo(t) zmienia
sie przypadkowo, czyli jest procesem stochastycznym. Do analizy takiej mozna stosowac
wéwczas probabilistyczne metody korelacyjne, patrz podrozdziat 8.4.

Cwiczenie 7.5.1. Niech system regulacji I bedzie stabilny. Wykaza¢, ze jesli granica
lim; o yo(t)/t istnieje, to lim;_, e(t) takze istnieje.



Rozdzial 8

Sygnaly losowe w systemach cigglych

8.1. Wprowadzenie

Zakladamy teraz, ze system o transmitancji K(s), rys. 8.1, jest pobudzany stacjo-
narnym procesem stochastycznym U (t) drugiego rzedu o funkeji korelacji Ry (7), patrz
dodatek E. System ten jest stabilny, jego transmitancja jest K(s) = L(s)/M(s), przy
czym | < m. OdpowiedZ impulsowa k(t) jest zatem funkcja ciagla na pdélprostej [0, 00),
przy czym fooo |k(t)|dt < oo oraz fooo k2(t)dt < oo, patrz wlasno$é 4.3.2. Pamigtamy przy
tym, ze k(t) =0 dla ¢ < 0.

—>—— K D
U(t) Y(t)

Rys. 8.1. System o losowym sygnale wej$ciowym

Zaczniemy od tego, ze czas przebiega teraz caly prosta, czyli ¢ € (—o00, 00). Poniewaz
system jest stabilny, wiec wyjscie systemu w chwili ¢ jest okre$lone przez catke

t
V() = / k(t — 7)U(7)dr. (8.1)
— 00

Z uwagi na to, ze sygnal U(t) jest realizacja procesu stochastycznego, jego wlasno§ci nie
sa blizej znane. Nie mamy w zwiazku z tym pewnosci, czy konkretna realizacja U(t)
jest funkcja na tyle gltadka, ze catka powyzsza istnieje. Nie mozna jej zatem interpretowé
jako zwyktej catki Riemanna. Bedziemy ja natomiast rozumie¢ w sensie $redniokwadra-
towym, patrz punkt E.1.3. Na temat ten wypowiada sie ponizszy rezultat, ktéry wynika
z twierdzenia E.1.1 o istnieniu calki $rednokwadratowej.

Twierdzenie 8.1.1. Catka $redniokwadratowa (8.1) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje catka Riemanna fooo k(t — )Ry (t)dt.

Najpierw zalozymy, ze proces U(t) jest bialym szumem, a w kolejnym podrozdziale,
ze jest on skorelowany.
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8.2. System pobudzany bialym szumem

Zakltadamy, ze system jest pobudzany stacjonarnym bialym szumem U(t) drugiego
rzedu. Zgodnie z uwaga E.1.1, calke (8.1) bedziemy traktowaé jako formalnie istniejaca.
Zatem, dla ustalonego t, Y (¢) jest zmienna losowa, a rodzina zmiennych losowych Y (t),
t € (—00,00), procesem stochastycznym. Teraz wykazemy, ze jest to proces stacjonarny
drugiego rzedu. Przypominamy przy tym, ze F oznacza warto$¢ oczekiwang.

Twierdzenie 8.2.1. Niech | < m i niech system bedzie stabilny. Jesli U(t) jest stacjo-
narnym biatym szumem, to proces Y (t) jest takze stacjonarny drugiego rzedu.

Dowéd. Zauwazmy, ze Ry (1) = 0%6(1) + m¥%, gdzie my = EU(t). Z wzoru (8.1)
wynika, ze

EYY (1) = / / K(t — )k(t — ))E{U(E)U (n)} dedn

[ [ k(t — €)k(t — n)R(E — n)ddy

o0 [e’e) 2
= a%]/o E*(T)dr +mi; (/0 k’(T)dT) < 00,

co oznacza, ze Y (t) jest procesem drugiego rzedu. Oczywiste jest, ze
B+nv®) = [ [ Kesr—ohtt—nRE - ndsdn

= o /_oo k(n —7)k(n)dn + mé; (/OOO k(T)dT>2 ;

ktéra to wielkoS¢ nie zalezy od t. Proces jest zatem stacjonarny, co konczy dowdd. ]

Wiasnoéci procesu stochastycznego Y (), czyli sygnatlu na wyjéciu systemu sg zebrane
ponizej.
Wilasno$é 8.2.1. Niech | < m i niech system bedzie stabilny. Jesli U(t) jest stacjonar-
nym bialym szumem o funkcji korelacji Ry (1) = 0%,6(7), czyli taki, ze EU(t) =0, to:
a) Y(t) jest stacjonarnym procesem drugiego rzedu,
b) EY (t) =0,EY?(t) = o3 [, k*(€)d¢,

¢) Ry (1) = of; [72 k(§)k(E — T)dE,
d) Ry (1) jest ciggla funkcjq ograniczong i lim, o Ry (7) =0,
e) Sy(w) =

o | K (jw)?,
f) Ryu(t) = o4 k(7).

Dowdd. Przede wszystkim stwierdzamy, ze whasnoci a), b) oraz c) zostaly juz wykazane
w dowodzie ostatniego twierdzenia. Aby wykaza¢ prawdziwo$é¢ d), zauwazmy, ze

| Ry (7)] = of;

[ e mmlee| < of maxlo] [ Ike)ide
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Ze stabilnoSci systemu wynikaja dwa istotne teraz fakty, a mianowicie to, ze maxy |k(t)]
< o0 oraz lim, o [ [k(€)|d¢ = 0. Zatem lim, .. Ry (7) = 0. Ponadto, z uwagi na
nieréwno$¢ |k(n — h) — k(n)| < |h||K'(n)], mozemy napisag, ze

Ry(r+h)—Ry(7)] < o /°° k(€ — 7 — h) — k(€ — )] K(O)] de

—00

IN

O'U|h| max |k |/ &)|dg.

Pamigtajac, ze max;e(o,00) |K'(t)| < 00, patrz wlasnoét 4.3.3, dochodzimy zatem do wnio-
sku, ze Ry (1) jest funkcja ciagla. Zatem d) zostalo zweryfikowane.
Wyliczajac transformate Fouriera funkcji korelacji, otrzymujemy

0¥ /00 /00 k(& —T)k(£)e 7@ dedr
= o} / / € —1)edEIE()e I dedr
= GUK( K( )7

SY (w)

gdzie K(w) jest transformata Fouriera odpowiedzi k(t). Poniewaz K(w) = K(jw) oraz
K(~w) = K(—jw) = K*(jw), zatem Sy (w) = 0,|K (jw)|?, co oznacza, ze e) jest praw-
dziwe.

Na koniec zauwazmy, ze

o

E{Y(t+T)U(t)}=/ REE{U(t +7 - U(t)}dE

—00

RYU(T)

[ " HO)3(¢ — 7)dE = o%k(r),

—00

co oznacza, ze f) jest prawdziwe. Mozemy wigc stwierdzi¢, ze wlasno$é¢ zostala w calosci
zweryfikowana. ]

Przyklad 8.2.1. Niech U(t) bedzie biatym szumem o zerowej $redniej i funkcji korelacji
§(7) iniech K(s) = 1/(s+1). Poniewaz k(t) = e~* dla t > 0, mamy wiec Ry (1) = e~ 7],
Sy (w) =1/(w?+1), EY(t) =0, EY?%(t) = 1/2 oraz Ryy (1) = e ".
Cwiczenie 8.2.1. Wyznaczyé Ry (1), Sy (7) i Ryu(7), jesli Ry (1) = 6(7) oraz:
a) K(s) =1/(s+1)*,
b) K(s)=1/(s+1)(s +2).
Cwiczenie 8.2.2. Niech U(t) = £(t)+(t), przy czym Re(7) = 6(1). Wyznaczyt Ry (1),
Ry (7)1 Ryy(7), jesli K(s) =1/(s+ 1) oraz:
a) p(t) =c,
b) ¢(t) = sinwt.

Zalézmy teraz, ze U(t) jest w dalszym ciagu bialym szumem o zerowej éredniej i funkeji
korelacji Ry (1) = 0(7), lecz transmitancja K (s) systemu jest taka, ze I = m, co oznacza,
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ze

gdzie M (s) = apms™ + -+ 4+ a18 + ag oraz L(s) = bys™ + - - - + b1s + bp. Wykazemy, ze
EY?(t) = cc. (8.2)

Zauwazmy w tym celu, ze K(s) = a—G(s), gdzie @ = by, /an, oraz G(s) = P(s)/M(s),
przy czym P(s) = aM(s) — L(s) jest wielomianem stopnia nizszego niz m. Zatem
Y(t) = &(t) — n(t), gdzie £(t) = aU(t). Sygnal n(t) jest natomiast wyjéciem systemu
o transmitancji G(s) pobudzanego sygnatem U(t). W rezultacie wigc znajdujemy naste-
pujace funkcje korelacji: Re(7) = @?6(7), Ry(1) = [70_ g(N)g(A — 7)dA oraz

Roe(r) = a/oo g E{U(T — \)U(0)}dA = a/oo g(N)o(T — N)d\ = ag(r).
Zatem
Ry(r) = Re(r)+ Ry(r) — Rey() — Rye(7)
— %)+ / g(Ng(A — 7)dA — ag(r) — ag(~7)

— a0+ | " g9 — 1A — ag(l).

—0o0

Wynika stad, ze Sy (w) = o2 + |G(jw)|? — 2a Re[G(jw)]. Zatem rzeczywiscie (8.2) zacho-
dzi, poniewaz EY?2(t) = (1/27) ffooo Sy (w)dw = oo, patrz (E.2), co jest spowodowane
tym, ze [l = m.
Przyklad 8.2.2. Niech teraz Ry (1) = 6(7) oraz K(s) = s/(s+1). Poniewaz mozemy
napisa¢, ze K(s) = 1—1/(s+ 1), a wigc Y(t) = U(t) — n(t), gdzie n(t) jest wyjéciem
systemu o transmitancji 1/(s+ 1) pobudzanego sygnalem U (t). Prowadzi to do wniosku,
ze Sy (w) =1+ 1/(w?+1) —2Re(1/(jw + 1)), co jest réwne 1 — (w? + 1), skad wynika,
patrz przyklad E.1.1, ze Ry (1) = §(7) — e~ I7L.
Cwiczenie 8.2.3. Wykazaé, ze jesli sygnal wejéciowy U(t) jest stacjonarnym, biatym
szumem o $redniej my i funkeji korelacji Ry (1) = 0%,6(7) +mi;, to:
) BY (1) = mu ,° (€)dE,
b) varY (t) = o, [, k:z(f)df,2
) EY2(t) =mi (Jy k(§)d€)™ + o [5° k2 (£)dE, )
Ry (1) = ot [25 R(EK(E —7)dé +mi; (J7 k()dE)",
Ry (1) jest ciagla funkcja ograniczona,

0 2
Ry () = mi, (J5~ k(€)dE) ", gdy 7 — oo,
g) Ryu(r) = of k(1) +mi; [~ k(&)dE.
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8.3. System przy pobudzeniu skorelowanym

Wykazaliémy, patrz wtasnos¢ 8.2.1, ze funkcja korelacji wyjscia systemu pobudzanego
bialym szumem jest ograniczona, tzn. ze |Ry(7)| < Ry(0) < oco. Zalozymy teraz, ze
sygnal o takiej wlasnie funkcji korelacji jest wejéciem systemu stabilnego o transmitancji
K(s). Jego wyjsciem jest Y (t).

Twierdzenie 8.3.1. Jesli system jest stabilny i U(t) jest stacjonarnym procesem dru-
giego rzedu o ograniczonej funkcji korelacji (czyli nie jest biatym szumem), to catka $red-
niokwadratowa (8.1) istnieje.

Dowéd. W dowodzie wystarczy skorzystaé z twierdzenia 8.1.1 (patrz takze wniosek
E.1.1) oraz tego, ze [;~ |k(T)| < oc. [

Zatem Y (t) jest, dla ustalonego t, zmienna losowa, a rodzina zmiennych losowych
Y(t), t € (—o0,00), procesem stochastycznym. Teraz wykazemy, ze jest to proces stacjo-
narny, drugiego rzedu o zerowej $rednie;j.

Twierdzenie 8.3.2. Niech | < m i niech system bedzie stabilny. Jesli U(t) jest stacjo-
narnym procesem drugiego rzedu o ograniczonej funkcji korelacji (czyli nie jest biatym
szumem) 1 zerowej §redniej, to Y (t) jest takze stacjonarnym procesem drugiego rzedu
o zerowej §redniej.

Dowdéd. Poniewaz

BY(; / / K(t — €)k(t — ) Ru (€ - n)d&dnRU<>(/O°°|k<T>|dT>2<oo,

zatem Y (t) jest procesem drugiego rzedu. Pamigtajac, ze EU(t) = 0 oraz fo 7)|dr
< 00, otrzymujemy EY (t) = [, k(7)dr EU(t) = 0. Ponadto
EY(t+n)Y(1)} = / / WE{U(t + 7 — U (t - )}dédn
= [ Homm R ¢+ sy
nie zalezy od t. Proces Y (t) jest zatem stacjonarny, co koficzy dowdd. [

WiasnoSci procesu Y (t) sa podane ponizej.

Wilasno$é 8.3.1. Niech | < m. Jesli U(t) jest stacjonarnym procesem drugiego rzedu
o zerowej §redniej i funkcji korelacji Ry (1), to:

a) Y(t) jest stacjonamym pmcesem drugiego rzedu, EY( ) 0

b) Ry (r) = [7 7, mRy(n+&§—7)dsdn = [= [72 k(&)k(n—7)Ry(n—&)d&dn,
¢) Ry (r ) jest czggl@ funkcy@ ograniczong i Ry (1) — 0 gdy T — 00,

d) Sy (w ) |K(jw)|25U( )

e) Ryu(t) = [,"k —7)dE, czyli Syy(w) = K(w)Sy(w).
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Dowdd. Punkt a) zostal wykazany wcezeéniej, natomiast b) wynika z tego, ze

/ / (M E{U(t + 7 — )U(t — ) }dedn,

Punkt ¢) weryfikujemy podobnie jak w podrozdziale 8.2. Aby dowie$¢, ze d) jest praw-
dziwe korzystamy z tego, ze gestos$¢ widmowa Sy (w) jest réwna

I

/ / / )7 k(n)e I Ry (1 + € — n)e U dedndr,

ktéra to wielkoSc jest z kolei réwna

/_ " R(E)evede /_ ey / T Ru(Me T dr = K(—jw)K (jw)Su ().

—00

Aby wykazaé e), wystarczy zauwazy¢, ze

Ryo(r) = [ T RHOEU( 47— U} de = / " RO Ru(€ - 7)de.

—00

Wiasno§¢ zostala zatem zweryfikowana w caloci. [

Zauwazmy, ze z b) wynika

< Ry(r / / (n— 7)Ru(n — €)dédn.

Poniewaz k'(t) jest funkcja ciagla, proces Y (t) mozna wiec rézniczkowaé w sensie $red-
niokwadratowym, patrz punkt E.1.3.

Przyklad 8.3.1. Wejsciem U (t) systemu o transmitancji K(s) = 1/(2s+ 1) jest sygnat
wyjéciowy systemu z przykladu 8.2.1, co oznacza, ze Ry (7) = e~ |7l. Poniewaz Sy (w)
=1/(w? + 1), zatem Sy (w) = 1/(4w? + 1)(w? + 1). Zauwazajac, ze 1/(4w? + 1)(w? + 1)
= 4/3(4w? + 1) — 1/3(w? + 1), patrz takze przyktad E.1.1, dochodzimy do wniosku, ze
Ry (1) = (4/3)e~2I"l — (1/3)e~I7l. Wynika stad zatem, ze Y () = &(t) — n(t), gdzie £(t)
i n(t) sa procesami wzajemnie nieskorelowanymi (czyli takimi, ze Re,(7) = Rye(7) = 0)
o gestosciach widmowych Se(w) = 4/3(4w? + 1) i S, (w) = 1/3(4w? 4 1), czyli funkcjach
korelacji Re(7) = (4/3)e™2I7! oraz R, (1) = (1/3)e~I7l.

8.4. Regulacja w obecnosci sygnalu losowego

Zbadamy teraz zachowanie ukladu automatycznej regulacji w sytuacjach, gdy dzialaja
nan sygnaly o charakterze losowym. Przypominamy przy tym, ze K (s) = L(s)/M(s) jest
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transmitancja uktadu otwartego, w ktorej L(s) i M (s) sa wielomianami o stopniach [ oraz
m. Ponadto

_ M(s)
Ke() = )
oraz
T

)= L(s) + M(s)

sa odpowiednio transmitancja uchybowsg i systemu zamknietego. Zakladamy przy tym,
ze system jest stabilny.

8.4.1. Warto$¢ zadana procesem stochastycznym

Sygnal zadany Yp(t) jest teraz stacjonarnym procesem stochastycznym o gestosci
widmowej Sy, (w), patrz rys. 8.2. Poniewaz Sg(w) = |Kg(jw)|?Sy, (w), zatem — jak to
wynika z (E.2) -

2

EsQ(t)%/w |KE(jw)|2Sy0(w)dw:% 7°° ‘% Sy, (w)dw.
Y(i) Y1)
Ko(s) ~
K —

Rys. 8.2. Uktad automatycznej regulacji. Sygnal wartosci zadanej bialym szumem
Zalézmy teraz, ze sygnal Yp(t) ma zerows $rednia, tzn. ze Sy, (w) = var[Yp]. W sytu-

acji takiej
var[Yp] [ M(jw)
s =50 [ | i

2
dw.

—00

Poniewaz zwykle jest tak, ze [ < m, wiec

Zatem Ee?(t) = oo, skad wynika, ze bialego szumu nie mozna niestety skutecznie §ledzié.

Argumentacja podana ponizej konczy si¢ identycznym wnioskiem. Nie odwoluje sig
jednak do metod czestotliwo§ciowych i operuje jedynie czasem. Poniewaz sygnal e(t)
mozna uwazaé za wyjscie systemu o transmitancji uchybowej Kg(s) pobudzanego biatym
szumem Yp(t), a zatem

2
dw = oo.

varle(9)] = vl | TR e,
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gdzie kg (t)=Kg(s), patrz ¢wiczenie 8.2.3. Poniewaz Kg(s) = 1—Kz(s) oraz I < m, wigc
kg(t) = 0(t) — kz(¢t), gdzie fooo k% (€)dé < oo, z uwagi na to, ze system zamkniety jest
stabilny i stopieni wielomianu L(s) jest nizszy od stopnia wielomianu L(s) + M (s), patrz
wlasno$¢ 4.3.7. Ze wzgledu na to jednak, ze kg(t) zawiera impuls Diraca, to fooo k% (€)d¢
= o0, patrz (A.5), skad w sposéb oczywisty wynika, ze var[e] = co. Oznacza to, ze
wariancja bledu przy $ledzeniu bialego szumu jest nieskonczenie wielka.

8.4.2. Zaszumiony sygnal wartosci zadanej

Zbadamy teraz zachowanie sie¢ ukladu automatycznej regulacji w sytuacji, gdy do
systemu dociera sygnatl zadany Yy (¢) zaszumiony stacjonarnym losowym sygnalem &(t),
co przedstawia rys. 8.3. Zakladamy przy tym, ze E{(t) = 0 i przez 02 oznaczamy
wariancje zmiennej losowej £(t). Nalezy zwrécié uwage, ze w tym przypadku o jako$ci
systemu §wiadczy nie sygnal e(t), lecz e(t) = Yo(t) — Y (¢). Zatem blad e(t) powinien byé
— w odpowiednim sensie — maly.

Y(t) Y (1) + &(1)

Ko(s)

&(t)
Ki(s)

Rys. 8.3. Uklad automatycznej regulacji. Zaszumiony sygnal wartoéci zadanej

Poniewaz e(t) = Yo(t) — Y (t) + £(¢), a zatem £{e(t)} = £{e(t)} — £{&(¢)}. Biorac
teraz pod uwage to, ze £{e(t)} = Kg(s)[Yo(s) + £{£(¢)}], otrzymujemy

Le()} = Kp(s)[Yo(s) + L{&(1)}] — £{&(1)} = Ku(s)Yo(s) + [Ke(s) — 1]L{&()}.
Zatem e(t) = eq(t) + e¢(t), gdzie £{eq(t)} = Kg(s)Ys(s) oraz

Slec(t)) = [Ki(s) ~ DE(E0) = A SE0) (©3)

Blad e(t) zawiera wiec dwie sktadowe, a mianowicie skltadowa eq(t) pochodzaca od
Yo(t) oraz e¢(t), ktérej prayczyna jest szum &(t). Jesli Yo(t) jest natury deterministycznej,
to eq(t) takze. Sktadowa tego typu — tzn. deterministycznego — byla juz przedmiotem na-
szej analizy, patrz rozdzial 7. Jedli sygnat Yy(¢) jest losowy, to analize tej sktadowej bltedu
nalezy przeprowadzi¢ tak, jak zrobiono to wobec systemu przedstawionego na rys. 8.2.

Teraz zbadamy skladowsg losows e¢(t) bledu pochodzaca od szumu. Z (8.3) wynika,
zZe
2

L) Se(w)

N ki
co — z uwagi na (E.2) — doprowadza do wniosku, ze

o - L [T __LUw)
Beelt) = 27r/ ‘L(jw) + M(jw)

—0o0

2
Se(w)dw.
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Jedli zatem £(t) jest biatym szumem, to

, .
_ % [T Lw)
Beg(t) = 5. /_w‘L(ijM(jw)

2

Gdy system jest taki, ze | < m, wéwczas catka w powyzszym wyrazeniu jest skonczona.
Mozna wtedy skutecznie regulowa¢ w obecnoSci bialego szumu, tym bardziej skorelowa-
nego.

Zauwazmy teraz, ze e¢(t) jest wyjéciem systemu o transmitancji —Kz(s) pobudzanego
bialym szumem &(t), patrz (8.3). Zatem, patrz éwiczenie 8.2.3,

Bt = af [ k3
gdzie kz(t)=Kz(s). JeSli transmitancja uktadu otwartego jest taka, ze I < m, to
o kZ(£)dé < oo, patrz wlasnose 4.3.7.

Cwiczenie 8.4.1. Niech Ko(s) = 1/(s + 1) oraz Kg(s) = k. Wyznaczy¢ EeZ(t), jesli:
a) Re(r) = 6(7),

b) Re(r) = e 17l

Cwiczenie 8.4.2. Niech Ko(s) = 1/(s + 1)3 oraz Kgr(s) = k. Zakladajac, ze system
zamkniety jest stabilny, wyznaczy¢ Eeg(t), jesli:

a) Re(r) = 6(7),

b) Re(r) = eI,






Rozdzial 9

Opisy systeméw dyskretnych

Podamy teraz rézne sposoby opisu wlasno$ci liniowych dynamicznych systeméw dys-
kretnych, czyli takich, w ktérych czas biegnie w sposéb dyskretny. System przedstawiony
na rys. 9.1 przeksztalca wejSciowy ciag liczbowy ..., u_go,u_1,ug, u1,us,... W ciag wyj-
§ciowy ...,Y—2,Y—1,%0,Y1,Y2, .. Clagi te, nazywane sygnatami, oznaczymy jako {u,}
oraz {yn}, a gdy nie bedzie zachodzi¢ obawa nieporozumienia, bedziemy pisaé¢ po prostu
Uy, OTAZ Y.

—>—

uIL yIL

Rys. 9.1. Dyskretny system dynamiczny

9.1. Ré6wnanie réznicowe

Zasadniczym opisem liniowego dyskretnego systemu dynamicznego jest nastepujace
liniowe réwnanie réznicowe:

AmYn + AGm—1Yn—1 + -+ + G0Yn—m = blun—m—H +---+ boun—wu (91)

przy czym | < m. Zakladamy przy tym, ze b # 0, ap # 0 oraz a,, # 0. Indeks
n przyjmuje kolejno wartosci 0,1, 2,3, ... Liczbe m nazywa sie rzedem réwnania, czyli
takze systemu. Warunkiem poczatkowym jest

Ymy- - Y—2,Y-1-

JeSliy_,, = -+ =y_1 = 0, to méwimy, ze jest on zerowy. Nalezy zwréci¢ uwage na to, ze
w a;, b; indeksy rozrézniaja wspélczynniki réwnania, natomiast w u; oraz y; oznaczaja
chwile.

Roéwnanie to opisuje zachowanie si¢ systemu, tzn. okresla jego reakcje na pobudzenie.
Przez pobudzenie rozumiemy cigg wejsciowy taki, ze u, = 0 dla n = —1,—2,..., tzn.
taki, ktoéry rozpoczyna sie w istocie w chwili n = 0. Aby go okresli¢, wystarczy zatem
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podaé wug,u1,usg, ... Pobudzeniem zerowym jest ciag u, = 0 dla n = 0,1,2,... (i, sila
rzeczy, dla n = ..., —2,—1). Reakcja jest natomiast ciag yo,y1, Y2, - ., r0Zpoczynajacy
sie w punkcie yg okreSlonym przez warunek poczatkowy.

W celu wyznaczenia reakcji systemu, tzn. rozwiazania réwnania, wykorzystamy na-
rzedzie jakim jest transformacja Z. Dokonana wobec obydwu jego stron, przy uwzgled-
nieniu tego, ze:

Z{yn—l} = Z_ly(z) +y-1,
Z{yn—Z} = ZﬁQY(z) +y—1271 +Y—2,
Z{yn—m} = Z_mY(Z) + y—lz_m—i_l + -+ y—m+13_1 +Y-m

oraz
Z{tp-m} = 27"U(2),..., Z{tp_msi} = 27U (2),

doprowadza do réwnania

(@m +amorz™" 4 agz )Y (2) = V(z7h) = (b2 4 boz MU (2),

przy czym V(z7!) jest wielomianem stopnia m — 1 argumentu z~! o wspétezynnikach

zaleznych od warunku poczatkowego oraz ag, ..., an_1. Wynika stad, ze

blzferl R bozim

Y(z) = U(z) +

G+ Q1271+ -+ agz™™

v

A+ Q1271+ +agz™™’

gdzie
V(™) = wpm1 +wpoz™t - FwpzT ™ (9.2)
jest wielomianem argumentu z ', ktérego wspélezynniki, jak juz wspomniano, zaleza od
warunku poczatkowego i aq, ..., am_1. Zatem
bzt +b 214 .. 4p my/(y—1
V()= b Ve
2™ + Qm—12M 7+ Fag 2™ + G122+t ag
Oznaczajac:
M(Z) = a’mzm + a’m_lszl + t + aop, (93)
L(z) = bzt + 127 4+ by (9.4)
oraz
W(z)=2"""V(z") =wn_12"™ + -+ w2z + wo, (9.5)
mozemy w koficu napisac, ze
Y(z2) = U 9.6

gdzie W (z) jest wielomianem stopnia m — 1. Wynika stad

Yp =271 {ZE/((ZZ)) } 421 { AZ((‘ZZ)) U(z)} : (9.7)
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gdzie n = 0,1,2,... Zaznaczmy jeszcze, ze M (z) nazywa si¢ wielomianem charaktery-
stycznym réwnania réznicowego, czyli takze systemu, a M (z) = 0 réwnaniem charakte-
rystycznym réwnania, a takze systemu.

Reakcja systemu zalezy zatem od:

e pobudzenia,

e warunku poczatkowego,

e wlasnoSci systemu.
Pierwsza skladowa odpowiedzi, nazywana przejSciowa, zalezy od:

e warunku poczatkowego,

e wlasnoSci systemu,

o lecz nie od pobudzenia u,,.
Jest ona oczywiscie odpowiedzig systemu na pobudzenie zerowe, gdyz w takiej sytuacji
U(z) = 0. Jest ona zatem rozwiazaniem nastepujacego réwnania jednorodnego:

AmYn + Gm—1Yn—1 + -+ + @oYn—m = 0. (98)

Druga sktadowa zalezy natomiast od:

e pobudzenia,

e wlasnoSci systemu,

o lecz nie zalezy od warunku poczatkowego.
Jest ona reakcja systemu na pobudzenie u,, przy zerowym warunku poczatkowym, wtedy
bowiem W (z) = 0.

Przyklad 9.1.1. Dla systemu o réwnaniu réznicowym
2Yn + A1Yn—1 + AoYn—2 = b1Up_1 + botin_2
otrzymujemy

(ag + a1z +agz72)Y (2) = V(z™h) = (biz7! + boz72)U(2),

gdzie
V(z™") = —a1y—1 — ag (yflz_l + y72) = —(a1y—1 — ay—2) — apy—12" "
Zatem
V(zt brz=t + byz—2
Y(z) = (71 ) =t : 1 - —U(z)
az +a1z=* 4+ apz a2 +a1z2=+ + apz
22V (271 biz + b
- Ve ), hieth g
a2z° + a1z + ag a2z° + a1z + ag
B G agy—2)z> — agy—12 b1z + by U(2)
a2 + arz + ag a22% + a1z + ag
W (2) b1z + bo

= + U(z),

asz?2+a1z+ag a2 +ai1z+ag

gdzie W(z) = —(a1y—1 — apy—2)z — apy—1. W rezultacie

Yo = Z-1 2W(2) Lz biz +bo U(z) b
as2? + a1z + ag as2? + a1z + ag
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Przyklad 9.1.2. Dla sytemu opisanego réwnaniem réznicowym

Yn + 2y7L—1 = 3uy,
wyznaczymy odpowiedz na pobudzenie u,, = d, przy warunku poczatkowym y_1 = 1.
Zrobimy to w sposéb naturalny, bez stosowania narzedzia jakim jest transformacja Z.

Dla n = 0, réwnanie to przyjmuje postac

Yo + 2y_1 = 3up,

skad wynika, ze yo = —2y_1 + 3ug. Poniewaz uy = 1 oraz y_; = 1, zatem yg = 1. Dla
n = 1, otrzymujemy

Y1+ 2yo = 3uq,
skad wynika, ze y; = —2yo + 3uy. Z uwagi na to, ze yo = 1 oraz u; = 0, znajdujemy wiec
y1 = —2. Dlan =2,

Y2 + 2y1 = 3ug,
a zatem yo = —2y; + 3ue, co daje yo = 4. Wyznaczyliémy zatem kolejno o, y1, yo.
Analogicznie mozemy znalezé ys, yy, - . ., czyli rozwiazaé réwnanie réznicowe. Metoda ta

nie prowadzi jednak do formuly analitycznej rozwigzania.

Przykilad 9.1.3. Dla systemu, warunku poczatkowego i pobudzenia jak w ostatnim
przykladzie wyznaczymy odpowiedz, stosujac transformate Z. Po obustronnej transfor-
magcji Z otrzymujemy

(1+2:71Y(2) 4+ 2y_1 = 3U(2),
czyli
2y_1 3

Yi(z) = —
(&) =—Tro Tt T

U(z).

Poniewaz U(z) = 1 oraz y_; = 2, zatem

skad wynika, ze
Yn = —2(=2)" +3(=2)" = (=2)".

Przyklad 9.1.4. Réwnanie réznicowe systemu jest nastepujace:
Yn — AYn—1 = bun + cup—1.

Wyznaczymy jego odpowiedz na pobudzenie u,, = J,, przy warunku poczatkowym y_1.
Dokonujac obustronnej transformacji Z, otrzymujemy

(1—az" Y (2) +y—1 = (b+cz "U(2),

czyli

Y_1 b+czt
Y(z)=—
(2) 1—az7!  1—az"1

U(z).
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Poniewaz U(z) = 1, zatem

z bz +c z c ab+c =z

z—a z—a Tz—a a a zZ—a

skad wynika, ze

b
Yn = *yflan - §5n+ wre

a”.

Cwiczenie 9.1.1. Przy warunku poczatkowym yg = 0, y; = 0 réwnanie drugiego rzedu
Yn = Yn—1 + Yn—2 generuje ciag Fibonacciego 0,1,1,2,3,5,8,13,... Wykaza¢, ze y,
= (1/VB)(AT = A3), gdzie A1z = (1 +V/5)/2.

Uwaga 9.1.1. Niekiedy, po dokonaniu przesuniecia, réwnanie (9.1) zapisuje sie w nieco
innej postaci, a mianowicie:

Yn+m + Am—1Yn+m—1 + -+ apyn = blun—i-l +-+ bOun-
Wynikajace stad réznice pokazemy na przykladzie réwnan
Yn — OYp—1 = Up—1 OrazZ Yp41 — AYp = Up.

Przy uwzglednieniu tego, ze Z{y,_1} = 271Y (2) +y_1, dokonujac obustronnej transfor-
macji £ wobec pierwszego réwnania otrzymujemy (1 — az 1Y (2) — ay_1 = 271U(2),
skad wynika, ze

az

1
Y(z)= ZiaU(Z)—i-yleia.

Zatem
1
Yp = Z71 {—U(z)} +y_a™th
z—«

Postepujac podobnie wobec drugiego réwnania i pamigtajac, ze Z{yn+1} = 2Y () — yo,
znajdujemy

Y(2) = ——U(2) + 10

Z— Z—

i dochodzimy do wniosku, ze

1 1
=2 { U6+ (-0, ")

Z—

Sktadowe przejSciowe sa zatem nieco inne, gdyz réznie jest rozumiany warunek poczat-
kowy.

Cwiczenie 9.1.2. Rozwigza¢ réwnanie

AmYn+1 + Am—1Yn +--F a0Yn—m—+1 = bmunJrl + -+ b()unferl;

w ktérym n =0,1,2,..., prayjmujac ¥m_1,---,Y_1, Yo jako warunek poczatkowy.
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9.2. Transmitancja

9.2.1. Definicja. Liniowo$¢ systemu

Definicja 9.2.1. Transmitancjg systemu dyskretnego nazywamy funkcje

K(2) = L(z) b+ 4 by 09
a M(Z) B A 2™ + Qp_12™ L - ag : .

Ponizsza wlasnos¢ jest oczywista.

Wiasnos$¢ 9.2.1. Przy zerowym warunku poczgtkowym,
Y(z) = K(2)U(2).

Transmitancja wiaze zatem transformaty Z pobudzenia i odpowiedzi systemu (jedy-
nie) w sytuacji, gdy warunek poczatkowy jest zerowy. Jest ona funkcja wymierng i jej
bieguny sa pierwiastkami wielomianu charakterystycznego M (z).

7 tego, ze ap # 0 wynika ponizsza wlasno$¢.

Wiasno$é 9.2.2. Transmitancja systemu opisywanego przez réwnanie réznicowe (9.1)
nie ma bieqguna w punkcie z = 0.

7 wlasno§ci 9.2.1 wynika wazne twierdzenie dotyczace liniowosci systemu.

Twierdzenie 9.2.1 (liniowo$¢ systemu). Jesli warunek poczgtkowy jest zerowy i jesli
na pobudzenia wy,, Uy @ Uy reakciami systemu $G Yn, Un & Yn, to odpowiedziami na wejscia
AUy, + B, Un—k, (k>0) oraz Z?:o u; $q odpowiednio ayy + Bln, Yn—k 0T0Z Z?:O Yi.

Dowdéd. Wystarczy skorzystac z wlasnosci 9.2.1. |

Jesli zatem warunek poczatkowy jest zerowy, to operacji liniowej na sygnale wejécio-
wym odpowiada taka sama operacja na sygnale wyjSciowym.

Wiasnoéé 9.2.3. W transmitancyi rzeczywistego systemu dyskretnego | < m.

Wyjaénimy teraz istote powyzszej wlasnoéci. Przypu$émy, ze jest inaczej, ze np.
Il = m+ 1. Wynika stad, ze K(z) = az + Y - k,z~". Niech teraz {u,} = 0,5
i niech ponadto warunek poczatkowy bedzie zerowy. Poniewaz U(z) = z7°, a zatem
Y(z) = K(2)U(2) = az™* + Y 02 g knz™""°. W rezultacie ys = a # 0. Odpowiedz
wyprzedza wiec pobudzenie, co nie jest mozliwe.

Korzystajac z pojecia transmitancji, odpowiedz systemu (9.7) na pobudzenie u,, przy
dowolnym warunku poczatkowym mozna zapisa¢ jako

21 W (2) -1 U (2
Yn = 2 { M(2) }—i—Z {K(2)U(2)}. (9.10)

Cwiczenie 9.2.1. Wyznaczy¢ transmitancje, rozumiang jako Y (2)/U(z), systemu opi-
sywanego réwnaniem

AmYn41 + Am—1Yn +-+ aWOYn—m+1 = bmun—i-l +-+ bOUn—m—i-la

w ktérym n = 0,1,2,..., & Ym_1,...,Y_1, Yo jest warunkiem poczatkowym, patrz ¢wi-
czenie 9.1.2.
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9.2.2. Systemy z op6znieniem

Do klasy systemoéw liniowych dotaczamy teraz pewna, specyficzng rodzine opisywang
réwnaniami réznicowymi z opdéznieniem, czyli réwnaniami o postaci jak ponizej

AmYn + Am—1Yn—1 +-- aOYn—m = blunfm%»l +-+ bOUnfm
+ b—lun—m—l +-+ b—ku7z—7n—k~

Wyrazy up—m—1,-- -, Un—m—k PO Prawej stronie réwnania, ktérym towarzysza wspétczyn-
niki b z ujemnymi indeksami, oznaczaja wystapienie tzw. opdznien. Najwieksze z nich
jest réwne k. Jak tatwo sprawdzi¢

bz bR Vi(z™h L(2)

Y(z) = U =
=) U + Q1271+ - 4 agz™ =)+ M(z) — zFM(2)

M(z)’

U(z) +

gdzie M(z) jest wielomianem jak w (9.3), natomiast V(271) i W(z) = 2™~V (271) sa
wielomianami pochodzacymi od warunku poczatkowego, patrz podrozdziat 9.1. Ponadto
L(z) = bpz" 4o bp2? + b2 by

Przez analogie,

L(z)
K(z) = 2k M (2)

nazywa sie transmitancja takiego systemu. Ma ona k-krotny biegun w punkcie z = 0.
Zwracamy przy tym uwage, ze rzedem systemu jest m. W szczegélnoSci zatem, system
o transmitancji K(z) = z~* op6znia o k.

W dalszych rozwazaniach nie bedziemy odréznia¢ systeméw bez opdznien od tych
z op6znieniami. Dlatego tez transmitancja bedzie miata postaé K(z) = L(z)/M(z)
niezaleznie od tego, czy wielomian M (z) ma jakikolwiek pierwiastek w punkcie z = 0 czy
nie.

Przyklad 9.2.1. Dla systemu o transmitancji K(z) = L(z)/z" réwnanie réznicowe ma
postac Yn = b_1Uup_1 + -+ b_NUp_N.

9.2.3. Transmitancja systeméw zlozonych

Laczac systemy, otrzymuje sie bardziej skomplikowane struktury, z ktérych najprost-
szg jest szeregowa, rys. 9.2, o transmitancji G(z)H (z).

> G b H()

u?l Z yn

n

Rys. 9.2. Struktura szeregowa

Transmitancja polaczenia réwnoleglego pokazanego na rys. 9.3 jest G(z) + H(z).
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—D—
n H(Z) Y =y + Zp
U 2y

Rys. 9.3. Struktura réwnolegla

Kolejna jest struktura z ujemnym sprzezeniem zwrotnym, rys. 9.4. Wejsciem jest
Un, wyjéciem y,. Jego transmitancje oznaczymy przez Kz(z). Uwzgledniajac to, ze
W(z) =U(z) = Y(z2) oraz Y(z) = K(2)W(z), otrzymujemy

Y(z) _ _K(2)

K = = .
23 =00 T 1T KRG
wll = un - yVL
K(z) ¥ P—
u” - y” yn
y?l
<

Rys. 9.4. Sprzezenie zwrotne

9.3. Transmitancja widmowa

Definicja 9.3.1. Transmitancjg widmowq nazywamy nastepujgcq funkcje argumentu w:
K(e) = K(2)] 2w -

Z uwagi na to, ze e/“ = cosw + jsinw, transmitancja widmowa jest funkcja perio-
dyczng o okresie 2w. Jej graficzne przedstawienie na plaszczyznie zmiennej zespolonej
dla w € [0, 7) nazywamy charakterystyka amplitudowo-fazowa.

Definicja transmitancji widmowej systemu dyskretnego, aczkolwiek by¢ moze osobliwa
na pierwszy rzut oka, pozostaje w $cistym zwiazku z pojeciem transmitancji widmowej
systemu ciaglego oraz transformacja Laplace’a, patrz podrozdzial B.6.

Przyklad 9.3.1. Dla systemu o transmitancji

6
K(z) = ———
() 622452 +1
transmitancjg widmowsg jest
, 6
K(e%) =

6ei2w 4 hew 4+ 1°

Jej wykres, czyli charakterystyke amplitudowo-fazowa, pokazano na rys. 9.5.
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ImK(e")
1
VAR

Rys. 9.5. Przyktad charakterystyki amplitudowo-fazowej,
przykiad 9.3.1

ReK(e")

9.4. Odpowiedzi na standardowe pobudzenia

Standardowymi pobudzeniami stosowanymi przy analizie systeméw dynamicznych sg
dyskretny impuls Diraca §,,, skok jednostkowy 1,, oraz sinusoida sinwn. Warto przy-
pomnie¢, ze K(z) = L(z)/M(z), gdzie L(z) i M(z) sa wielomianami jak w (9.4) oraz
(9.3).

9.4.1. Odpowiedz impulsowa

Zaczniemy od definicji, ktéra nawiazuje w sposéb oczywisty do pojecia odpowiedzi
impulsowej systemu cigglego.

Definicja 9.4.1. Odpowiedzig impulsowq {ky} nazywamy reakcje systemu na pobudzenie
impulsem dyskretnym d,, w sytuacji, gdy warunek poczgtkowy jest zerowy.

Zwigzek pomiedzy odpowiedzig impulsows i transmitancja ustala ponizsza wlasno$c.

Wiasnos¢ 9.4.1. Odpowiedz impulsowa © transmitancja sq powigzane nastepujgcym wzo-

o k, = Z7HK(2)}.

Dowdéd. W dowodzie wystarczy skorzysta¢ z wlasnoéci 9.2.1 oraz wzia¢ pod uwage to,
ze Z{0,} = 1. ]

OdpowiedZ impulsowa jest wiec oryginatem transmitancji K(z). Podana wlasnosé
rozumiemy oczywiscie w ten sposéb, ze k, = 0dlan = —1,-2,... oraz k,, = Z"HK(2)}
dlan =0,1,... Aby ja znalez¢, oznaczymy jej bieguny jak nastepuje:

rzeczywiste &y, ..., &, rézne o krotnosciach ki, ..., kp,
pary zespolone (11,71), - - -, (1,,7,), rézne o krotnoéciach sy, ..., kg, (9.11)
przy czym 1); = |n;le’ i =1,...,q.
Jest przy tym oczywiste, ze > 0 k; +2> ¢ | k; = n. Oznaczmy jeszcze
(n+k—1)!
n! '
Zauwazmy, ze 0,(1) =1, 0,(2) =n+1, 6,(3) = (n + 1)(n + 2) itd. W ciagu 6, (k) do-

minujacg skladowa jest zatem n*~!. Ponadto D jest operatorem opéznienia, co oznacza,
ze D{wn} = xn_1, D*{xy} = T2 itd.

0, (k) = (9.12)
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Wiasnosé 9.4.2 (bieguny dowolne). Niech K(z) ma bieguny oznaczone jak w (9.11).
System ma nastepujgca odpowiedz impulsowq:

kn = n j71 {9”(']) :L}
i=1 j= 1
4 ki
+ 222 w“' D Ol cos(win + i)}
i=1 j= 1

gdzie: ap = K(0),

1 1 . dki—d

= G, e [~ 6K
11 dmd .
Bij = ﬁn_ Zlﬂn dzri—i [(z = ;)™ K (2)]

oraz p;; = arg 3;;.

Dowéd. Po dokonaniu rozkladu na ulamki proste otrzymujemy

1 By B,
e ‘0‘0‘*22 EEa +ZZ Gnp " G-np )’

zlJl =1 j=1

a wspolczynniki ag, a4, B;; znajdujemy bez trudu, korzystajac z twierdzenia B.2.1. m

ij
Dla biegunéw jednokrotnych odpowiedz impulsowa mozna zapisa¢ w znacznie prost-
szej postaci.

Whniosek 9.4.1 (bieguny jednokrotne). Jesli bieguny transmitancji oznaczone jak
w (9.11) sq jednokrotne, to system ma nastepujgcq odpowied? impulsowaq:

p q
08, + 3 €l + 23 Byl cos(wn + ,),

i=1 i=1

gdzie:

1 . 1.

o; = lim (2 — §)K(2), B; = — lim (2 — ;) K(2),¢; = arg B;.

& 2—&; i 27
Uwaga 9.4.1. Pary (|n]e’*, |nle™*), (a|n|e’, aln|le™7*), a > 0, czyli pary biegunéw
lezacych na tych samych pélprostych o poczatku w punkcie (0, j0), wnosza do odpowiedzi
impulsowej skladowe o tej samej pulsacji w.

Kazdy biegun rzeczywisty i kazda para biegunéw zespolonych wnosza do odpowiedzi
odpowiednie skladowe. Pojedynczy biegun rzeczywisty, powiedzmy &, jest przyczyna
pojawienia si¢ sktadowej €. Jedli jego krotno$¢ jest k, to w odpowiedzi pojawiajg si¢
(z doktadnoécig do przesuniecia i stalego mnoznika) sktadowe:

£n7n£n7 A 7nk‘71§n'
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Z lematu B.3.1 wynika, ze jeSli [£| < 1, to, niezaleznie od krotnoéci, sktadowe zwiazane
z tym biegunem maleja do zera, gdy n — oo. Jedli || = 1 i biegun jest jednokrotny,
to skladowa £" przez niego wnoszona jest ograniczona, lecz nie maleje do zera. Jeli
natomiast |£| > 1, to, z uwagi na wspomniany lemat, niezaleznie od krotnoéci kazda ze
sktadowych odpowiedzi ma te wlasnosc, ze jej wartos¢ bezwzgledna narasta do nieskon-
czonosci, gdy n — oo.

Z kolei pojedyncza para (1,7), n = |n|e’*, powoduje, ze w odpowiedzi obserwujemy
sktadows typu |n|™ coswn. JeSli para ta ma krotnos¢ k, to w odpowiedzi wystepuja
sktadowe (takze z dokladnoScia do przesuniecia i stalego mnoznika)

|"n* =1 cos wn.

[n|"ncoswn,...,|n
Kazda para biegunéw zespolonych wnosi sktadowa periodyczna. Z lematu B.3.1 wynika,
ze jesli |n| < 1, to, niezaleznie od krotnosci, wszystkie sktadowe z nig zwigzane maleja do
zera, gdy n — oo. Jedli natomiast || > 1, to amplitudy tych skladowych narastaja do
nieskonczonoSci.

Wiasnoéé 9.4.3. Niechp=m —1. Dlap=0,

b
ko=—+#0
0 U 7é )
natomiast dla p > 1,
‘ . b
ko=ki1=---= p_lezdopzemkp:a—7é0.

Dowéd. Jest oczywiste, ze transmitancje mozna przedstawi¢ jako nastepujace rozwinie-
cie: K(z) = ko + kiz7' +--- Dla p = 0, zatem ko = by, /am # 0. Dlap =1, ky =0
iky =b/am #0. Ogdlnie, dla p > 1, sytuacja jest oczywista. ]

Powyzsza wlasno$t orzeka, ze im wieksza réznica pomiedzy stopniami wielomianéw
M(z) i L(z), tym dluzej odpowiedZ impulsowa réwna sie zero, a zatem tym wolniejsza
jest reakcja systemu.

Przykiad 9.4.1. System o transmitancji K(z) = z/(z + 1/3) ma odpowiedz impulsowsa
kn = (—=1/3)™.

Przyklad 9.4.2. Dla systemu o transmitancji K (z) = z(2z+1)/(z—2)(2+3) odpowiedz
impulsowa jest réwna k,, = 2™ + (—3)™.

Przyklad 9.4.3. System o transmitancji K(z) = 1/(z — 3) ma odpowiedZ impulsowa
o postaci k, = (1/3)(3™ — dy,).

Przyklad 9.4.4. System o transmitancji K(z) = 2%/(z — 1)? ma odpowiedZ impulsowa
k, =n.

Przyklad 9.4.5. Dla K(z) = (72 +6)/(223 + 2% 4+ 42 + 5) znajdujemy ko = k; = 0,
ko =17/2.

Przyklad 9.4.6. Dla K(z) = (322 4+ 3z +4)/(52% + 62 + 7) wyliczamy ko = 3/5.
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Przykiad 9.4.7. Dla transmitancji K(z) = (by2™ + bp12™ 1 4 - + bz + by) /2™,
mamy K(z) = by, + bp1271 4+ -+ + b127™ L 4+ byz=™. Odpowiedzia impulsowa jest
zatem ko = by, k1 = bm—1, - -, k;m—1 = b1, ki = bo, k;m+1 =0, kg2 =0, ... Ustala sig
wiec ona po skoficzonym czasie.

9.4.2. Odpowiedz skokowa

Definicja 9.4.2. Odpowiedzig skokowq {\,} nazywamy reakcje systemu na pobudzenie
skokiem jednostkowym 1, w sytuacji, gdy warunek poczgtkowy jest zerowy.

Podamy teraz relacje miedzy odpowiedzig skokows i transmitancja.
Wiasno§é 9.4.4. Zwigzek miedzy odpowiedziq skokowq i transmitancjq jest okreslony

wzorem
An zl{ & 1K(z)}.

z —

Jest przy tym oczywiste, ze wlasno$¢ powyzsza rozumiemy w ten sposéb, ze A, = 0
dlan=...,-2,—1oraz \, = (2/(z — 1)) Z"H{K(2)} dlan =0,1,...

Wiasno$é 9.4.5 (bieguny dowolne). Niech bieguny transmitancji K (z) bedaq oznaczo-
ne jak w (9.11), przy czym & = 1. System ma nastepujgca odpowied’ skokowaq:

ki+1 e ki
An = Z (] 1) DI~ 1{9n }Jrz DJ 1{9n }
J=1 =2 j= 1
q  Kq |d’L]| j—1 n 4
+ 2 Z Z D {e'n |771| COS(nwl + 1/111)} ,
i=1 Jf1
gdzie:
1 . dkit+1-3 .

U+ 1-j) lim =5 [ = DMK ()]

L 7 1

1 dri—J 1
ij = lim _m )R K
I ! ( - j)' ZL’TI dZ'Q?_J |:(Z 771) 2—1 (Z):|

oraz 7»%‘ = argd;;.

Dowéd. Z wilasnoéci 9.4.4 wynika, ze odpowiedz skokowa jest oryginalem transformaty
2K (z)/(z—1). Dokonujac zatem rozkladu funkeji K(z)/(z—1) na utamki proste i mnozac
nastepnie obydwie strony otrzymanego rezultatu przez z, otrzymujemy:

d”Z (L‘jz
- 771 (Z - 7_71)]

k?1+1 p kl Ki |:

K= ey T ey +ZZ

=2 j=1 i=1 j=1

a jego wspoélczynniki ¢y, ¢4, di; znajdujemy, korzystajac z twierdzenia B.2.1. [
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Gdy bieguny transmitancji sa jednokrotne, odpowiedz skokowa ma postaé jak w po-
nizszym wniosku.

Whniosek 9.4.2 (bieguny jednokrotne). Jesli bieguny transmitancji oznaczone jak
w (9.11) sq jednokrotne i wszystkie réine od 1, to

p q
An = K1)+ el +23  |dil|n,|™ cos(nw; +1b,),
=1

i=1

gdzie: ; = argd,,

¢ = £ 1 Zlgg(z — &) K(2),
d; lim (z — ;) K(2).

B ni — 1 z=m

Zwiazek miedzy odpowiedzia skokowa i impulsowsa okresla ponizsza wlasnoSe.

Wiasnoé¢ 9.4.6. Odpowied? impulsowa i skokowa sq powigzane wzorem
n
)\n = Z ki; CZyli kn = )\n - )\n—lv
i=0

gdzie A1 = 0.

Kolejna wlasno$¢ w sposéb oczywisty nawiazuje do wiasnosci 9.4.3 dotyczacej odpo-
wiedzi impulsowe;j.

Wiasno§é 9.4.7. Niech p=m — 1. W odpowiedzi skokowej
, . b
Ao =M ==X, =01 dopiero A\p11 = # 0.
m

Przyklad 9.4.8. Dla systemu jak w przykladzie 9.4.7, odpowiedz skokowa jest taka, ze
)\O = bmv )\1 = bm—l + b7n7"'7 )\m—l = Z:il bi7 )\m = Z:’;O b'i i dalej )\m—l-l = )\mv
Am+2 = Am, ... Ustala sig¢ ona zatem po skoficzonym czasie.

Przyklad 9.4.9. Dla transmitancji podanej w przykladzie 9.4.5, bez trudu znajdujemy
)\0 = )\1 = )\2 =0 oraz )\3 = 7/2

Przyklad 9.4.10. Dla transmitancji jak w przykladzie 9.4.6, wyznaczamy Ag = 0 oraz
A1 = 3/5.

Przyklad 9.4.11. Dla transmitancji K(z) = (b1z + bo)/(a22% + a1z + ap), wyliczamy
k’o = 0, k’l = bl/ag oraz )\0 = )\1 = 0, )\2 = bl/az.

Przykiad 9.4.12. Dla systemu o transmitancji K (z) = (b1 2+bg)/(azz>+asz?+a12-+ag),
Znajdujemy k’o = kl = 0, k’z = bl/ag oraz )\0 = )\1 = )\2 = 0, )\3 = bl/a3.
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9.5. Splot dyskretny

Z uwagi na to, ze Z~Y{K(2)U(z)} = 3" kn—su;, patrz punkt B.1.1, przy zerowym
warunku poczatkowym, wyjscie wyraza sie wzorem

n n
Yn = E kp—iu; = E kittn—i,
s i=0

gdzie k; jest odpowiedzia impulsowa.
Odpowiedz (9.10) systemu przy dowolnym warunku poczatkowym mozna teraz zapi-
saC w nastepujacy sposob:

_ o1 [2W(2) < .
Yn=Z { e }+§knu (9.13)

9.6. Réwnanie fazowe
Przy zerowym pobudzeniu, zachowanie si¢ systemu jest opisywane przez réwnanie
jednorodne (9.8). Zakladamy przy tym, ze a,, = 1. Wprowadzajac wiec wektor fazowy

£n = [yn*mﬁ*h ey Yn—1, y’ﬂ]T

)

zauwazamy, ze w takiej sytuacji

E'n, = A£n717 (914)
n=20,1,2,..., przy czym
0 1
0 1
. ) |0 I
A= - = [ v ] (9.15)
0 1
—Gp —aip —a2 —Om—1

jest tzw. macierzg fazowa. ROwnanie powyzsze nazywa sie fazowym,
E1=[Y-m, - 7y—2,y—1]T
jest jego warunkiem poczatkowym, a rozwigzanie ma postac:
€, = An+1£0-

Ciag punktéw &g,&1,€&,, ... W przestrzeni fazowej nazywa sie trajektoria fazowa.
Zauwazmy, ze

det(AI— A) =A™ + @ 1 A"+ -+ a1\ + ag.

Zatem det(AI—A) = M ()), gdzie M (X) jest wielomianem charakterystycznym jak w (9.3)
réwnania skalarnego (9.1). Wynika stad ponizsza whasnosé.
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Wiasnos$é 9.6.1. Wartosci wlasne macierzy A, pierwiastki charakterystyczne réwnania
skalarnego (9.1) oraz biequny transmitancji sq identyczne.

Przy warunku poczatkowym &€ ;| = [y_mi1,---,Y_2,9_1]7 reakcja systemu na wy-
muszenie zerowe jest
_ Tantls _ o1 [2W(2)
n=cl A =Z , 9.16
gdzie ¢ = [0,...,0,1]7, natomiast W(z) jest wielomianem jak w (9.7). W rezultacie

reakcje (9.13) systemu na wymuszenie u,,, przy dowolnym warunku poczatkowym, mozna
zapisat nastepujaco:

Yo = cTA"TIE |+ Z K. (9.17)
i=0

Cwiczenie 9.6.1. Sprawdzi¢, ze jesli

N = [yna Yn—1,--- 7ynfm+1]T7
to
—am—-1 - —a1 —ao
1 0
N = : MNn—1
1 0

Cwiczenie 9.6.2. Sprawdzi¢, ze dla réwnania réznicowego
OmYnt1 + Qm—1Yn +** + QYn—m+1 = 0,
n=0,1,2,..., otrzymujemy réwnanie fazowe (9.14), w ktérym warunkiem poczatkowym
jest €5 = [Y—mat1s---,Y—1,Y0]T, patrz éwiczenia 9.1.2 i 9.2.1.
9.7. System ciagly sterowany dyskretnie

Instalujac w systemie ciaglym urzgdzenie nazywane impulsatorem, zamienia sie go
niejako w system dyskretny. Innym urzadzeniem stosowanym w takich systemach jest
ekstrapolator, ktéry zamienia ciag impulséw Diraca w funkcje schodkows.

9.7.1. Impulsator, ekstrapolator

Wejsciem impulsatora, patrz rys. 9.6, jest sygnal u(t), natomiast wyjéciem

u(t) = i u(nT)(t — nT). (9.18)
n=0

Zamienia wiec on funkcje czasu w cigg impulséw Diraca, modulowanych przez jej wartosci
w chwilach 0, T', 27", 3T, ... Liczba T nazywa sie okresem impulsowania.
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Rys. 9.6. Impulsator

Impulsator moze wspolpracowaé z ekstrapolatorem oznaczonym na rys. 9.7 jako E.
Jego wejéciem jest ciag impulséw Diraca jak w (9.18). Wyjsciem @(t) jest natomiast
funkcja stata pomiedzy chwilami, w ktérych dziala impulsator, tzn. stala na odcinkach
[0,7),[T,2T),... Na odcinku [0, T') przyjmuje ona warto$¢ u(0), na [T, 2T") wartosé¢ u(T),
na kolejnym [2T, 3T") warto$§¢ w(27") itd. Ogdlnie zatem

a(t) =u(nT), dlat € [nT, (n+1)T).

Zauwazmy, ze

a(t) = > u(nT) [1(t —nT) = 1(t — (n+ 1)T)], (9.19)
n=0
skad wynika, ze
7 71 ~ —nsT _ —(n+1)sT| _ 1 7675T - —nsT
U(s) = S Zu(nT) e e =— Zu(nT)e .
n=0 n=0

Zatem, z uwagi na to, ze U*(s) = Y7 ju(nT)e T, otrzymujemy ostatecznie

1—e 5T

U(s) U*(s). (9.20)

S

N 1111 R el

49—/_9_ E >

u(t) T wr (1) u(t)

Rys. 9.7. Impulsator z ekstrapolatorem

9.7.2. Transmitancja

System ciagly moze wspdtpracowaé z dwoma synchronicznie dziatajacymi impulsa-
torami o okresie T', z ktérych jeden znajduje sie na wejSciu tego systemu, a drugi na
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wyjSciu, rys 9.8. Sygnaly w*(¢) 1 y*(¢) sa ciagami impulséw Diraca, przy czym u*(t)
okreslone jest wzorem (9.18), natomiast

y'(t) =Y y(nT)s(t —nT).

n=0

K(s) "

> K —D—

u?l yn

Rys. 9.8. Obiekt ciagly sterowany przez impulsator

7Z sygnatem u*(t) mozna w sposéb wzajemnie jednoznaczny skojarzyé ciag liczbowy
u(0), u(T), w(2T),..., a z sygnalem y*(¢t) ciag y(0), y(T), y(2T),... Oznaczajac wiec
un, = u(nT) oraz y, = y(nT), mozna powiedzie¢, ze ciag wejSciowy ug, u1, Uz, ... jest
przez system dynamiczny przeksztalcany w ciag yo, y1,y2, - . . System, ktéry to robi, jest
oczywiScie dyskretny.

Zmajdziemy teraz jego transmitancje. Przy zerowym warunku poczatkowym w obiek-
cie (tzn. systemie ciagtym o transmitancji K (s)), otrzymujemy Y (s) = K (s)U*(s), skad,
na podstawie reguly o splocie, punkt B.1.1, wynika, Zze jego sygnalem wyjsciowym jest
y(t) = f(f k(t — 7)u*(7)dr. Zatem

n

n nT
y(nT) = u(iT) /0 k(nT — 7)3(r —iT)dr = _ k((n — i)T)u(iT).

i=0 i=0

Oznaczajac k, = k(nT), mozemy wiec napisaé, ze y, = Y .o kn—iu;. Zatem K’(z), czyli
transmitancja systemu dyskretnego o wejsciu w,, i wyjsciu y,,, patrz rys. 9.8, jest réwna
Z{ky}, czyli

K(z) = Z{k(nT)}.
Odpowiedzig impulsowg systemu jest oczywiscie k.
Schemat postepowania przy znajdywaniu transmitancji dyskretnej jest pokazany po-
nizej:
4 .
K(s) £ k(t) = k(nT) = Z{k(nT)} = K(2). (9.21)

Impulsatorowi znajdujacemu sig na wejéciu systemu ciagtego o transmitancji K(s)
moze towarzyszy¢ ekstrapolator, co pokazano na rys. 9.9. Sygnaly w*(¢t) i y*(¢) sa
ciggami impulséw Diraca, z ktérymi mozna w sposéb wzajemnie jednoznaczny skojarzy¢
ciagi liczbowe u(0), w(T),w(2T),... oraz y(0),y(T),y(2T),... Oznaczajac u, = u(nT)
i yn, = y(nT), mozemy zatem stwierdzi¢, ze ciag liczbowy ug, u1, ua, . .. jest przez system
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dynamiczny przetwarzany na ciag yo,y1,y2,- . . i ze system, ktéry wykonuje te operacje,
jest natury dyskretnej.

Rys. 9.9. Obiekt ciagly sterowany przez impulsator z ekstrapolatorem

W celu znalezienia jego opisu zakladamy, ze w systemie ciaglym o transmitancji K (s)
warunek poczatkowy jest zerowy. Zauwazmy, ze z (9.20) wynika

Y(s) = K(s)U(s) = H(s)U*(s), (9.22)
gdzie
1—esT

Zauwazmy dalej, ze

S

S H(s)) = ¢! {EK(S)} s {1K(s)e—sT} ) —AE—T),

gdzie A(t) jest odpowiedzia skokowa systemu o transmitancji K(s). Stosujac wobec
réwnosci (9.22) regule o splocie, punkt B.1.1, otrzymujemy wiec y(t) = £(¢) + &(t — T),
gdzie £ (t) = fot A(t — 1) u* (1) dr. Uwzglednienie (9.18) prowadzi zatem do wniosku, ze
EMT) =" A ((n—=9)T)u(iT), czyli &, = 31" o Ap—iui. W koficu otrzymujemy

System dyskretny ma zatem transmitancje
K(z)=Z{n =M1} =2 — 2712\,

czyli

K’(z):z_l

—Z{A\(nT)}. (9.23)

Mozemy wiec podac nastepujacy schemat postepowania, ktéry prowadzi do transmitancji
dyskretnej:

%K(s) £ () = A(nT) — Z—jZ{A(nT)} — K(2). (9.24)

Przyklad 9.7.1. Niech teraz K(s) = 1/(s + a). Poniewaz k(t) = e~*, a zatem k(nT)
= e 7T skad wynika, patrz (B.5), ze K(z) = z/(z — e~ ?T).



9.7. System ciggly sterowany dyskretnie 153

Przyklad 9.7.2. Dla K(s) = 1/s znajdujemy k(t) = 1. Wynika stad, ze k,, = 1. Zatem
K(z)=z/(z—1).

Przyklad 9.7.3. Wezmy pod uwage system ciagly o réwnaniu y(t) = u(t — T), czyli
réwnaniu rézniczkowym zerowego rzedu z opdznieniem. Jego odpowiedzig impulsowa
jest k(t) = 6(t — T), a transmitancjg K(s) = e~*7 (jako transmitancje rozumiemy oczy-
wicie iloraz Y( )/U(s)). Zauwazmy, ze k, ma teraz posta¢ {0,1,0,0,...}, skad wynika,
ze K (2) = 2~ 1. System dyskretny o tej transmitancji nalezy do klasy systemow 7 OpOz-
nieniem, patrz punkt 9.2.2. Zauwazmy, ze punkt osobliwy transmitancji K(s), czyli
s = —o0, odpowiada punktowi osobliwemu, czyli biegunowi, z = 0 transmitancji K (z).
Cwiczenie 9.7.1. Korzystajac z ostatniego przyktadu, wyznaczyc K (2), jesli system jest
opisywany réwnaniem y'(t) +y(t) = u(t — T'), czyli réwnaniem rézniczkowym pierwszego
rzedu z opoznieniem. Nastepnie wyznaczy¢ te transmitancje dla systemu o réwnaniu
y/(5) + y(t) = ult — T/2).

Cwiczenie 9.7.2. Sprawdzi¢, ze dla transmitancji K(s) = w/(s? + w?) otrzymujemy
K(2) = zsin(wT) /(22 — 2z cos(wT) + 1).

Cwiczenie 9.7.3. Poniewaz K(z) = Y00 o k(nT)z~™, a zatem mozemy napisac, ze
TK(eT) = Yoo ok(nT)Te T, Nastepnie, z uwagi na to, ze prawdziwa jest réw-
no$¢ limyp_o > 2 k(nT)Te " = fooo k(t)e stdt = K(s), otrzymujemy ostatecznie
limp_o TK(e5T) = K(s).

Przyklad 9.7.4. Niech teraz K(s) = a/(s + a). Poniewaz A(t) = 1 — e~ a zatem
A(nT) =1 — e 7T skad wynika, ze K(2) = (1 —e 1) /(2 — e~9T).

Cwiczenie 9.7.4. Z (9.23) wynika, ze K(e5T) = ((esT — 1)/TeL*T) oo )\(nT)Te_L*"T
Zauwazajac nastepnie, ze limp_o Y oo A(nT)Te "1 = fo Ye stdt = sT1K(s) oraz
limp_o(es? —1)/TesT = s, otrzymujemy limp_ o K (e%7) = K(s).

Cwiczenie 9.7.5. Zweryfikowaé ponizsza tabele:

K(s) K(z) K(z)
k k k
1 z 1—eT/7
Ts+1 7(z — e T/7) z—e T/
1 z T
s z—1 z—1
1 (1—eT/Im)z (z—1)Te T/7
s(rs+1) | (z=1D(z—eT/m) | z(z—eT/7)
s z—1
Ts+1 T(z—eT/7)

Uwaga: Dla K(s) = k odpowiedzig impulsowa jest k(t) = 0(t) i dlatego przyjmujemy
k(0) =1 oraz k(nT) =0,dlan =1,2,...
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9.8. Zwiazki miedzy opisami

Podobnie jak w systemach o czasie cigglym, zwigzek miedzy réwnaniem réznicowym
(tam rézniczkowym) a transmitancja nie jest wzajemnie jednoznaczny. Swiadcza o tym,
na przyklad, systemy o réwnaniach

Yn + Yn—1 = Up—1

oraz
Yn + 3yn71 + 2yn72 = Up—1*+ 2un72-

Transmitancja pierwszego jest réwna

21 1

1+2z71 241

i drugiego takze, gdyz wyliczajac ja, dokonujemy skrécenia jak ponizej:

2742272 z242 1

1+3271 42272 (241)(2+2) 2+1

Roéwnanie réznicowe i transmitancja, jak mozna wykazac, sa opisami réwnowaznymi
wtedy 1 tylko wtedy, gdy M(z) i L(z) nie maja wspdlnych pierwiastkéw. 7 tego tez
powodu zalozenie to zostalo przez nas przyjete na samym poczatku.

W pozostalych opisach, jak juz wiemy, zwigzek miedzy skalarnym réwnaniem rézni-
cowym a wektorowym jest wzajemnie jednoznaczny. Réwnanie fazowe jest w oczywistej
relacji do lewej strony rownania réznicowego. Powiazania miedzy odpowiedzig impulsows
czy skokowsa nie wymagajg komentarza.



Rozdzial 10

Stabilnos¢ systeméw dyskretnych

10.1. Definicja

Przedmiotem naszego zainteresowania jest teraz system dyskretny o transmitancji

blzl + bl_lzl’l + -+ by
G 2™ + am,127'L_1 4+ o4 aO,

K(z) = (10.1)

w ktorej ag # 0, a,, # 0. Warunkiem poczatkowym jest y_,,,...,y_2,y_1. Przez
21,22y s Zm
oznaczymy pierwiastki jego wielomianu charakterystycznego
M(2) = @m2™ + am_12™" 1 + -+ ag.

Omoéwimy podstawows dla nas wlasno$c jaka jest stabilno$é. Cechy tej bedziemy pézniej
zada¢ od dyskretnych systeméw automatycznej regulacji.

Definicja 10.1.1 (stabilno$c). Jesli, przy zerowym pobudzeniu i kazdym warunku po-

czgtkowym,
lim Yn = 0,

n—oo

to system (10.1) nazywamy stabilnym.

Systemy, ktére nie sg stabilne, nazywamy niestabilnymi. Wéréd niestabilnych wyréz-
nia sie klase systeméw na granicy stabilnoSci.

Definicja 10.1.2. Jesli, przy zerowym pobudzeniu i kazdym warunku poczatkowym,

sup |yn| < 00,
0,1

n=u,1,z,...

to mowimy, ze system (10.1) jest na granicy stabilnosci.



156 10. Stabilnoé¢ systeméw dyskretnych

10.2. Twierdzenie o stabilnosci
Twierdzenie 10.2.1 (stabilno$e¢). System (10.1) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
lz1] < 1, ]z2] < 1,...,|zm| < 1. (10.2)
System jest wiec stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie bieguny jego transmitan-

cji lezg wewnatrz kola o promieniu 1 i érodku z = 0, tzn. wewnatrz kola jednostkowego,
rys. 10.1.

Rys. 10.1. Plaszczyzna liczb zespolonych i kolo jednostkowe

Aby wykazaé prawdziwo$é podanego twierdzenia, udowodnimy najpierw pewien le-
mat. Zakladajac w tym celu, zgodnie z definicja stabilno$ci, zerowe pobudzenie, otrzy-
mujemy réwnanie jednorodne o postaci

AmYn + Gm—1Yn—1 + -+ + @oYn—m = 0. (103)

Dokonujac nastepnie transformacji Z wobec obydwu stron tego réwnania, otrzymujemy

Y() =S

(10.4)
gdzie
W(z) = Win_12™ 4o+ wiz + wo

jest wielomianem stopnia m — 1, patrz (9.5). Zatem

oo {38)

Zapowiedziany lemat ustala relacje pomiedzy warunkiem poczatkowym oraz wspélczyn-
nikami wielomianu W (z).

Lemat 10.2.1. Dia dowolnego wielomianu Wy(z) stopnia m — 1 istnieje warunek po-
czatkowy taki, ze W(z) = Wy(z).



10.2. Twierdzenie o stabilno$ci 157

Dowdd. Poszcezegélne wspotezynniki wielomianu W (z), patrz podrozdzial 9.1, sa réwne:

Wo = @oY-1,
w1 = a1y-1 + aoy-2,
Wp—2 = Gm—2Y—1 + &n-3Y—2+ "+ AOY-m+1,
Wm—1 = Qm-1Y-1+ Gn—2Y—2 ++ + AQ1Y—m+1 + GOY—m-
O jac w = oy =1 ]”, a takz
ZNnaczajac w = [Wwo, Wi, ..., Wm—11, ¥y = [y-1,Y-2, ..., y—m]’, a takze
T ag -
Qg
Q = am—3 - - y
m—2 Am-—3 " ao
L Gm—1 am—-2 Qm-3 oo ag |

mozemy napisat w = Qy. Poniewaz det Q = ag* # 0, dla kazdego zadanego wektora wy
wspétezynnikéw wielomianu Wy (z) = wp,—12™ 1 + - 4+ w2 + wy, istnieje wigc wektor
warunku poczatkowego y taki, ze y = Q twy. [

Dowdd twierdzenia 10.2.1. Wykazemy, ze warunek (10.2) jest wystarczajacy, tzn. ze
z (10.2) wynika stabilnoé¢. Zaczniemy od relacji, patrz (B.8),

(z—zﬁ)"‘ - (k—ll)!Dkfl{Q"(W"}’ (10.5)

w ktérej € jest rzeczywiste. Poniewaz |0,| < 2Fn”, patrz lemat B.3.1, ciag po prawej
stronie jest wiec, co do bezwzglednej wartoSci, ograniczony przez

1
& —1)!

2D Hn "),

gdzie D jest operatorem opéznienia. Jesli [€| < 1, to ciag ten, a zatem takze ciag w (10.5),
zbiega sie do zera, gdy n — oo. Z kolei, dla zespolonego n otrzymujemy

Bz Bz . 1
k + = \k = 2|ﬁ| |
(z=mk  (z—m) (k—1)!
patrz (B.11), gdzie w = argn i ¢ = argf. Wykorzystujac jeszcze raz lemat B.3.1,
stwierdzamy, ze bezwzgledna warto§¢ wyrazenia po prawej stronie jest ograniczona przez

D1 {|n|"0,, (k) cos(nw + @)}, (10.6)

1
2k+1 |/8|mpk71 {nk|77|n}

i takze zbiega sie do zera. Zero jest zatem granica ciagu w (10.6).
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Wychodzac z (10.4) i oznaczajac teraz bieguny transmitancji jak w (9.11), otrzymu-
jemy

- 3y e

11]1 =1 j=1

gdzie a;j 1 B;; sa wspélezynnikami rozkladu, i dzigki powyzszym spostrzezeniom wnio-
skujemy, ze lim, o yn = 0, co kohczy pierwszg cze$é dowodu.

W drugiej czesci dowodu wykazemy, ze warunek (10.2) jest konieczny, tzn., ze ze
stabilno$ci wynika (10.2). Zal6zmy, ze system jest stabilny. Przypuéémy najpierw, ze z;
jest rzeczywistym biegunem transmitancji. Z lematu 10.2.1 wynika, ze istnieje warunek
poczatkowy taki, ze W(z) = [[/~,(z — 2;). Poniewaz M(z) =[]/, (z — z;), dla warunku
tego

M(z)  z—2z'

a to z uwagi na (10.4). Wynika stad, ze y, = z}". Poniewaz lim,_, o, y, = 0, a zatem
|Zl| < 0.

Wezmy teraz pod uwage pare sprzezonych biegunéw zespolonych, powiedzmy (z1, 22),
gdzie 21 = |21]€/“1 i 29 = |z1]e77*1. Z lematu 10.2.1 wynika istnienie warunku poczat-
kowego, dla ktérego W (z) = |z1|[[%3(z — z;). Przy warunku tym

W (z) _ |21]2 _ |21z
M(z) (z—21)(z — 22) 22 —2z|z1| coswy + |21]2’

skad wynika, ze y, = |z1|" sinwin. Zatem |z1] < 11 |22 < 1.

Poniewaz powyzsza argumentacje mozna zastosowa¢ do kazdego bieguna rzeczywi-
stego 1 kazdej pary zespolonej, wykazaliémy wiec, Zze ze stabilno$ci wynika (10.2), co
konczy dowdd. [

Twierdzenie 10.2.2. System (10.1) jest na granicy stabilnodci wtedy i tylko wtedy, gdy
lz1] <1022l < 1,000 2m| <1, (10.7)

przy czym bieguny transmitancji, dla ktorych zachodzq réwnosci, sq co najwyzej jedno-
krotne.

Dowdd. Dowdd jest tatwy i dlatego go pomijamy. [

Cwiczenie 10.2.1. Korzystajac z lematu 10.2.1, wykazaé, ze istnieja warunki poczat-
kowe takie, ze:

a) Yn = Z?,

b) Z{yn} =2"/(z — 21) -+ (2 = 2m),

c) Z{yn}t =27/(z — 2, j=1,...,K;, gdzie z jest biegunem o krotnosci &,
d) Yn = kn

oraz ze nie istnieje warunek poczatkowy, taki ze y, = A,.
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10.3. Wilasnosci systemoéw stabilnych

Dowody wtasno$ci podanych w niniejszym podrozdziale sg pominiete, gdyz sg po-
dobne do tych, ktére odnosza sie do systeméw o czasie ciaglym. Przypominamy, ze {k,}
jest odpowiedzia impulsowa, a {),} skokowa.

10.3.1. Odpowiedz impulsowa i skokowa

Wiasno$é 10.3.1. Odpowied? impulsowa ma kazdg z ponizszych wlasnosci:

lim k, =0,

o0
Z || < o0,
n=0

wtedy @ tylko wtedy, gdy system jest stabilny.

Jesli granica lim,, o Ay, gdzie A\, jest odpowiedzig skokowa, istnieje, to nazywamy ja
wzmocnieniem systemu w stanie ustalonym. O jej istnieniu stanowi ponizsza wiasno$é.

Wiasnoéé 10.3.2. Granica

lim A,
n—oo

istnieje wtedy 1 tylko wtedy, gdy system jest stabilny. Ponadto, w systemie stabilnym
wzmocniente w stanie ustalonym jest réwne

lim A, = K(1).

n—oo
Dowéd. Dowdd istnienia granicy pomijamy, gdyz jest podobny do dowodu wlasnoSci

4.3.4 dotyczacej systemu ciaglego. Poniewaz dla systemu stabilnego granica lim, o A,

istnieje oraz
z

z—1

z twierdzenia B.3.1 wnioskujemy zatem, ze lim,, o, A, = K(1). ]

System moze mie¢ charakterystyke statyczna, tzn. charakterystyke wiazaca wyso-
ko$¢ skoku na wejSciu z poziomem, na ktérym ustala sie reakcja systemu. Z powyzszej
wiasnosci wynika, ze maja ja tylko systemy stabilne. Ich charakterystyka statyczna jest
liniowa, tzn. y = K(1)u, co oznacza, ze K(1) jest jej wspélczynnikiem wzmocnienia.
Poniewaz transmitancja takiego systemu nie ma bieguna w punkcie z = 0, wigc K (1) jest
skonczone.

Cwiczenie 10.3.1. Wykazag, ze jeSli pubudzenie jest takie, ze lim, oo u, = 0, to w sys-
temie stabilnym lim,, .. y, = 0.

Cwiczenie 10.3.2. Niech p = max; |2]. Wykazaé, ze:

a) |kn| < c1p", pewne ¢, jedli wszystkie bieguny sa rézne,

b) |kn| < con™1p" < c3p™ ¢, pewne ca, c3 oraz dowolne € > 0, dla dowolnych biegunéw.
Wskazowka: Skorzysta¢ z (B.8) oraz lematu B.3.1.
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Cwiczenie 10.3.3. System bedzie stabilny. Wykazaé, ze jeSli lim,,_, o u,, istnieje, to
lim,, o0 Yn takze istnieje. Ponadto K (1) = limy,— 0o ¥/ limy,— oo U, jesli limy, oo uy, # 0.
Cwiczenie 10.3.4. Niech system bedzie stabilny i niech p = max; |z;|. Wykazaé¢, ze:
a) |kn — lim, o0 kn| < c1p™, pewne ¢y, jeli wszystkie bieguny sa rézne,

b) |k — limy, 00 kn| < c2p™ %, pewne ¢y i dowolne € > 0, dla dowolnych biegunéw.
Wskazowka: Postgpi¢ jak w ¢wiczeniu 10.3.2.

10.3.2. Transmitancja widmowa
Reakcja na pobudzenie sinusoidalne

Zbadamy teraz reakcje systemu na pobudzenie ciagiem u,, = sinwn, czyli dyskretna
sinusoidg. Warunek poczatkowy jest przy tym zerowy. Pamigtajac, ze

zsinw zsinw

Z{si = = , ,
{sinna} 22 —2zcosw+1 (2 —e99)(z — eiv)’

zgodnie z (9.10) otrzymujemy

zsinw . zL(z) sinw
(z — e 39)(z — ejw)K( )= (z — e 3w)(z — ed®)M(z)"

Y(z)=

Jak latwo sprawdzi¢, wyrazenie to jest rowne

a(w)z a(w)z R(z)
o M(z)’

czego oryginalem jest

2Ja(w)|cos(wn + arg a(w)) + 27 {ﬁ(é)) } :

przy czym R(z) jest pewnym, blizej nieokreslonym, wielomianem stopnia nie wyzszego niz
m, natomiast a(w) = —(j/2)K (e/*), patrz (B.9). Zauwazajac nastgpnie, ze arg a(w) =
arg K (jw) — m/2, znajdujemy

Yn = |K(e/)|sin(wn + ¢(w)) + pn,

gdzie ¢(w) = arg K(e’*) oraz p, = Z Y R(2)/M(2)}. Z uwagi na stabilno$¢ systemu
sktadowa przej$ciowa zanika, czyli lim, . p, = 0. Zatem, dla duzych n skladowa p,,
jest bardzo mala i nie popelniajac duzego bledu, mozemy napisac, ze na wyjsciu systemu
obserwujemy jedynie sktadowsa ustalona, tzn. ze

Yn ~ |K(e79)| sin(wn + p(w)).

Sktadowa ustalona ma zatem nastepujace wlasnosci:

e jest dyskretna sinusoida o tej samej pulsacji co pobudzenie,
e wzmocnienie amplitudowe zalezy od w i jest réwne |K (e/*)],
e przesuniecie fazowe zalezy od w i jest réwne arg K (e/).
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OdpowiedZz impulsowa

Dla systemu stabilnego zachodzi réwnosé K (e/*) = K (w), gdzie K(w) jest dyskretna
transformata Fouriera odpowiedzi impulsowej, patrz (B.15).

Wiasnos$¢ 10.3.3. Dla systemu stabilnego:

Re K( er E kn coswn, Im K( er = E k,, sin wn.
n=0 n=0

Dowéd. Réwnose

o0 o0
ej“’ E ke 9 = E kn coswn — j g k,, sinwn

dowodzi tezy. ]

Wiasnos$é 10.3.4. Dla systemu stabilnego

2 [T , 2 (" i
kn = —/ Re[K (e’¥)] cos (wn) dw = ——/ Im[K (e/¥)] sin (wn) dw.
™ Jo ™ Jo
Dowéd. Argumentacja jest podobna do tej w dowodzie wlasnoéci 4.3.6. ]

7 wzoru Parsevala (B.19) wynika kolejna wlasno$é:

Wiasno$é 10.3.5. Dla systemu stabilnego

2 _ w
E k. = o7 ), |K ()] dw.

n=0

10.3.3. Réwnanie fazowe

Wektor fazowy £€* taki, ze £ = A", nazywamy punktem réwnowagi réwnania fa-
zowego. Jest bowiem oczywiste, ze trajektoria rozpoczynajaca sie w takim punkcie po-
zostaje w nim. Punkt réwnowagi £* jest zatem rozwiazaniem réwnania (A —I)€ = 0.
Wynika stad, ze £ = 0 jest punktem réwnowagi kazdego réwnania fazowego. Jesli
det(A —1I) # 0, to jest to jedyny taki punkt. Jesli natomiast det(A —I) =0, tzn. jesli
A =1 jest pierwiastkiem charakterystycznym macierzy A, to jest ich wiecej.

Poniewaz wielomiany charakterystyczne macierzy A i transmitancji sa identyczne,
podrozdzial 9.6, réwnanie fazowe ma zatem wiecej niz jeden punkt réwnowagi wtedy
i tylko wtedy, gdy transmitancja ma biegun w punkcie z = 1. Jest przy tym oczywiste,
ze jesli € jest punktem réwnowagi, to jest nim takze kazdy wektor postaci a€™, gdzie
a jest dowolne.

Definicja 10.3.1. Réwnanie fazowe nazywa sie stabilnym, jesli, dla kazdego €_1,

lim &, =0

n—oo
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Poniewaz €,, = A"£_, a wigc réwnanie fazowe jest stabilne wtedy i tylko wtedy, gdy

lim A" =0. (10.8)
n—oo
Oznaczajac przez A1, ..., Ay, wartoSci wlasne macierzy A, czyli rozwigzania réwnania

det(AI — A) = 0, wykazemy teraz istotna wlasno§c.

Twierdzenie 10.3.1. Zbietnosé (10.8) zachodzi wtedy i tylko wtedy, tzn. réwnanie
fazowe jest stabilne wtedy i tylko wtedy, gdy

M| <0, [A2] <0, [Am] <O. (10.9)

Dowdéd. Zaczniemy od tego, ze wyjéciem systemu jest v, = ¢ A"T1¢ | gdzie € jest
wektorem fazowym, a ¢ = [0,0,...,1]T, patrz (9.16).

Z (10.8) wynika, ze lim, oy, = 0 dla kazdego £_;, czyli kazdego warunku po-
czatkowego jednorodnego skalarnego réwnania réznicowego (10.3), co oznacza stabilnosé
tego réwnania. Korzystajac nastepnie z twierdzenia 10.2.1 o stabilnoéci, dochodzimy
do wniosku, ze sg spehlione nieréwno$ci (10.2). Poniewaz pierwiastki charakterystyczne
réwnania sg takie same jak wartoSci wlasne macierzy A, patrz podrozdziatl 9.6, a zatem
zachodzi (10.9).

Z drugiej strony, z (10.9) wynika (10.7), co, z uwagi na wspomniane juz twierdzenia
10.2.1, oznacza stabilno$¢ réwnania réznicowego (10.3), czyli zbiezno$é lim,— oo yn, = 0
dla kazdego £_;. Jest przy tym oczywiste, ze z uwagi na postat wektora fazowego, ze
zbieznoSci tej wynika, ze lim, o &, = 0 dla kazdego £€_;, co pociaga za soba (10.8)
i konczy dowdd. [

7 powyzszego twierdzenia i wlasno$ci 9.6.1 wynika ponizszy wniosek:

Wiasnoscé 10.3.6. System jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jego réwnanie fazowe
jest stabilne.

10.3.4. Ograniczone wejScie — ograniczone wyjscie

Dowody podanych ponizej wlasnosci sa podobne do tych, ktére dotycza systemdéw
cigglych i dlatego sg pominiete.

Wiasnos¢ 10.3.7. Niech system bedzie stabilny. Jesli warunek poczatkowy jest zerowy,
to:

sup |yn| < csup |uy|,
n n

00 00
Z |yn| < CZ |Un|a
n=0 n=0

00 00
douh<d?>

n=0 n=0

gdZie c= Z:,O:O |kn|7 d= SUPyel0,r) |K(ejw)|
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Postugujac sie pojeciem normy, wlasnoSci powyzsze mozna zapisa¢ krétko przy po-
mocy jednego wzoru. Definiujac bowiem poszczegdlne normy jako:

oo

lzally = sup |zal, lzally = Y lzal l2all; =
n

n=0

zauwazamy, ze nieréwnosci w dwéch ostatnich wlasnoéciach mozna przedstawi¢ w naste-
pujacej, jednolitej postaci:

lynll; < i lluall;,
gdzie v, = 5 = c oraz v5 = d.
Cwiczenie 10.3.5. Wyznaczyé ¢ oraz d dla systemu o transmitancji z/(z — \). Prze-
prowadzi¢ dyskusje na temat ich istnienia w zaleznoSci od .

10.4. Wlasnosci systemoéw niestabilnych

Ponizsze wlasnoSci sg oczywiste.

Wiasnos¢ 10.4.1. W systemie na granicy stabilnosci

sup |kn| < oc.
n

Wiasnos§¢ 10.4.2. W systemie niestabilnym nie bedgcym na granicy stabilnosci

max |k;| — oo, gdy n — oo.
ie{o,m,n}| il 9






Rozdzial 11

Kryteria stabilnoSci systeméw
dyskretnych

Aby stwierdzi¢, czy system dyskretny jest stabilny, nalezy rozstrzygnaé, czy wszystkie
pierwiastki z1, ..., 2z, jego wielomianu charakterystycznego

M(2) = amz™ + @pm_12™ "1 + -+ 4+ a1z + ag, (11.1)
gdzie a,, # 0, leza w kole jednostkowym, tzn., czy speliajg nieréwnoéci:
|z1] < 1,]22] < 1,...,]zm| < 1. (11.2)

Mozna to zrobi¢ na dwa, zasadniczo rézne, sposoby. W pierwszym mozna zastosowac
metody opracowane specjalnie dla systeméw dyskretnych, tzn. kryterium Schura—Cohna
wraz z réznymi jego modyfikacjami oraz kryterium Jury’ego. Mozna takze dokonaé
pewnej modyfikacji kryteriow Michajlowa i Nyquista, przedstawionych wcze$niej przy
analizie systeméw ciaglych, otrzymujac ich dyskretne odpowiedniki.

Istota drugiego sposobu jest pewien zabieg, za pomoca ktérego od wielomianu (11.1)
przechodzi sie do innego. Ustala sie nastepnie, czy ten nowy wielomian ma wszyst-
kie swoje pierwiastki charakterystyczne w lewej péiplaszczyznie. Zagadnienie to mozna
oczywiScie rozwiagzac, stosujac znane juz kryteria oméwione podczas analizy systeméw
ciaglych. Zabiegiem tym jest operacja odwzorowania plaszczyzny z na plaszczyzne innej
zmiennej zespolonej, powiedzmy w. Odwzorowanie to przeksztalca okrag jednostkowy
w 0§ liczb urojonych, a jego wnetrze w lewa poélplaszczyzne. Badanie, czy pierwiastki
wielomianu charakterystycznego o zmiennej z leza w kole jednostkowym, sprowadza sie
w ten sposéb do pytania, czy pierwiastki nowego wielomianu o zmiennej w leza w lewej
pélplaszczyznie.

11.1. Kryterium Schura—Cohna

Przedstawimy teraz kryterium Schura—Cohna, patrz takze [8] lub [10]. Podamy je
zaréwno w postaci oryginalnej, jak i w formach pochodnych, znacznie prostszych. Wersja
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(11.3) ponizszego twierdzenia, ktéra pochodzi od Schura! i Cohna? jest niewygodna ze
wzgledu na konieczno$¢ wyliczania wyznacznika stopnia 2m. Jury i Bharucha? znacznie
uproécili ja podajac wariant (11.4). Wersje (11.5) i (11.6) sa réwnie wygodne.

Warto w tym miejscu wyja$ni¢, ze Schur i Cohn badali, czy w kole jednostkowym
leza pierwiastki wielomianu o wspélczynnikach zespolonych. U nas sa one rzeczywiste,
co wla$nie umozliwia uproszczenia, ktérym jest poSwiecony ten i nastepny podrozdzial.

W celu przedstawienia zapowiedzianego kryterium wprowadzimy pewne oznaczenia.
Niech, dlai=1,2,...,m:

Am—i+1 am7i+2 et Ay —1 (07%%
Um—i+2 Om—i+3 - am
Xz' = i
Gm—1 am
am
apg air - Q4 Aj—1
ag - Qi1 G4
Yi == i
ag a
ag
Ay Am—1 et Ap—i4+-2 Am—i+1
Qm e Am—i+3  Om—i+2
Vi = i
Qm Gm—1
(4277
aj—1 Gi—2 -+ 41 Qo
a;j—2 G;—3 -+ Qg
Z;, =
ai ag
ao

beda macierzami stopnia i. Na przyklad zatem, dla wielomianu

a4z4 + a323 + a222 + a1z + ap:

a a a ay a2 a3 a4
2 a3 a4
asz a as az a 0
Xlz[a4]>X2= |: a3 O4 ],ng a3 ag O ’X4: 2 3 O4 0 ’
4 as 0 0 43 a4
ag 0 0 O

1. Schur, Uber Potenzrehen, die im Innern des Einhetskreises besachrinkt sind, Journal fiir Mathe-
matik, 1917, 147, 205—-232.

2A. Cohn, Uber die Anzahl der Wurzeln einer Algebraischen Gleichung in einem Kreise, Math., 1922,
16, 110—148.

3E.J. Jury, B.H. Bharucha, Notes on the stability criterion for linear discrete systems, IRE Transac-
tions on Automatic Control, 1961, AC-6, 88—90.
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apg a3 a2 as
ag a; ag
ag a 0 a a1 a
le[ao],Yzz{ 00 a(l)],Y?): 0 a a1 |, Ys= 0 00 a(l) ai )
0 0 a 0 0 0 a
as a3 az ai
as as a
0
Vil Vo= | G oo | Ves |0 wow | V=] GG
0 0 a 0 0 0 as

oraz

az a2 ap Qg

a1 Qo 42 a1 ao as a1 ao 0
Zy = ag), Zy = a0 yh3= 1 a1 ag 0 |,Zy4= 0 0
0 a 0 0 @ %0 0 0

ag

Twierdzenie 11.1.1 (Schur—Cohn). System jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jest
spetniony dowolny z ponizszych czterech warunkow:

» T
der| T[>0

Y, VI (11.3)
det (Xz + Yi) (Xz‘ - Yl) > 0, (11.4)
det(V; VI =Y, Y]) >0, (11.5)
det(X? — Z?) > 0, (11.6)

przy czym kazdy z nich dlai=1,2,...,m.

Dowdd. Czeéci (11.3) twierdzenia podanej przez Schura i Cohna nie bedziemy dowodzié

ze wzgledu na znaczny stopien trudnosci. Pokazemy jedynie, ze warunki (11.3), (11.5),
(11.4) oraz (11.6) sa réwnowazne.
7 ¢wiczenia C.1.3 wynika, ze

YT
det [ ¥% sz ] = det Videt(V{ —Y;V;'Y])

= det(V, VI =V, Y, V'YTD) = det(V, V] - Y, Y)),

poniewaZ VZYZ = YZVZ

Zatem warunek (11.3) jest réwnowazny (11.5).
Niech teraz

1 1

L (11.7)

beda macierzami stopnia i. Oznaczajac

T .
Az:|:$’LT ¥z] OraZQi:|:
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zauwazamy, ze
I, O I, O
T T _ 7 .
Az’ [0 Pi:||:0 Pi:|Q27
gdyz X; = V,P;, P, X, = ViT, P,Y;, = YiTPi, patrz takze ¢wiczenie 11.1.1. Zatem
det A; = det Q;. Stad i z tozsamoSci

0 Ii ¢ 0 Iz B Xz - (Xz - Yz)
wynika, ze

detA; — detQidet{Xi+Yi 0 ]

X, - (X; —Y,)
= (—1)i det (Xz‘ + YZ) det (Xz — Yi) ,

patrz ¢wiczenie C.1.2. Poniewaz

i Vi Y]
det A; = (—1)"det [ Y, V?’ } ,

zatem warunki (11.3) i (11.4) sa réwnowazne.
Przejdzmy do (11.6). Poniewaz

A, = [ P.Z; X,P; ] 7

P.X; Z;P;
wiec
0 P A — X; P,Z,P,
X; —Z; v 0 X?P,-Z2P;
. I 0 X; P,Z,P;
0 X?P; - Z2P; 0 I '

W celu wykazania prawdziwosci pierwszej réwnosci skorzystaliSmy z tego, ze zachodzi
réwnost X;P;Z; — Z;,P;X; = 0. Zatem, patrz ¢wiczenie C.1.3,

(—1)"det X; det P; det A; = det(X?P; — ZZP;) det X,

przy czym det X; # 0. Wynika stad, ze (—1)*det A; = det(X? — Z?), co koiiczy dowdd
réwnowazno$ci warunkéw (11.3) i (11.6). ]

Uwaga 11.1.1. Zauwazmy na koniec, ze w dowodzie powyzszego twierdzenia wykazali-
$my w istocie, ze

oy
det[¥% zT] — et (X +Y3) (X = Y3)
7 7

det(X? — Z?) = det(V,; V] —Y,Y)), (11.8)

dla kazdego 1.
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Przyklad 11.1.1. Niech teraz M(z) = 32% + 52 — 2. Zatem
5 3 5 -2
Xl—[3],Z1—[_2],X2—|:3 0:|7Z2_|:2 O:|7

skad wynika, ze
X2o72 - (-2 =5,

2 2
5 3 5 —2
det(xg—zg)zdet<[3 0} —[2 0] >:—600.

System jest zatem niestabilny. Pierwiastkami wielomianu sg bowiem —2 oraz 1/3.

Przyklad 11.1.2. W celu zbadania stabilnoéci systemu o wielomianie charakterystycz-
nym 622 + 7z + 2, ktéry ma pierwiastki —1/2 oraz —2/3, zastosujemy poszczegdlne
warianty kryterium Schura—Cohna. Na poczatku ustalamy, ze:

V1:[6],V2:{g g],lep],Yz:H ;]

X1:[6],X2:{g g],zlzp],zzz{; (2)]

Warunek (11.3). Sprawdzajac ten warunek, wyliczamy:

T
[Vl Y ]:det[G 2}:32>0,

Y, V7T 2 6
6 7 2 0
v, VI 06 7 2|
det[Y2 el ] = det 2 7 6 0 =240 > 0.
0 2 7 6
Warunek (11.4). Teraz znajdujemy:
(X1 +Y1) (X1 —Y1)=32>0,
det (Xa + Ys) (Xo — Yo) = det | 123 735 | _og0 5 0.
42 —10
Warunek (11.5). Wyliczamy kolejno:
det(ViV] —Y1Y])=32>0,
det(VaV3 —YoY2) = det [ g; ;2 } =240 > 0.

Warunek (11.6). Jest oczywiste, ze:

X272 =32>0,
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32 28
28 32

Kazda wersja kryterium doprowadza oczywiscie do tego samego wniosku, a mianowicie,
ze system jest stabilny. Weryfikacja warunku (11.3) jest najtrudniejsza ze wzgledu na
konieczno$c wyliczania wyznacznika macierzy wysokiego stopnia.

det(X2 — Z32) = det [ ] = 240.

Przyklad 11.1.3. Dla systemu o wielomianie charakterystycznym
22 +ayz + ag (11.9)

wyliczamy:

1
Xlz[l],le[aO],ng[all O:|,Z2:|:Z(l) %0:|

System jest wiec stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
det(X? —Z3)=1-a2>0

oraz

1—(1% al—a1a0}>0
2 .

det(X3 — Z3) = det [ o - 1—ad

Poniewaz jako wartosci wtasne macierzy X3 — Z2 znajdujemy (1 — ag)(1 + ap — ay) oraz
(1 —ap)(1+ap + a1), zatem
det(X3 — Z3) = (1 — ap)*(1 + ap — a1)(1 + ag + a1),

patrz (C.6). System jest wiec stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa spelnione nieréwnosci
1—a3 >0oraz (1+ap—ai)(l+ag+ar) > 0. Zbiér punktéw (ag,a1) je spehiajacych
pokazano na rys. 11.1.

Rys. 11.1. Zbiér punktéw (ao, a1), dla ktérych system o wielomianie charakterystycznym
22 4+ a1z + ag jest stabilny, przyklady 11.1.3 i 11.4.8

Cwiczenie 11.1.1. Sprawdzi¢, ze:

ap a2 ag az a2 ai
by by b3 | P3s=| b3 by b1 |,
1 C2 C3 3 C2
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a; as ag c1 €2 C3
Pz | b1 by b3 [ =] b1 b2 b3 |,
1 C2 C3 ay az as

gdzie Py jest okreSlone jak w (11.7), co oznacza, ze prawostronne lub lewostronne mno-
zenie macierzy przez Pg3 jest przestawieniem odpowiednio kolumn lub wierszy.

11.2. Kryterium Jury’ego

Kryterium 11.1.1 mozna nieco uprosci¢. Okazuje sie, ze nie musimy oblicza¢ wyznacz-
nika stopnia m, a jedynie 1,...,m — 1, o czym stanowi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 11.2.1. System jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy:
M(1) > 0, (11.10)
(-D)™M(-1)>0 (11.11)
oraz (11.4) lub (11.6), lub (11.5) zachodzi dla i =1,2,...,m — 1.

Dowdéd. Prawdziwosé twierdzenia w odniesieniu do (11.4) wykazat Jury*. Cze$¢ odno-
szaca sie do (11.6) i (11.5) jest oczywistym wnioskiem, patrz uwaga 11.1.1. [

Dowodzac twierdzenia podanego ponizej, Jury® pokazal, ze powyzszy rezultat mozna
jeszcze bardziej uproScic.

Twierdzenie 11.2.2 (Jury). System jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sq spetnione
nierdwnosci (11.10), (11.11) oraz (11.4) zachodzi dla

i 1,3,....m—3m—1, dlam parzystego, (11.12)
| 2,4,...,m—3,m—1, dlam nieparzystego. '
W $wietle uwagi 11.1.1 ponizszy wniosek jest oczywisty.

Whniosek 11.2.1. System jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sq spelnione nieréwnosci
(11.10) i (11.11) oraz (11.6) lub (11.5) zachodzi dla i okreslonego jok w (11.12).

Po dalszej i glebszej analizie, patrz [8], mozna otrzymaé rezultat podany ponizej,
ktoéry jest znany jako kryterium Jury’ego. Trzeba jednak przyznaé, twierdzenie 11.2.2 jest
bardziej poreczne, gdyz, dla kazdego ¢, wymaga wyliczenia tylko jednego wyznacznika.

Twierdzenie 11.2.3 (Jury). System jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sq spetnione
nierdwnosci (11.10), (11.11) oraz

det (Vl + Zz) >0, det(Vi — Zz) >0

zachodzq dla i okreSlonego jak w (11.12).

4E.J. Jury, Additions to "Notes on the stability criterion for linear discrete systems”, IRE Transac-
tions on Automatic Control, 1961, AC-6, 342—343.

SE.J. Jury, On the evaluation of the stability determinants in linear discrete systems, IRE Transac-
tions on Automatic Control, 1962, AC-7, 51-55.
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Przyklad 11.2.1. Dla wielomianu charakterystycznego 362*+1223 —172? — 3242 mamy
M (1) = 30 oraz M(—1) = 30. Ponadto:

36 12 -—17 —-17 -3 2
Vi =1[36],V3 = 0 36 12 | ,Z,=12],Z3 = -3 2 0|,
0 0 36 2 00
skad wynika, ze:
19 9 —15
det (Vs +Z3)=det | =3 38 12 | = 28320 > 0,
| 2 0 36
[ 53 15 —19 ]
det (V3 — Z3) = det 3 34 12 | =61600 > 0,
| -2 0 36

Vi +7Z; =36, Vo + Zy = 34. System jest wiec stabilny.

11.3. Kryterium Michajlowa

Omoéwimy teraz kryterium Michajlowa, ktére jest naturalng adaptacjg kryterium od-
noszacego sie do systemoéw ciaglych, patrz punkt 5.1.4. Jest ono natury czestotliwo$cio-
wej.

Przypominamy, ze badamy stabilno$¢ systemu o réwnaniu charakterystycznym (11.1).
Zakladamy przy tym, ze a,, > 0. Zajmiemy si¢ teraz funkcja M(e/¥) dla w € [0,7]
i powiazemy jej wlasnoéci z polozeniem pierwiastkéw tego réwnania. Poniewaz M (z)
i e/ sy funkcjami ciagtymi swoich argumentéw, zatem, na domknigtym odcinku [0, 7],
takze M (e*) jest funkcja ciagly argumentu w. Zaczniemy od ponizszego lematu:

Lemat 11.3.1. Wielomian M(z) nie ma 2adnego pierwiastka na okregu jednostkowym
wtedy i tylko wtedy, gdy M(e’*) # 0 dla wszystkich w € [0, 7].

Zalozymy teraz, ze wielomian M (z) nie ma zadnego pierwiastka na okregu jednost-
kowym i zajmiemy si¢ wlasnosciami funkcji arg M (e/). Rzeczywiste pierwiastki wielo-
mianu oznaczmy w tym celu jako &y, ...,&,, a pary zespolone jako (11,7;), ..., (14,7,);
co oznacza, ze p + 2q = m. Zatem

M) = an [ =€) []( =m0z = 70).

i=1 =1

Z uwagi na to, ze M(e’*) # 0 dla wszystkich w € [0, 7], arg M () jest funkcja ciagla
na tym odcinku. Mozemy zatem zdefiniowa¢ nastepujacy funkcjonal bedacy przyrostem
jej argumentu na odcinku w € [0, 7):

Aarg M(e?%) = arg M (e’™) — arg M (e??).

0<w<m
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Pamietajac, ze a,, > 0, mozemy zatem napisaé
arg M(e’¥) = Z arg(e’” — ;) + Zarg(ew = ;) (e’ = ;).
i=1 i=1

Rozpatrzymy teraz poszczegdlne skladniki sum w tym wyrazeniu. Dla rzeczywistego
pierwiastka £ otrzymujemy

Aarg (el —¢) =

0<w<m

m, dla|¢| <1,
0, dla|¢]>1,

patrz rys. 11.2. Dla pary pierwiastkéw zespolonych (7,7) natomiast, patrz rys. 11.3,

2mr, dla|n| <1,
0, dlain >1.

Aarg (e —n)(e/ — 1) =
0<w<m

£1>1

Rys. 11.2. arg( /¥ — ), £ rzeczywiste poza okregiem jednostkowym

Im arg(e” — n) Im

arg(e” — 1)

Rys. 11.3. arg(e’” —n)(e’ —7), n zespolone poza okregiem jednostkowym

Oznaczajac zatem przez m_ oraz . liczbe pierwiastkéw wielomianu M(z) lezacych
wewnatrz i na zewnatrz okregu jednostkowego, mozemy podaé¢ nastepny lemat.

Lemat 11.3.2. Niech a,, > 0. Jesli wielomian M(z) nie ma 2adnego pierwiastka na
okregu jednostkowym, to

Aarg M (') = (m_ —m)T.
0<w<T
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Bezposérednim wnioskiem z ostatnich dwdéch lematéw jest ponizsze twierdzenie, nazy-
wane kryterium Michajtowa.

Twierdzenie 11.3.1 (Michajlow). Niech a,, > 0. System jest stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy

M(e7%) # 0 dla wszystkich w € [0, 7] (11.13)
oraz
Aarg M(e?¥) = mmr. (11.14)
0<w<m

Powyzsze twierdzenie jest dyskretnym odpowiednikiem kryterium Michajlowa zna-
nego juz nam w wersji ciaglej. Podobnie jak tamto, podaje ono warunek, ktory jest
konieczny i wystarczajacy zarazem.

Podamy teraz geometryczng interpretacje kryterium. Graficzne przedstawienie funk-
cji M(e’*) dla w € [0,7] nazywa si¢ dyskretnym wykresem Michajlowa. Przyklad,
dla wielomianu M(z) = 622 + z — 1, pokazano na rys. 11.4. Wykres ten nie prze-
chodzi przez punkt z = 0, co oznacza, ze warunek (11.13) jest spelniony. Ponadto
Aargyc,<. M(e/¥) = 2.

W ReM(e")

Rys. 11.4. Przyklad dyskretnego wykresu Michajlowa

Przyktad 11.3.1. Dla M(z) = 122° + 162% 4+ 7z + 1, Aargy.,,, M(e/*) = 3, patrz
rys. 11.5. System jest stabilny.

ImM(€e")

¥

NV ReM(e¥)

Rys. 11.5. Wykres Michajlowa, przykiad 11.3.1

Przyklad 11.3.2. Dla M(z) = 4z% — 32 — 1 wykres Michajlowa przedstawiony na
rys. 11.6 przechodzi przez punkt z = 0. System nie jest wiec stabilny.
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ImM(e")

Rys. 11.6. Wykres Michajlowa, przykiad 11.3.2

Przykiad 11.3.3. Dla wielomianu charakterystycznego M (z) = 223 — 22 42z —1 stwier-
dzamy, ze krzywa M (jw) przechodzi przez punkt z = 0, patrz rys. 11.7. System jest
niestabilny.

TmM(e")

ReM(e")

Rys. 11.7. Wykres Michajlowa, przyklad 11.3.3

11.4. Przeksztalcenie pdélplaszczyzny w kolo

Jak juz wiemy, aby stwierdzi¢, czy system jest stabilny, wystarczy zbadac, czy wszyst-

kie pierwiastki jego réwnania charakterystycznego M(z) = 0 speiaja warunek (11.2),

tzn. czy leza wewnatrz kola jednostkowego, czyli kota o promieniu 1 i érodku w punk-

cie z = 0. Mozna w tym celu postuzyé¢ sie odwzorowaniem z = T'(w), zdefiniowanym

nastgpuj@co(j, patrz takze [8]:

w1

= —. 11.15

2= (11.15)

Jest to szczegdlny przypadek tzw. odwzorowania homograficznego (tzn. takiego, ze

z = (aw +b)/(cw + d), gdzie ad — be # 0). Przeksztalca ono cala plaszczyzne domknieta
(tzn. uzupekhiona o punkt w = 0o) w nig sama.

T 7/ Im w

Re

Rys. 11.8. Transformacje T i T~ !

6P.A. Samuelson, Conditions that the roots of a polynomial be less than unity in absolute value, Am.
Math. Statist., 1941, 12, 360—364.
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Jak nietrudno sprawdzi¢, patrz takze rys. 11.8, z = T'(w) przeksztalca:

e 0§ Imw w okrag |z| = 1, z ktérego usunieto punkt z =1,

e punkt w = oo w punkt z =1,

e lewa pélptaszczyzne Rew < 0 we wnetrze kola jednostkowego, czyli zbiér punktow
z, dla ktérych |z| < 1,

e prawa polplaszczyzne Rew > 0 w obszar lezacy na zewnatrz kota jednostkowego,
czyli zbiér punktéw z takich, ze |z| > 1.

Z kolei jego odwrotnosé w = T~ 1(z), czyli

z+1
z—1’

przeksztalca:
e okrag |z| = 1, z ktérego usunieto punkt z =1, w 0§ Im w,
e punkt z =1 w punkt w = oo,
e wnetrze kola jednostkowego w lewa potplaszczyzne,
e obszar lezacy na zewnatrz kota jednostkowego w prawa polplaszczyzne.
Powyzsze wlasnoSci sugeruja, ze aby zweryfikowaé, czy wszystkie pierwiastki réwnania

charakterystycznego
M(z) =0, (11.16)

gdzie M (z) jest wielomianem jak w (11.1), spelniaja nier6wnoéci (11.2), mozna sprawdzié,
czy wszystkie pierwiastki réwnania
1
(i) -
w—1

(w— 1) M (Z—*i) 0, (11.17)

a raczej

lezag w lewej polplaszczyznie, ktory to problem mozna rozwigzaé, stosujac kryterium
Routha—Hurwitza, Hurwitza czy Michajlowa.

W postepowaniu takim jest ukryte jednak pewne niebezpieczenstwo, co pokazuje
przyklad, w ktérym M(z) =222 —32+1 = (2 — 1)(2z — 1), co oznacza, ze wielomian ten
ma pierwiastek z; = 1/2 lezacy w kole jednostkowym oraz drugi zo = 1. Podstawienie
(11.15) doprowadza nas do réwnania 2w + 6 = 0 o jedynym rozwiazaniu w; = —3. Lezy
ono w lewej pélplaszczyznie, a odpowiadajace mu z; w kole jednostkowym. Rozwigzanie
zo = 1 nie ma natomiast swojego odpowiednika.

Oznacza to, ze przedstawiony sposob postepowania moze zawie$¢, gdy rownanie
(11.16) ma pierwiastek w punkcie z = 1. Aby blizej przyjrze¢ sie problemowi, zal6zmy,
ze z1 = 1 oraz ze pozostale pierwiastki sg rézne od 1. Poniewaz

M(z) = (2 — =) [[ (2 - =),

=2
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a zatem (11.16) mozna wigc zapisaé jako

m

(z—21) H(z —z)=0.

=2

Podstawienie (11.15) doprowadza do réwnania

czyli, z uwagi na to, ze z1 = 1,

1—21 w+1+2)
w—1H< -1 >O'

Mnozac nastepnie obydwie strony przez (w — 1)™, dostajemy ostatecznie réwnanie

Qﬁ[(l—zi)w-i-l—i-zi] =0 (11.18)

o m — 1 pierwiastkach, a mianowicie:

zi+1 .
wl:ﬁ :T(zi),z:2,3,...,m.

Ze wzgledu na wilasnosci odwzorowann T oraz T 1, |z;| < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
Rew; < 0,4 = 2,...,m. Pierwiastek z; nie ma jednak swojego odpowiednika wérdd
rozwiazan réwnania (11.18), a to dlatego, ze punktowi z = 1 odpowiada w = oco. Mozna
powiedzie¢, ze przechodzac od réwnania (11.16) do (11.18), niejako zgubiliémy pierwia-
stek lezacy w punkcie z = 1, a on wlaénie jest przyczyna tego, ze system nie jest stabilny.
Podobnie przedstawia sie problem, gdy pierwiastek ten jest wielokrotny. Wykazalismy
wiec nastepujace wlasnoSci:

Wiasno$é 11.4.1. Jesli réwnanie (11.16) jest stopnia m, to réwnanie (11.18) ma sto-
pieh m — k, gdzie k jest krotnosciq pierwiastka z =1 réwnania (11.16).

Wiasno$é 11.4.2. Jesli réwnanie (11.16) nie ma 2adnego rozwigzania w punkcie z = 1,
to wszystkie jego rozwigzania lezq wewngtrz kota jednostkowego wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie rozwigzania réwnania (11.18) lezq w lewej pdlptaszczyznie.

Nietrudno jednak zabezpieczy¢ sie przed grozacym bledem. Zauwazmy bowiem, Ze
M (1) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z = 1 jest pierwiastkiem réwnania (11.16). W rezul-
tacie dochodzimy do ostatecznego wniosku:

Twierdzenie 11.4.1. System jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy M(1) # 0 oraz
wszystkie rozwigzania réwnania (11.17) lezq w lewej pdlptaszczyznie.
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Do sprawdzenia, czy jest spelniona druga cze$¢ warunku podanego w powyzszym
twierdzeniu, mozna zastosowat kryteria Routha—Hurwitza, Hurwitza lub Michajtowa,
podane podczas analizy systeméw cigglych.

Przyklad 11.4.1. Wielomian M (2) = 622 — 2 — 1 = (32 + 1)(2z — 1) ma pierwiastki
z1 = 1/2 oraz 2z = —1/3. Dokonujac podstawienia (11.15), otrzymujemy réwnanie
4w? + 14w + 6 = 0 o rozwigzaniach wy = —3,wy = —1/2. Jest przy tym oczywiste, Ze
z1 = (w1 +1)/(wy; — 1) oraz zo = (we + 1)/(we — 1). Stwierdzamy zatem, ze pierwiastki
21, 29 lezg w kole jednostkowym, natomiast pierwiastki wi,ws w lewej pélplaszczyznie.

Przyklad 11.4.2. Réwnanie 22°+32z—2 = 0 ma dwa pierwiastki 2; = 1/2 oraz 2o = —2.
Podstawienie (11.15) doprowadza do réwnania 3w?+8w—3 = 0 o rozwigzaniach wy = —3,
we = 1/3. Pierwiastek z; lezy w kole jednostkowym, a odpowiadajacy mu pierwiastek
wy w lewej pdlplaszczyznie. Drugi, czyli 29, znajduje sie¢ poza kotem jednostkowym,
a zwigzany z nim we W prawej polplaszczyznie.

Kryterium Routha—Hurwitza

Do zbadania stabilnoSci systemu wykorzystamy twierdzenie 11.4.1, a do sprawdzenia
drugiej czesci jego warunku zastosujemy kryterium Routha—Hurwitza, tzn. twierdzenie
5.1.2. Zwracamy uwage na to, ze — podobnie jak oryginalne kryterium Routha—Hurwitza
takze i takie postepowanie sprawdza, czy spelniony jest warunek wystarczajacy.
Przyklad 11.4.3. Dla M(z) = (2 +2)(22 — 1) = 22% + 32 — 2, mamy M (1) = 5 # 0.
Podstawienie (11.15) prowadzi od réwnania 222 + 3z — 2 = 0 do 3w? + 8w — 3 = 0, dla

ktérego
8 0
w3 )

oraz Ay = 8, Ay = —24. Zatem V(3,8,—24/8) = 1, skad, na mocy kryterium Routha—
Hurwitza, wynika, ze jeden pierwiastek réwnania 3w? 4+ 8w — 3 = 0 lezy w prawej pol-
plaszczyZnie, co jest réwnowazne z tym, ze jeden pierwiastek réwnania M(z) = 0 lezy na
zewnatrz kola jednostkowego. Stwierdzamy zatem, ze system jest niestabilny.
Przykiad 11.4.4. Dla M(z) = 322 — 2z + 3 spostrzegamy, ze M (1) = 4 # 1. Podsta-
wienie (11.15) doprowadza do réwnania w? + 2 = 0. Kryterium Routha-Hurwitza nie
wypowiada sie na temat stabilnoSci.

Kryterium Hurwitza

Sposéb wykorzystania kryterium Hurwitza, czyli twierdzenia 5.1.3, pokazemy na przy-
kladach. Poniewaz kryterium to okreéla warunek konieczny i wystarczajacy, zatem row-
niez postepowanie w nich przedstawione sprawdza warunek konieczny i zarazem wystar-
czajacy.

Przykiad 11.4.5. Niech M(z) = 2423 +102? —32z—1. Jest oczywiste, ze M (1) = 30 # 0.
Podstawienie (11.15) prowadzi teraz do réwnania 15w + 44w? + 31w + 6 = 0. Aby
sprawdzi¢, czy wszystkie jego rozwigzania leza w lewej pélplaszczyznie, tworzymy macierz
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Hurwitza
4 6 0
H;=| 15 31 0
0 44 6

i nastepnie znajdujemy jej gtéwne podwyznaczniki, a mianowicie: Ay = 44, A, = 1274
oraz Az = 7644. System jest zatem stabilny.

Przyklad 11.4.6. Niech teraz M(z) = 62° — 522 — 2z + 1. Poniewaz M (1) = 0, wigc
system nie jest stabilny.

Przyklad 11.4.7. Niech M(z) = 623 + 1322 + 2 — 2. Po pierwsze, M (1) = 18 # 0. Po
drugie, podstawiajac (11.15), otrzymujemy réwnanie 18w?+36w? —2w—4 = 0. Macierza
Hurwitza jest

36 —4 0
Hy=| 18 -2 0
0 36 —4

Poniewaz A = 0, a zatem system nie jest stabilny.

Przyklad 11.4.8. Dla systemu o wielomianie charakterystycznym (11.9), podstawienie
(11.15) prowadzi do réwnania (1 + a3 + ag) w? + (2 — 2ap) w — a1 +ag + 1 = 0. Z kry-
terium Hurwitza wynika, ze jego pierwiastki leza w lewej péiplaszczyZznie, czyli system
jest stabilny, wtedy i tylko wtedy, gdy 1+ a1 + a9 > 0,1 —ag >0 oraz ag —a; +1 > 0.
Zbior punktéw (ap,a1) speliajacych te nieréwnoéci przedstawia rys. 11.1, patrz takze
przyktad 11.5.1.

Kryterium Michajlowa

Teraz rowniez wykorzystamy twierdzenie 11.4.1, lecz tym razem do sprawdzenia dru-

giej czedci jego warunku zastosujemy kryterium Michajlowa, czyli twierdzenie 5.1.5. Nie
trzeba dodawac, ze otrzymujemy w ten sposéb kryterium podajace warunek konieczny
i wystarczajacy.
Przyklad 11.4.9. Dla M(z) = 1823 —922 —22+1 wyliczamy M (1) = 8 # 0. Podstawie-
nie (11.15) doprowadza do réwnania V (w) = 0, w ktérym V (w) = 8w? +44w? + 68w+ 24.
Wykres Michajlowa wielomianu V(w), tzn. wykres V(jw) dla w € [0, 00), jest pokazany
na rys. 11.9. Wynika z niego, ze Aargy<, o, V(jw) = 37/2, co prowadzi do wniosku,
ze system jest stabilny. B

Im V(jw)

ReV(jw)

Rys. 11.9. Wykres Michajlowa, przyklad 11.4.9
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11.5. Inne kryteria

Oprocz rezultatéw dotyczacych polozenia pierwiastkéw wielomianu algebraicznego
podanych wcze$niej, znane sg rowniez inne, ktére mozna wykorzysta¢ przy badaniu sta-
bilnosci. Podaja one zazwyczaj warunki, ktére sg tylko wystarczajace lub tylko konieczne.
Niektoére podajemy ponize;j.

Twierdzenie 11.5.1. Niech a,, = 1. Jesli
|a0| + -+ |am—1| <1,

to system jest stabilny.

Dowéd. Z réwnania y, + Gym_1Yn—1 + - + aoYn—_m = 0 wynika nstepujaca nieréwnoSé:
. m—1 s <
[yn] < pmax(|yn—1l,-- ., |Yn-ml), gdzie p = > 77" |a;| < 1. Po wstawieniu w réwna-
niu tym n 4+ 1 w miejsce n, wnioskujemy w podobny sposéb, ze ma miejsce nieréw-
008 yn1] < prax(lgal, g1, - s [yn—ms1]) < pmax (gl max(lyn_1l- - [gnml)),
ktérej prawa strona nie jest wigksza niz pmax(|yn—1|,-- -, |Yn—m|). Na podobnej zasa-
dZie7 |yn+m71| < pmax(|yn71|7 RN |yn7m|)' Ostatecznie Wi@C maX(|yn+mfl|7 R |yn|)
< pmax(|yn—1l,-- -, |Yn—m|) 1 W rezultacie lim,,_,o y, = 0, co koiczy dowdd. [

Argumentacja, ktérg zastosowaliSmy w dowodzie kryterium Michajtowa, pozwala sfor-
mutowaé konieczny warunek stabilnoéci, co podajemy w formie twierdzenia’, patrz [8].

Twierdzenie 11.5.2. Niech a,, = 1. Jesli, dla dowolnego k, gdzie 1 < k < m,
lao| + <+ + |am]| < 2|ak],

to system jest niestabilny.

Dowdéd. Oznaczmy ¢(z) = apz® i 9(2) = Z?;O’#k a;z', gdzie 1 < klg m. 7 zalozonej
nieréwnosci wynika nastepujacy ciag relacji: [¢(e??)| =|>7%, ipr, @€Y < S ik lail
< lag| = lpp(e?)]. Zatem [¢h(e/)/p(e?*)| < 1, skad wynika z kolei, ze jest prawdziwa
réwnost Aargg<,, o (1+14(e7)/p(e7*)) = 0. Ponadto Aargyc, o, (/) = 2rk.
Zatem Aargogw@w M(e?) — Aarg0§w<2ﬂ' p(ev) = Aargogw@w (1 + ZZJ(@N)/@(@N))
= 0, a to z uwagi na to, ze M(2)/p(z) = 1+ ¥(z)/¢(z). Z réwnosci tej wynika, ze
Aarggc,,cor M(e?¥) = 2km > 0. System jest zatem niestabilny. ]

Przyklad 11.5.1. Z twierdzenia 11.5.1 wynika, ze system o wielomianie charaktery-
stycznym (11.9) jest stabilny, jesli |ag| + |a1| < 1. Zbiér punktéw (ag, a1) spetiajacych
warunek pokazano na rys. 11.10, patrz takze rys. 11.1 i odpowiadajace mu przyktady.

TA. Cohn, Uber die Anzahl der Wurzeln einer Algebraischen Gleichung in einem Kreise, Math., 1922,
14, 110—-148.
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Rys. 11.10. Zbiér punktéw (ag, a1), dla ktérych system jest stabilny,
przykiad 11.5.1

Przyklad 11.5.2. 7Z twierdzenia 11.5.2 wynika, Zze system o wielomianie charaktery-
stycznym (11.9) jest niestabilny, jesli 1 + |ag| < |aq].

Przykiad 11.5.3. Niech a,, = 1. Mozna pokaza¢, ze jesli:
a)0<ag<a; <...<am-1 <1, tosystem jest stabilny,

b) 1 < am_1<...<aj < ag, to system jest niestabilny®, patrz [8].
Odwolujac sie do uwagi C.5.1, wyjaéni¢ zwiazek pomiedzy a) oraz b).

Przyklad 11.5.4. Niech a,, = 1. Jest oczywiste, ze ag = [[ 1, zi. Jesli wiec 1 < |ag|, to
system jest niestabilny, bowiem przynajmniej jeden pierwiastek lezy na zewnatrz okregu
jednostkowego.

Przyktad 11.5.5. Niech a,, = 1. Je§li 1 + Zm 2 |ai| < |am—1]|, to system jest niesta-
bilny. W szczegélnoéci, jesli 1+ |ag| < |aq], to systern o wielomianie charakterystycznym
(11.9) jest niestabilny. Z twierdzenia Gerszgorina C.5.1 i wniosku C.5.1 wynika bowiem,
ze kola {z;|z| < 1} oraz {z; |z 4+ am—1| <>y |az|} nie maja ani jednego punktu wspdl-
nego. Zatem w drugim lezy dokladnie jeden p1erw1astek wielomianu, a jego odleglos¢ od
poczatku uktadu wspéhrzednych jest wieksza od 1.

Cwiczenie 11.5.1. Niech a,, = 1. Korzystajac z wynikéw éwiczenia C.5.4, sprawdzié,
ze wszystkie bieguny transmitancji spetniaja nieréwnoéci |z;| < min(1, Z?lgl |a;]) oraz
|z;| <min (|ap|, 1+ |a1],..-, 1+ |am—1])-

Cwiczenie 11.5.2. Niech a,, = 1. Wykazag, ze jesli system jest stabilny, to zachodza
nieréwnosci 0 < M (1) <2™ 0 < (=1)"M(-1) < 2™.

11.6. System ze sprzezeniem zwrotnym, kryterium
Nyquista
Przejdziemy teraz do dyskretnej wersji kryterium Nyquista. Stuzy ono do badania

stabilnoéci systemow ze sprzezeniem zwrotnym, tzn. systemdéw o strukturze pokazanej
na rys. 11.11.

80. Perron, Algebra. Bd. 2. Theorie der algebraichen Gleichungen, Walter de Gruyter, Berlin 1951.
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K(z) b1
Uu, _ w, Y, Y
y”
<]

Rys. 11.11. System z ujemnym sprzezeniem zwrotnym

Poniewaz argumentacja jest bardzo podobna do tej, ktorg przeprowadziliémy wcze-
$niej, w czeSci dotyczacej systeméw z czasem ciaglym, ograniczymy zatem sie jedynie
do ostatecznych rezultatéw. Przypominamy jednak, ze transmitancja systemu otwartego
jest

natomiast zamknigtego

K L)

I(Z(Z)

T1+K(z) Lz + M(z)

Zatem
Aarg[l + K(e7¥)] = Aarg[L(e?¥) + M(e7¥)] — Aarg M(e7%).
0<w<m 0<w<m 0<w<m
7 kryterium Michajlowa wynika, ze badany system zamkniety jest stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy
Aarg [L(e?*) + M(e/*)] = 7 deg[L + M].
0<w<m
Argumentujac jak w przypadku systeméw cigglych, nietrudno teraz wykazaé¢ prawdzi-
wo$t wszystkich podanych ponizej rezultatéw. Kazdy z nich dotyczy innego polozenia
biegunéw transmitancji systemu otwartego. W pierwszej sytuacji system otwarty jest
stabilny, co oznacza, ze leza one w kole jednostkowym. W drugiej jego transmitancja ma
biegun w punkcie z = 1. W kolejnej — bieguny moga leze¢ na zewnatrz kola jednostko-
wego. Na koncu rozpatrujemy przypadek, w ktérym transmitancja ukladu otwartego ma
biegun na okregu jednostkowym.

System otwarty stabilny

Zaczniemy od najprostszej sytuacji, tzn. zalozymy, ze system otwarty jest stabilny,
co oznacza, ze wszystkie bieguny jego transmitancji lezg w kole jednostkowym. Poniewaz
w sytuacji takiej A argg<, <. M(e’*) = m, jest wigc prawdziwe nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 11.6.1 (Nyquist). Niech a,, > 0 il < m. Niech system otwarty bedzie
stabilny. System zamknicty jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

14+ K(e?) # 0 dla wszystkich w € [0, 7] (11.19)
oraz

Aarg[l + K(e/*)] = 0.

0<w<m
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Przyklad 11.6.1. Niech K(z) = 5/(2z — 1)(3z + 1). Poniewaz charakterystyka ampli-
tudowo-fazowa systemu otwartego ma ksztalt jak na rys. 11.12, system zamkniety wiec
jest stabilny.

ImM( ")

ReM(e")

(_17j O)

Rys. 11.12. Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu otwartego,
przyktad 11.6.1

System otwarty ma bieguny w punkcie z = 1

Dla sytuacji, w ktérej wielomian M (z) ma pierwiastek w punkcie z = 1, modyfikujemy
nieco pojecie przyrostu argumentu funkeji M (e?“). Teraz bowiem

Aarg M (%) = arg M (e'™) — lin%) arg M (e?%).

0<w<m w—

Twierdzenie 11.6.2 (Nyquist). Niech an, > 0 ¢ | < m. Niech transmitancja K(z)
systemu otwartego ma mq -krotny biegun w punkcie z = 1, a wszystkie pozostale wewngtrz
kola jednostkowego. System zamkniety jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
(11.19) oraz

Aarg[l + K(e/¥)] = mlz.
0<w<7 2

Dowéd. W celu wykaza‘nia prawdziwoSci tej wersji kryterium, wystarczy jedynie zauwa-
zy¢, ze Aargy . M(e?*) = (m —mqy/2)m. ]

Przyklad 11.6.2. Dla K(z) = 2/(z — 1)(2z + 1) charakterystyke amplitudowo-fazows
pokazano na rys. 11.13. System zamkniety jest zatem stabilny.

ImM(€")

(1J0) 7 | N ReM(¢")

Rys. 11.13. Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu otwartego,
przykiad 11.6.2
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System otwarty niestabilny

Omoéwimy kolejng sytuacje. System otwarty jest teraz niestabilny. Zaktadamy przy
tym, ze jego transmitancja ma bieguny wewnatrz i na zewnatrz okregu jednostkowego.
Zaden biegun nie lezy jednak na samym okregu. O stabilnoéci systemu zamknietego
wypowiada sie ponizsze kryterium.

Twierdzenie 11.6.3 (Nyquist). Niech a,, > 0 il < m. Niech ponadto transmitancja
K(z) systemu otwartego ma wszystkie bieguny w kole jednostkowym z wyjatkiem m
biegundw na zewnagtrz. System zamkniety jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
(11.19) oraz

Aarg[l + K(e/¥)] = m,.

0<w<m

Dowéd. Wystarczy zauwazyé, ze Aargg.,,, M(e/*) = (m —m4)T. ]

Przyklad 11.6.3. Niech teraz K(z) = 4/(z + 2)(2z — 1) bedzie transmitancjg systemu
otwartego. Z rys. 11.14 i przedstawionej powyzej wersji kryterium Nyquista wynika, ze
system zamkniety nie jest stabilny.

Tm M(e")

(_Lj 0)
N _o

ReM(e")

Rys. 11.14. Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu otwartego,
przyktad 11.6.3

System otwarty ma bieguny zespolone na okregu |z| = 1

Wsréd réznych biegunéw, transmitancja systemu otwartego ma teraz pare biegunéw
zespolonych (n,7), przy czym Imn # 0, na okregu jednostkowym. Niech p = argm,
0 < p < m. Oznaczajac = €/?, zauwazamy, ze funkcja arg(e/” — n)(e’* — 1), czyli
arg(el” — elP)(ed¥ — e7IP), jest ciagla na dwéch otwartych odcinkach (0, p) oraz (p, 7).
Zatem, korzystajac z rysunku 11.15, tatwo stwierdzamy, ze

Aarg (e’ —n)(e? —n) + Aarg (7 — n)(e/ —7) = .
0<w<p p<w<T

Wynika stad, ze

Aarg M(e?®) + Aarg M(e?®) = (m — 1),
0<w<p p<w<m

dzieki czemu mozemy poda¢ odpowiednig wersje kryterium Nyquista dostosowana do
wlasno$ci systemu otwartego.
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Aarg(e” - n) Aarg (e~ 1)

0 < w< Im p<w<m

7l
Rys. 11.15. Aarg(e’ —n)(e?* —7), (,7) na okregu jednostkowym

Twierdzenie 11.6.4 (Nyquist). Niech a,, > 0 il < m. Niech ponadto transmitancja
K(z) systemu otwartego ma wszystkie bieqguny w kole jednostkowym z wyjatkiem jedno-
krotnej pary na okregu jednostkowym. System zamkniety jest stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi (11.19) oraz

Aarg[l + K(e7)] + Aarg[l + K(e/*)] = .
0<w<p p<w<T

Podany rezultat zilustrujemy przyktadem, w ktérym transmitancja systemu otwartego
ma pare biegunéw urojonych (—j, 7).
Przyklad 11.6.4. Niech teraz K(z) = 1/2(2% + 1)(22 — 1). Transmitancja ma pare
biegunéw urojonych (j, —j). Wykres funkcji K(e’*) sklada si¢ z dwéch gatezi, patrz
rys. 11.16. Odpowiadaja one zmianom w w przedziatach (0,7/2) oraz (7/2, 7). Zatem

Aarg e[l + K (/)] + Aarg, o o[l + K(e/*)] = . System zamknigty jest wigc
stabilny.

Tm M{( &)

0<w<m/2 ~
ReM(e")

(_Lj 0) \

/2 <w<mn

e

Rys. 11.16. Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu otwartego,
przyktad 11.6.4






Rozdzial 12

Rownanie stanu systemu dyskretnego

12.1. Wprowadzenie

Oméwimy teraz jeszcze jeden opis, a mianowicie réwnanie stanu

X, = Ax,_1+buy )
— T
yn - C Xnv

(12.1)

w ktérym x,, jest wektorem stanu w chwili n. Wymiarem wektora jest k. Zatem A jest
macierza kwadratowg stopnia k, natomiast b oraz ¢ wektorami o wymiarze k. Opis utoz-
sami¢ mozna zatem z tréjka (A, b, c). Schemat blokowy odpowiadajacy temu réwnaniu
przedstawiono na rys. 12.1. Blok oznaczony jako z~! wykonuje operacje opéznienia o 1.
Zauwazmy jeszcze, ze

n—1
Vo = CTA’ILXO + Z CTAn_l_ibui,
i=0
gdzie x( jest stanem poczatkowym.
s

—> b 27 L c -

U/L yﬂ,
A

Rys. 12.1. Schemat blokowy réwnan stanu (12.1); z~* oznacza opéznienie o 1

Podstawienie v = Tx, gdzie T jest dowolng macierza nieosobliwa, do (12.1) dopro-
wadza do nowego réwnania

{vn = TAT_lvn,1+Tbun,1,

v — Ty, (12.2)

w ktérym stanem jest v. Réwnania (12.1) i (12.2), a zatem takze tréjki

(A,b,c) oraz (TAT™, Tb,cIT™1),
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nazywamy réwnowaznymi. Opis (12.1) ma zatem tyle opiséw z nim réwnowaznych, ile
istnieje nieosobliwych macierzy T. Wszystkie te réwnania stanu sg skojarzone oczywiScie
z jednym systemem, a cechy posiadane przez wszystkie opisy sa cechami systemu. Omao-
wimy trzy takie cechy, a mianowicie: sterowalno$¢, obserwowalnosc, a takze stabilnosc.
Dzigki temu zbadamy strukture systemu i ustalimy relacje pomiedzy réznymi opisami,
czyli réwnaniem réznicowym, transmitancja oraz réwnaniem stanu.

Wielomianem charakterystycznym macierzy A i TAT ™! jest

det(ANI — A) = M 4+ ap A7+ ar)d + ao,
patrz podrozdziat C.3. Wektorem jego wspétczynnikéw bedzie
a=lag,...,ax_1]".
12.2. System sterowalny
Opis (12.1) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy macierz sterowalnoéci
P = [b,Ab,..., A" 'b]

jest nieosobliwa, patrz Dodatek D. Podamy teraz rézne, réwnowazne opisy systemu
sterowalnego.

Wiasno$é 12.2.1. Sterowalny system (12.1) ma opis réwnowainy (12.2), w ktérym

1
0 0
TAT ! = [ ' a] oraz Tb =
0
Dowdd. Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia 6.2.1. ]

Mozna takze wykazaé, patrz ¢wiczenie 6.2.2, ze jeSli system jest sterowalny, to ma
opis réwnowazny, w ktérym

0
TAT ! = [ (1 TI ] oraz Tb = 0
1
Pary
0 0
0 I I
_aT | oraz —al | 0
1 1

nazywamy kanonicznymi, w odniesieniu, rzecz jasna, do sterowalnoSci.
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7 powyzszego wynika, ze system sterowalny ma opisy réwnowazne o postaciach:

1
0 0
Xn = |: I~ a:| Xp—1*+ : Un—1,
0
Yn = 0TXIL7
oraz
0
0 I :
Xn |: —aT :|X'n—1 + 0 Un—1,
1
Yn = ’YTxna

gdzie @ i v sg pewnymi wektorami.

12.2.1. System obserwowalny
Opis (12.1) jest obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gdy macierz obserwowalnoéci
c’A

CTAszl

jest nieosobliwa, patrz Dodatek D. Przedstawimy teraz réwnowazne opisy systemu ob-
serwowalnego. Dowdéd ponizszego twierdzenia jest taki sam jak twierdzenia 6.3.1.

Twierdzenie 12.2.1. System (12.1) jest obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gdy ma opis
réwnowainy (12.2), w ktérym

TAT ! = [ (iaTI } oraz cT'T~1 =[1,0,...,0].
7 ¢twiczenia 6.3.2 wynika, ze innym opisem réwnowaznym jest taki, w ktérym

TAT ! = [ ?a} oraz ¢cI'T™1 =10,...,0,1].

({ " ],[1,0,...,0]) oraz ([;’ —a],[O,...,O,l])

nazywamy kanonicznymi parami obserwowalnymi.

Pary
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Podsumowujac, mozemy stwierdzi¢, ze system obserwowalny ma ponizsze opisy row-
nowazne:

< — 0 I < "
n - _aT n—1 PUn—1,
Yn = [1707--~70] Xn
oraz
0
Xn = |: I~ a:| Xp—1*+ ﬁun—la
Yn = [0,...,0,1]xp,

gdzie p i B sa pewnymi wektorami.

12.3. Struktura systemu

Omoéwimy teraz relacje pomiedzy sterowalnoécig i obserwowalno$cig systemu a jego
struktura. Rozwazania nasze sg zwigzane z relacja podobienstwa macierzy i s w zasadzie
calkowicie podobne to tych w podrozdziale 6.4. Dlatego tez wszelkie rezultaty podamy
bez zadnych dowodéw.

12.3.1. Struktura a sterowalnoSc

Jedli rank P = r < k, to system ma opis réwnowazny (12.2) o postaci

Vin _ Hyy Hp Vin-1 | h; u
Vo.n 0 Hx Von—1 0 neb
_ T T | Vin
Yn s, 82 ] [ Vo } :

gdzie

v
L -
Vo
W opisie tym vy, hy oraz g; sa wektorami o r wymiarach, natomiast vy oraz go 0o k —r

wymiarach. Kwadratowe macierze Hi; oraz Hys sa stopnia r oraz k — r, a Hio jest
macierzg prostokatng. System mozna zatem przedstawié¢ jak na rys. 12.2.
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h, 21 8
Vl.n yl,n
H
U’Tl " yn,
H,
27t 8
V?,n yZ,‘n
H22

Rys. 12.2. Dekompozycja systemu na cze$¢ sterowalna (Hii, hi, g1)
i niesterowalng (Haz, 0, g2)

Pierwszy podsystem, rzedu r, o wektorze stanu vi, wejéciu u i wyjSciu yi, jest stero-
walny i ma réwnanie
{ Vin = Huvin—1+hiuy_q,
Yin = g{"l,n?

a jego macierz Hy; 1 wektor h; maja sterowalng forme kanoniczna. Drugi, rzedu k — r,

ma réwnanie
{VZ,n = Havy o1,

_ T
Yon = 8B2V2n-

Wyjsciem calego systemu jest y, = y1.n + Y2,n-
System (12.1) zostal zatem zdekomponowany na dwa sprzegniete ze soba podsystemy,
mianowicie (Hy1,hy,0) oraz (Hag, 0, g2), przy czym pierwszy z nich jest sterowalny.

12.3.2. Struktura a obserwowalnos$é

Jesli rank Q = s < k, to istnieje opis rownowazny o postaci
Vin Gy 0 Vin-1 P1
k) k) + u —1,
[ Vo ] [ Ga1 G2 } [ Von—1 } [ p2 | "

g = [qf.07] [ Vin } ,

(12.3)

Van

A
1 —v,
Va2

przy czym vi, p1 oraz q; sa wektorami o s wymiarach, natomiast vo oraz ps wektorami
o k — s wymiarach. Kwadratowe macierze Gi; oraz Gao sg stopnia s oraz k — s.

System sklada sie zatem z dwéch podsysteméw obserwowalnego i nieobserwowalnego
i ma strukture taks jak na rys. 12.3.

gdzie
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P:

P2

q;

V‘z,n

G,

Yn

Rys. 12.3. Dekompozycja systemu na cze$¢ obserwowalng (Gi1, p1,q1)
i nieobserwowalng (Gaz2, p2, 0)

Pierwszy podsystem, rzedu s, jest obserwowalny i ma réwnanie

Vin =
Yn =

G11Vin—1 + P1Un—1,
T
Ch Vl,nv

przy czym jego macierz Gi; 1 wektor q; majg obserwowalng forme kanoniczna. Drugi

podsystem nie jest obserwowalny, ma rzad k — s i réwnanie

Von =
Y2,n =

Ga22va o1 + P2tn_1,
T
0 Von-

Podsystemy sprzegniete sa macierza prostokatna Goj.

12.3.3. Pelna struktura systemu

Postepujac w opisany powyzej sposéb, mozna zdekomponowaé¢ podsystem obserwo-
walny na dwa podsystemy, a mianowicie: sterowalny i niesterowalny. To samo mozna
uczyni¢ z podsystemem nieobserwowalnym. W rezultacie otrzymamy réwnanie stanu jak
ponizej i odpowiadajacy mu rys. 12.4. Pokazuje one pelna strukture systemu.

X1,n
X2.n
X3,n
X4,n

Yn

A A Az Au

Ao

0
0 0 Az Ay
0

0

[0T7 Cg, 0T7 CZ]

0

0

Aoy

Ay

X1,n
X2,n
X3,n
X4,n

X1,n—1
X2 n—1
X3,n—1
X4,n—1

+

by
b
02 Un—1,

0
(12.4)
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Rys. 12.4. Pelna dekompozycja systemu

Wektor stanu x sklada sie z czterech czeéci, tzn. ma on postac

X1
X2
X3
X4

w ktorej kolejne jego czeéci maja wymiary, powiedzmy, p,q,r oraz s, CO 0znacza, ze
p+q+r+s=k. System (A,b,c) sklada sie wiec z czterech podsysteméw, a mianowicie
(A11,b1,0), (Aaz, ba,ca), (Ass,0,0) oraz (Agg,0,c4) o rzedach p, ¢, r oraz s. Mozemy
zatem stwierdzi¢, ze podsystem

e (A11,by,0) jest sterowalny i nieobserwowalny,
e (Ags,bo, o) jest sterowalny i obserwowalny,

e (A33,0,0) jest niesterowalny i nieobserwowalny,
e (A44,0,cy) jest niesterowalny i obserwowalny.

Macierze A1z, A13, A4, Aoy oraz Asy oznaczaja sprzezenia pomiedzy tymi podsyste-
mami, a macierze zerowe ich brak.
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12.4. Réwnanie stanu, ré6wnanie réznicowe,
transmitancja

12.4.1. Ré6wnowazne réwnania stanu

Z réwnan (12.3) i odpowiadajacego mu rys. 12.3 wynika, ze wyjscie y systemu zalezy
jedynie od czeSci obserwowalnej, czyli od (Aag, ba, c2) oraz (A, 0, c4), a takze sprzezenia
A5, miedzy nimi. Réwnanie réznicowe systemu zalezy zatem jedynie od réwnania jego
czesci obserwowalnej, czyli od

Xo.n _ A Ay Xom-1 | by _—
X4.n 0 Ay X4,n—1 0 nmY
(12.5)
X2,
m o= 5o 2],

Prawdziwa jest zatem ponizsza wlasnosc:

Wiasno$é 12.4.1. Réwnanie réznicowe systemu (12.1) zalezy tylko od czesci obserwo-
walnej. Czes¢ systemu opisywana réwnaniem réznicowym jest obserwowalna.

Zalozymy teraz, ze system obserwowalny ma réwnanie réznicowe
Yn + 0k—1Yn—1 + -+ A1Yn—k+1 + aoYn—k = bk—lun—l + 4+ boun—k‘ (126)

i oznaczymy a = [ag, a1, .. .,ax_1]T orazb = [bg, b1, ..., bx_1]T. Podamy teraz rézne réw-
nania stanu (12.1) odpowiadajace réwnaniu réznicowemu (12.6). We wszystkich A jest
macierzg fazowa, patrz podrozdziat C.5. Dowody réwnowaznoS$ci tych opiséw podajemy
w kolejnym paragrafie.

Zaczniemy od réwnania

0 I
X, = Xp—1+ Bun_1,
[ —al } (12.7)
Yn = [0,...,0,1]x,,
gdzie B =T 'b,
_ o 0
ap al 0
ay as 0
r=-—
ag air --- ag—4 arp—3 0
apg air a2 -+ ag—3 ag—2 0
0 0 0 - 0 0 —1|

Poniewaz det T' = (—1)*=D(#=2)/2(_qq)k=1 =£ 0, to macierz T~ istnieje.
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Kolejne réwnanie stanu ma nastepujaca postac:

0
_[o1 e
Xn = _aT Xn—1 0 Un—1, (12.8)
1
Yn = bTXn-
Trzecim i ostatnim jest
0
Xp = [ I —a :| Xp—1 +bun—17
(12.9)
Yn = [0,...,0,1]xp.
Dla réwnania tego
cladj(zI — A)b = bp_12"" L+ 4 b1z + by, (12.10)
det(zI— A) :zk+ak,1zk_l+~'+alz+ao, (12.11)

gdzie ¢ = [0,...,0,1]T, patrz éwiczenia C.5.1 oraz C.5.3.

12.4.2. Dowody ré6wnowaznoSci opis6w

Dowéd réwnowaznoéci opiséw (12.6) i (12.7). Zaczniemy, wprowadzajac oznacze-

nie X, = [T1p, ... ,a:km]T oraz przepisujac k + 1 réwnan stanu jako
T1in = T2n-1 + 50U'n—17
Tk—2,n = Tk—1n—1T 6k—3un—17
Tk—1,n — Tkn-—1 + Bk;—Zu’n—lv
— T
Tk,n = —a'x+ ﬁkun—lv
Yn = Tgmn-

7 ostatniego réwnania wynika, ze
Tl = UYn- (12.12)

Wykonujac operacje przesuniecia, otrzymujemy z p,—1 = Yn—1, dzigki czemu trzecie od
konca réwnanie przedstawiamy w nastepujacej postaci:

Tk—1,n = Yn—1 + 6k72un717

skad po przesunigciu otrzymujemy Ti_1 p—1 = Yn—2 + B_oUn—2. Po uwzglednieniu tego
mozemy czwarte od konca réwnanie zapisa¢ w postaci

Tk—2,n = Yn—2 + Bk_2u7z—2 + ﬁk-—3un—1-
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Powtarzajac powyzsze czynnosci, otrzymujemy wreszcie

Ti,n = Yn—k+1 + kazun—k—i-l +- Boun—L

WykazaliSmy wiec, ze wektor stanu ma postac

Yn—k+1 Un—k+1
Xp = : +B : : (12.13)
Yn—1 Up—1
Yn Un,
przy czym
i Bk—Z 6k—3 T 61 60 0 ]
Be—o B B 0
B - T
5k—2 6k—3 0
6k72 0
L 0 0 0 0 0 ]

Przedostatnie ze wszystkich skalarnych réwnan, po uwzglednieniu (12.12), przyjmuje
postac

T
Yn = —& Xp_1 + ﬁk—lun—l'

Biorac teraz pod uwage (12.13), otrzymujemy

Yn—k Un—k
yn +al : = (faTB+ [0,...,0,bk—1])

Yn—2 Up—2

Yn—1 Up—1

Poréwnanie tego z réwnaniem réznicowym

Yn—k Un—k

T : T
Yn +Aa : =b
Yn—2 Un—2
Yn—1 Up—1
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doprowadza do wniosku, ze

bT = 7aTB+ [07"'707/31671]
Br—o By B1 By 0
Be—a - By By O
= - [a07a17"'7ak—1] ﬁk72 /62 0 +[07"'707ﬁk‘—1]
Br—o O
L O -
[ ag 0 17
a al 0
= _[507 e aﬁk-—l] : : : = ﬁTI‘-
ag -+ ag—4 arp—3 0
ap ap -+ ag-3 a2 O
. 0 0 - 0 0 -1 |
7 uwagi na to, ze I' = I'", otrzymujemy réwnoé¢ b = '3 i koficzymy dowéd. ]

Dowéd réwnowaznoéci opiséw (12.6) i (12.8). Zaczniemy od przepisania réwnania
(12.8) w wygodniejszej postaci

0 1 0
Xn = : i Xp-1t : Unp—1,
0 1 0 (12.14)
—ap —a1 - —ag—1 1
Yn = [b07 ceey bk—l]xn-
Zauwazajac, ze
27 1U(2) B Y (2)

L+ +arz7" 4 apz7® by + -+ brz7F+2 4 hoz—k+1’
wprowadzimy nowa zmienng x,,, ktérej transformata Z jest réwna

1
14 F+arz k1 4oz k"

X(2) =27'U(2)

Poniewaz X (2)(1 + ax_127' + -+ + a1z F + apz7F) = 271U (2), zatem
Tp + ap—1Tp—1+ -+ + Q1Tp—k+1 + ATp—k = Un—1-

Ustalajac wektor stanu jako X, = [¥p_g11,---,Tn_1,%s]T, weryfikujemy pierwsze z réw-
nan (12.14).
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Ze wzgledu na to, ze Y (2) = (by_1 + - - + b1 272 £ byz7#+1) X (2), mozemy napisac
Yn = bk—lxn + o+ bOxn—k—i-lv
skad wynika drugie réwnanie w zestawie (12.14). Dowdd jest zakoniczony. ]

Dowdéd réwnowaznoéci opiséw (12.6) i (12.9). Dzieki temu, ze y,, = xg,p,, plerwsze
wektorowe réwnanie w (12.9) przepisujemy nastepujaco:

Ti,n (boun—l - aOyn—l)a

T2 ZTin-1+ (b1Un—1 — G1Yn—-1),

Th—1n Tp—2n-1+ (Dh—2Un—1 — Ak—2Yn—1),
Thon Th—1,n—1 + (Or—1Un—1 — Qk—1Yn—1).

Dokonujac w pierwszym przesuniecia i wstawiajac wynik do drugiego, otrzymujemy

Tom = Tin—1+ 01Un—1 —a1yn—1)
= (boun—2 — aoyn—2) + (b1un—1 — a1yn—1)-
Podobna operacja wykonana wobec trzeciego, po uwzglednieniu otrzymanego wyniku,
daje
T3.n = (bOun—?) - aOyn—S) + (blun—Z - alyn—2) + (bZU'n—l - a2yn—1)'

Powtarzajac te procedure, otrzymujemy
Tin = (boUn—k — Q0Yn—k) + (D1Un—k+1 — Q1Yn—k+1) + - + (br—1Un—1 — G—1Yn—1)

i, biorac pod uwage to, ze xj ., = Yn, konczymy dowdd. [

12.4.3. Réwnanie réznicowe, transmitancja

Podamy teraz wynik dotyczacy systemu jednocze$nie obserwowalnego i sterowalnego.
Odnosi sie on do opiséw (12.1) oraz (12.6).

Twierdzenie 12.4.1. Obserwowalny system (12.1) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomiany
c’ladj(2I — A)]b oraz det(zI — A)

nie majq zadnego wspdlnego pierwiastka. System (12.6) jest sterowalny wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomiany
2k + ak,lzkfl +--- alzl + apz

oraz
Bro1 2"+ B2t + By

nie majg zadnego wspdlnego pierwiastka.

Dowdéd. Dowdd jest taki sam jak dowdd twierdzenia 6.5.1. [



12.4. Réwnanie stanu, réwnanie réznicowe, transmitancja 199

Ciekaws jest interpretacja warunku, wedtug ktérego réwnanie réznicowe (12.6) opisuje
system sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomiany

L(Z) = bk-_lzkil R blz + bo
oraz
M(z) = K tap_ 12"+ aiz+a
nie majg zadnego wspdlnego pierwiastka. Poniewaz transmitancjg jest

L(z)

K(E) = 370

jest on réwnowazny temu, ze wielomiany stojace w liczniku i mianowniku transmitancji
nie maja zadnego wspélnego pierwiastka.
7 powyzszego wynika, ze system o transmitancji

z4+1
224+42+3

nie jest sterowalny bowiem 22 + 4z + 3 = (2 + 1)(z + 3). Podobnie system o réwnaniu
Yn + 4yn71 + 3yn72 = Up—1+ Up—2

nie jest sterowalny, gdyz 22 +4z+3 = (2 +1)(z +3). Jego transmitancja, czyli 1/(z +3),
jest taka sama jak systemu o réwnaniu

Yn+1 + 3yn = Up OTAZ Yp + 3yn—1 = Un—1-

Zatem — tylko w systemie jednocze$nie sterowalnym i obserwowalnym istnieje jedno-
znaczny zwigzek pomiedzy réwnaniem rézniowym i transmitancja. Jednoznaczny jest
takze ich zwiazek z réwnaniem stanu, oczywiscie z dokladnoécig do transformacji podo-
bienstwa macierzy.

Na zakonczenie wyznaczymy transmitancje systemu (12.1). Jest nig oczywiscie

K(Z) = CT(ZI — A)_lb = cg(zI — Azg)_lbg.

Przyklad 12.4.1. Sprawdzimy, ze réwnaniem réznicowym systemu

Ent1 ai; G2 a1z a4 n by
e I I e A A Al
Cnit 0 0 0  ay4 Ch 0
&n
yn = [0,c2,0,c4] ZZ
Cn

jest
Mn+2 — (a22 + a44)77n+1 + Q220447 = C2b2un+1 — cabaagqtiy,
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a transmitancja

Czbz
K(z) = ———.
Z — 92

Wyznaczenie transmitancji jest latwe. Do réwnania réznicowego dochodzimy, zaczynajac
od réwnania stanu czesci obserwowalnej, czyli

Tan a2 G4 T2.n—1 by
’ = ’ + Up—1,
B e e i B gl
_ T2n
Yn = [02704] |: Tam ] .

Zauwazajac, ze wartoSciami wlasnymi macierzy

Q22 Q24
0 44
S8 a9 Oraz a44, bez trudu weryfikujemy podane réwnanie réznicowe.

W ostatnim przykladzie réwnanie stanu rzedu 4 ma réwnanie réznicowe rzedu 2 oraz
transmitancje rzedu 1, tzn. taka, ktérej mianownik jest wielomianem stopnia 1. Przy-
czyny, dla ktérych rzad réwnania réznicowego jest nizszy od wymiaru wektora stanu,
juz podalidmy. Istote zjawiska polegajacego pojawieniu sie réznicy rzedéw réwnania réz-
nicowego i transmitancji jest to, co juz wiemy, ze wielomiany ¢’[adj(zI — A)]b oraz
det(zI — A), tzn. wielomiany w liczniku i mianowniku utamka

Kiz)=c'(zI-A)"'b= CT([fjcj((ZZII_g)]b

bedacego transmitancja systemu, maja jeden wspdlny pierwiastek. Prowadzi on do skré-
cen, a wlaéciwie jednego skrécenia, czyli obnizenia rzedu.

Przyklad 12.4.2. Réwnaniem réznicowym systemu

§n | _ |an O En1 | | B _—

Mn a1 a2 Mn—1 ba

Yn = [170] |: gn :| )
a takze jego czedci obserwowalnej, tzn. systemu
{ £ = i,y +bhiun_n,
y’ﬂ = grn

jest Ynt+1 — a11Yn = biu,. Transmitancja jest natomiast K(z) = b1/(z — a11). Z drugiej

jednak strony,

audj(zI—A):audj[Z_a11 0 ]:[z—agz 0

a21 Z — a2 —a21 Z—a11
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skad w sposéb oczywisty wynika, ze ¢’ [adj(2I — A)]b = b1z — biags. Latwo wyliczajac
nastepnie, ze det(zI — A) = 22 — (ag + a11) 2 + agqa11, otrzymujemy
1

CT(ZI — A)_lb = ch[adj (ZI — A)]b =

(2 — ag2) by _ b

(Z*(Ill)(Z*CLQQ) 2:*CL117

b1z — brags
2% — (a9 + a11) z + azann

co jest zgodne z wcze$niejszym rezultatem. System, ktérego réwnanie stanu jest drugiego
rzedu, ma wiec transmitancje rzedu pierwszego. Drzieje sie tak poniewaz wielomiany
cTladj(zI — A)]b oraz det(zI — A) maja wspélny pierwiastek, a mianowicie as.

12.5. Stabilnos¢ wzgledem stanu

Oznaczajac przez Ay, . .., A\, wartoci wlasne macierzy A réwnania stanu (6.1), stwier-
dzamy, ze sa one takze warto$ciami wlasnymi macierzy podobnej TAT ™! wystepu-
jacej w réwnowaznym réwnaniu (6.2). Rozwiazania réwnan det(A\I — A) = 0 oraz
det(M — TAT ') = 0 sg bowiem takie same. Wlasnoéci zwigzane z wartosciami wia-
snymi macierzy A sa zatem wspdlne dla wszystkich réwnan réwnowaznych. Sa one wiec
cecha systemu. Wlasnoscig taka jest stabilnosc.

Na poczatku przypominamy, ze pobudzeniem zerowym nazywamy taki sygnal, ze
u, =0dlan=0,1,... Wéwczas

x, = A"xq
oraz
Yn = CTA”XQ.
Jest wiec oczywiste, ze jeSli lim,, .o x, = 0, to lim,_, ¥y, = 0, lecz niekoniecznie na
odwro6t.

Jesli, przy zerowym pobudzeniu, lim, ..y, = 0 dla kazdego warunku poczatko-
wego, to méwimy, ze system jest stabilny wzgledem wyjscia. Oméwimy teraz stabilnosé
wzgledem stanu.

Definicja 12.5.1. Jesli, przy zerowym pobudzeniu,

lim x, =0

n—oo
dla katdego warunku poczatkowego, to mdowimy, ze system (6.1) jest stabilny wzgledem
stanu.

Jest oczywiste, ze stabilno$¢ wzgledem stanu pociaga za soba stabilno$¢ wzgledem
wyjscia, lecz niekoniecznie na odwrot.

Zbieznosc limy, o0 X5, = limy, oo A"x_1 = 0 dla kazdego x_; zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy

lim A" =0.

n—oo
System jest wiec stabilny wzgledem stanu wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi powyzsza
zbiezno§t. Wlasno$¢ ta jest powigzana z wartoSciami wlasnymi Aq, ..., Ay macierzy A,

patrz (C.24).
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Twierdzenie 12.5.1. System (6.1) jest stabilny wzgledem stanu wtedy i tylko wtedy, gdy
Al < 1,0, ] < 1.

Aby stwierdzi¢, czy system jest stabilny wzgledem stanu, wystarczy zatem sprawdzic,
czy wszystkie pierwiastki wielomianu det(zI — A) leza w kole jednostkowym, szczegélty
mozna znalez¢ w rozdziale 11.

Z uwagi na dekompozycje (12.4) mozna rozpatrywaé stabilno$¢ calego systemu (12.1)
lub poszczegélnych czterech jego czesci skladowych. W szczegdélnoSci mozna méwic o sta-
bilnoSci:

e calego systemu, czyli réwnania stanu x, = Ax,_1,

e rownania roéznicowego, czyli czeSci obserwowalnej, oraz

e transmitancji, czyli czeSci jednoczednie sterowalnej i obserwowalne;j.

Jest przy tym oczywiste, ze pierwszy typ stabilnosci, tzn. stabilno$¢ réwnania stanu, po-
ciaga za sobg pozostale, a drugi trzecig. Z drugiej jednak strony, stabilno§¢ transmitancji
nie musi oznacza¢ stabilno$ci ani réwnania réznicowego, ani réwnania stanu.

Przyklad 12.5.1. Dla macierzy
1 2
=13

det(zI — A) = 22 — 32, skad wynika, ze 0 oraz 3 sa warto$ciami wlasnymi macierzy.
System nie jest stabilny.
Przykiad 12.5.2. Jesli

=] 8 e

to det(zI — A) = (2 — 1/2)(z — 1/3), skad wynika stabilno$¢ systemu.
Przyklad 12.5.3. Jesli det(I— A) = 0, to system jest niestabilny, gdyz 1 jest wartoScia

wlasng.
. - [ 1/2 0 ]X
n — 3 2 n—1

Przyklad 12.5.4. System
nie jest stabilny, bowiem det(zI — A) = (z —1/2) (s —2). Jego cze$¢ obserwowalna
o réwnaniu 1

ITpn = 5Tp—1

2
jest jednak stabilna.

Przyklad 12.5.5. System obserwowalny o réwnaniu réznicowym
3Yn + 8Yn—1 — 3Yn—2 = Upn + 3uUp—1

nie jest stabilny, poniewaz jego wielomian charakterystyczny to (3z — 1) (z + 3), ale trans-

mitancja
1

3z -1’
czyli jego czeS¢ sterowalna, jest stabilna.
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Cwiczenie 12.5.1. Jedli |det A| > 1, to system (12.1) jest niestabilny. Zauwazmy
bowiem, ze z (C.6) wynika, ze |det A| = Hle [Ai]l. Jesli wiec system jest stabilny, to
|det A| < 1.

Cwiczenie 12.5.2. Jedli trace A > k, to system jest niestabilny. Z (C.7) wynika bowiem,
ze |trace A| < Zle [Ail. Zatem |A;| > 1 dla przynajmniej jednego i.

Cwiczenie 12.5.3. Wykazag, ze jeSli trace(A — I) > 0, to system jest niestabilny.
Cwiczenie 12.5.4. Sprawdzi¢, ze jesli obserwowalny i jednocze$nie sterowalny system
(12.1) jest stabilny, to jego wzmocnienie w stanie ustalonym jest réwne ¢’ (I — A)~'b.

Cwiczenie 12.5.5. Sprawdzi¢, ze w systemie (12.1), przy zerowym warunku poczat-
kowym i pobudzeniu u, = §,, mamy x, = Z 1{z(2I — A)~'b}, skad wynika, ze
y(t) = Z7Hzcl' (21 - A)~'b}.

Cwiczenie 12.5.6. Sprawdzi¢, ze w systemie (12.1) ko = c”b.

Cwiczenie 12.5.7. Dla macierzy A o wszystkich wartosciach wlasnych w lewej péiplasz-
czyzmie lim;_ o, eAt = 0, skad wynika, ze lim,,_ . e™*7 = 0 dla kazdego T' > 0. Jedli
zatem system ciagly (12.15) jest stabilny, to takze systemy dyskretne (12.16) oraz (12.17),
a zatem i systemy o transmitancjach K (2) i K(z) sg stabilne. Zauwazy¢, ze wzmocnienie
w stanie ustalonym systemu ciaglego jest réwne K (0) = —c” A~!b, natomiast systeméw
dyskretnych K (1) = c¢7(I — eAT)"'b oraz K(1) = K(0) = —c"A~'b.

12.6. System ciaggly sterowany dyskretnie

Podamy teraz zwiazek pomiedzy réwnaniem wektorowym

) — oix (12.15)

{ X = Ax+ bu,
systemu ciaglego sterowanego dyskretnie a réwnaniem wektorowym powstalego w ten
sposéb systemu dyskretnego.
Zaczniemy od sterowania za pomocg impulsatora, patrz podrozdzial 9.7. Zauwa-
zamy, ze x(nT') zalezy od x((n—1)T) oraz pobudzenia spowodowanego impulsem Diraca
w chwili nT, czyli od u(t)dé(t — nT). Zatem

nT
x(nT) = eATx((n — 1)T) +/ AT =Dby(1)s(1 — nT)dr,
(n—1)T
skad wynika, ze
x(nT) = eATx((n — 1)T) + bu(nT).

Oznaczajac x, = x(nT) oraz u, = u(nT), otrzymujemy w rezultacie nastepujace réw-
nanie wektorowe systemu dyskretnego:

_ AT
X, = e xp_1+buy,
_ T
yn - Cc X’IL7
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ktére prowadzi do nastepujacego réwnania stanu:

{ Vp = eATV'n—l +eATbu”_1’ (12 16)

Yn = CTV'n + dun;

gdzie d = ¢’b, v,, = x,, — bu,,.

W systemie sterowanym przez impulsator z ekstrapolatorem stan x(nT') zalezy od
x((n — 1)T) oraz pobudzenia na odcinku [(n — 1)T,nT), czyli u,_1, ktére jest stale
i réwne u((n — 1)T). Wynika stad, ze

nT

x(nT) = eATx((n—1)T)+ / eAT=Dby((n — 1)T)dr
(n—1)T

= ATx((n—1)T) + /T eATdrbu((n — 1)T).
0

Zatem "
{ x, = eATx, + /5 eAdrbuy,_1,
Yn = CTXn-
Zakladajac, ze det A # 0 i uwzgledniajac (C.21), otrzymujemy nastepujace réwnanie
systemu dyskretnego:

(12.17)

x, = eATx, 1+ A7 (AT —Dbu, 1,
T
Yn = C Xp.

Zauwazmy, ze wymiary wektoréw stanu x(t) oraz x,, i v, sa identyczne, skad wniosek,
ze system ciagly i obydwa systemy dyskretne sa tego samego rzedu; patrz takze ¢wiczenie
12.5.7.

Dzieki powyzszym rezultatom mozemy glebiej wniknaé¢ w zalezno$¢é miedzy transmi-
tancja systemu ciaglego K (s) a transmitancjg K(z) systemu (12.16) oraz K (z) systemu
(12.17). Stwierdzamy bowiem, ze transmitancja

K(s)=c'(sI—A)"'b
systemu ciaglego prowadzi do
K(2) = cT2(2I — eAT)"1eATDh

oraz

T
K(z) cT(2l —eAT)L /0 eATdrb
= T2l - eAT)TA (AT —T)D.

Zauwazmy na koniec, ze jedli system ciagly (12.15) jest stabilny, to obydwa systemy
dyskretne (12.16) oraz (12.17) takze. Jeéli bowiem zachodzi zbieznoéé lim; ., et = 0,
to limy, oo (A7) = lim,, oo eA"T = 0.



Rozdzial 13

Dyskretna regulacja automatyczna

13.1. System automatycznej regulacji

Dyskretny system automatycznej regulacji jest pokazany na rys. 13.1. Transmitancja
systemu zamknietego, tzn. systemu o wejsciu yo, 1 wyjsciu yn, jest réwna

K(2)

Kz(z) = TR

gdzie
K(2) = Ko(2)Kr(2)

jest transmitancja systemu otwartego, a Ko(z) oraz Kr(z) sa odpowiednio transmitan-
cjami obiektu i regulatora. Sygnat e, nazywa sie uchybem.

Ky(2)

Ky(2)

Rys. 13.1. Dyskretny system automatycznej regulacji

Regulator powinien zapewni¢, ze sygnal wyjsciowy obiektu ¥, jest bliski sygnatowi
wartoSci zadanej yo,. Oznacza to, ze uchyb &, powinien by¢ mozliwie maty.
Pamietajac, ze
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skad wynika, ze
Mz(z) = L(z) + M(2)

jest wielomianem charakterystycznym systemu zamknietego. Dla wygody warto oznaczyc
przez Lz(z) licznik transmitancji uktadu zamknietego i zapamietaé, ze

Ponadto
1 B M(z)

T 1+ K(z)  L(z)+ M(z)

jest transmitancjg uchybowa.

Podstawowa wlasnoscia, jaka system regulacji powinien mie¢, jest stabilnos¢. Zapew-
nia ona bowiem ustalanie si¢ uchybu regulacji w sytuacji, gdy warto$¢ zadana zmienia
sie skokowo, czyli przyjmuje nowa warto$¢. W szczegdlnosci zastanowimy sie dla jakich
regulatoréw uchyb ten maleje do zera, gdy czas narasta do nieskonczono$ci.

Druga wazng wlasnoScia jest szybkos¢ reakcji, ktorg bedziemy ocenia¢, badajac op6z-
nienie na pobudzenie skokiem jednostkowym yq, = 1,. Miara tego opdznienia bedzie
czas pozostawania sygnatlu wyjSciowego obiektu vy, na poziomie zerowym. Im jest on
krotszy, tym lepiej. Mniejsza jest bowiem wtedy bezwladno$¢ systemu, czyli szybszy
przebieg regulacji w poczatkowej fazie.

W analizie, ktérg teraz przeprowadzimy, obiekt ma transmitancje

gdzie:
LO(Z) = ,Blzl + 5l,12l_1 + e + ,607

Mo(z) = amz™ + Am_12™ 4+ + ag,

przy czym 3; # 0. Zakladamy ponadto, ze transmitancja ta nie ma bieguna w punkcie
z = 1. Oznaczmy jeszcze p = m — . Zauwazmy, ze z wlasnoéci 9.4.7 wynika, ze

Aog=Xo2=-=MAop-1=0

i dopiero

B

Um

£ 0.

>‘O7p =

Oméwimy systemy regulacji z réznymi typami regulatoréw i poréwnamy je. Przez
deg[Q(z)] bedziemy oznaczaé¢ stopien wielomianu Q(z).
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13.2. Regulacja statyczna, czyli P

O regulacji P méwimy, gdy regulator ma transmitancje Kr(z) = ki, czyli gdy jest
proporcjonalny, tzn. typu P. Zakladamy, ze system zamkniety jest stabilny i ponadto
Yon = ln, co oznacza, ze Yo(z) = z/(z — 1). Zatem

z
(z—1)(1+kKo(2)
Poniewaz system jest stabilny, z wlasnoéci 10.3.2 wynika wiec, ze

. . 1
i en =t (2 — DEG) = =m0y

E(z) =

WykazaliSmy nastepujaca wlasno$c:
Wiasnos$¢ 13.2.1. Niech yo, = 1,. W stabilnym systemie automatycznej regulacji sta-
tycznej

1
li n="—"—7"—#0.
o © 1+ kKo(1) 7

7 uwagi na przyjety obiekt, transmitancja systemu zamknietego jest

_ leo(z)
k1Lo(2) + Mo(z)

Kz(z)

Poza szczegélnymi przypadkami, deglk1Lo(z) + Mo(z)] — deg[k1 Lo (2)] = p. Z whasno-
§ci 9.4.7 wynika zatem, ze przy pobudzeniu systemu skokiem jednostkowym i zerowym
warunku poczatkowym,
Yo=-"=yp1=0 (13.1)
i dopiero
By
Yp = kla = k’l)\07p.

Miarg szybkosci reakcji systemu regulacji na pobudzenie 3o, = 1, jest dla nas liczba p,
tzn. op6znienie, z jakim system na nie reaguje.

13.3. Regulacja astatyczna
13.3.1. Regulacja 1

Podobnie jak przy regulacji statycznej zaktadamy, ze yo, = 1,. Przyjmujemy teraz,
ze 1
-1
jest transmitancja regulatora. Zauwazmy, ze jego odpowiedZ impulsowa jest réwna 0 dla
n = 0 oraz ke dlan =1,2,... Przy pobudzeniu sygnalem ¢,,, jego wyjScie w chwili n jest
wiec réwne ko Z?:_ol €;- Ma on zatem wlasnoéci sumacyjne i, w zwigzku z tym, mozemy
powiedzie¢, ze jest dyskretnym odpowiednikiem calkujacego regulatora I.

KR(Z) =k
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Jesli system zamkniety jest stabilny, to z twierdzenia granicznego B.3.2 wynika

1
lim &, = lim T =0.

S I 1 Ko(2)

-
Prawdziwa jest wiec nastepujaca wlasnosc:

Wiasno$é 13.3.1. Niech yo,, = 1,,. W stabilnym systemie automatycznej requlacji asta-
tycznej

lim g, = 0.
n—oo

Przy zalozonym regulatorze i obiekcie
_ kaLo(2)
k1Lo(z) + (z — 1)Mp(2)’

skad wynika, ze deglk1Lo(z) + (2 — 1)Mo(z)] — deglkaLo(z)] = p + 1. Zatem, przy
pobudzeniu systemu skokiem jednostkowym i przy zerowym warunku poczatkowym,

Kz(z)

Yo=""=1Yp = 0
i dopiero
. B
Yp+1 = ka— = kaXop.
Qo

Reakcja ukladu przy regulatorze I jest zatem wolniejsza niz przy regulacji P.

13.3.2. Regulacja PI
Nietrudno sprawdzi¢, ze regulator o transmitancji

1
z—1’

KR(Z) = k1 + ko

czyli typu PI, zapewnia korzystne cechy obserwowane z osobna w regulacji statycznej
i astatycznej. Uchyb w stanie ustalonym jest bowiem zerowy, a szybkos$c¢ reakcji jak
w (13.1), poniewaz

(kzlz — k1 + kg)Lo(z)
(k1z — k1 + ka)Lo(z) + (z — 1) Mo(z)

Kz(z) =

Teraz zatem

y0:"':yp71:0
i dopiero

Yp = kzﬁ = k20 p-

QOm
Wriasnosci regulacji P, I oraz PI, przy zerowym warunku poczatkowym, zestawiono

w tabelach 13.1 oraz 13.2. Wynika z nich w sposéb oczywisty, ze pod wzgledem badanych
wiasno$ci najlepsza jest regulacja PI.
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Tabela 13.1. Wlasnosci uchybu

Regulacja | g lim,, o0 €n
P 1 _ #0
14+ k1 Ko(1)
I 1 0
PI 1 0

Tabela 13.2. Wlasnoéci wyjscia obiektu

Regulacja | yo | -+ | Yp—1 Yp Yp+1
P 0 |- 0 | k1doyp
I 0 |- 0 0 kaXo,p
PI 0| 0 |kidop

13.4. Regulacja z obiektem ciaglym

Wykorzystujac impulsator i ekstrapolator, patrz podrozdzial 9.7, mozna budowac
systemy automatycznej regulacji, w ktérych obiekty ciagle sa sterowane w sposéb dys-
kretny. Przyklad takiego systemu z impulsatorami pokazano na rys. 13.2. Z uwagi na
to, ze sygnaly y&(t), £*(t), w*(t) oraz y*(t) mozna utozsamié¢ z ciagami liczbowymi yon,
€n, Wy OTazZ Y,, sporzadzamy schemat systemu dyskretnego pokazany na tym samym
rysunku.

Nalezy zaznaczy¢, ze o ile system ciagly z impulsatorami istnieje realnie, o tyle sys-
tem dyskretny jest jedynie schematem, czyli pewng abstrakcja. Po wyznaczeniu, zgodnie
z procedury (9.21), transmitancji Ko (z) i Kg(z), czyli zastepczych dyskretnych trans-
mitancji obiektu i regulatora, mozna przeprowadzi¢ analize powstalego w ten sposéb
systemu dyskretnego. Mozemy bada¢ np. jego stabilno§¢.

Dla przyktadu, w systemie pokazanym na rys. 13.2a transmitancja obiektu ciaglego
jest Ko(s) =1/(rs+1), aregulatora Kr(s) = k. Postepujac zgodnie z opisanymi powy-
zej regutami sporzadzamy schemat odpowiadajacego mu ukladu dyskretnego, ktéry jest
przedstawiony na rys. 13.2b. Ustalamy nastepnie, ze — w systemie tym — transmitancja
obiektu dyskretnego jest Ko(z) = z/7(z — e~T/7), patrz ¢wiczenie 9.7.5, a regulatora
K r(2z) = k. Transmitancja systemu zamknigtego jest wiec réwna

N N kz
7(z — e~ T/7)’

a jego réwnaniem charakterystycznym jest (k + 1)z — re~T/7 = 0. System zamkniety
jest zatem stabilny, jesli —7(1 — e~ 7/7) < k.
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w*(1) O ACIR MY
— Kols) ~—
- yo(t)
e(t)
Ky(s
o0 (s)
b) ~ Y Yon
Ko(2) —
w, &y
Ky(2) |

Rys. 13.2. Uklad automatycznej regulacji z impulsatorami i odpowiadajacy mu
schemat systemu dyskretnego

System z ekstrapolatorem oraz odpowiadajacy mu schemat systemu dyskretnego
przedstawiono na rys. 13.3a. Transmitancje Ko(z) obiektu dyskretnego wylicza sie
zgodnie z procedury (9.24), natomiast transmitancje Kpg(z) regulatora wedhg (9.21).
Dla przyjetych transmitancji otrzymujemy zatem Ko(z) = (1 —e~7/7)/(z — e~ 1/7) oraz
K r(z) = k. Transmitancja systemu otwartego jest wiec réwna

. k(1 —e=T/T)

K(z) = Ko(2)KRr(z) = QP

a réwnanie charakterystyczne systemu zamknietego to z 4+ k(1 — e~ 7/7) 4+ e~ T/7 = 0.

System jest stabilny, jesli —1 < k(1 — e~ 7/7) + e~T/7 < 1, czyli jedli wspélczynnik
wzmocnienia regulatora spetia nieréwnosci —(1 +e~7/7) /(1 — e T/7) < k < 1.

a)

*t) Yy X(t)
E — Ko(s) _/y — \4_y0(t)
(1)
wi(t) w,
b) ]?O(z) yn_ Yon
w, ~ g,
Ki(2)

Rys. 13.3. Uklad automatycznej regulacji z ekstrapolatorem i odpowiadajacy mu
schemat systemu dyskretnego
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Przyklad 13.4.1. W systemie przedstawionym na rys. 13.3, transmitancjami ciaglego
obiektu i ciaglego regulatora sa odpowiednio Kp(s) = 1/s(rs + 1) oraz Kgr(s) = k. Dla
schematu systemu dyskretnego pokazanego na tym samym rysunku znajdujemy transmi-
tancje obiektu dyskretnego Ko(2) = (z—1)Te 1/ /2 (z — e=1/7), patrz ¢wiczenie 9.7.5,
oraz Kr(z) = k. Wielomianem charakterystycznym zamknigtego systemu dyskretnego
jest zatem k(z —1)Te™ /742 (z — e7T/7), czyli 22+ (kT — 1) e /72— kTe=1/7. Zasto-
sowanie odwzorowania z = (w + 1)/(w — 1) i skorzystanie z kryterium Hurwitza, patrz
przyktad 11.4.8, doprowadza do nieréwnosci —1/ Te T/m < k<1 /2T, ktérych spelnienie
jest réwnowazne ze stabilno$cig systemu regulacji.






Rozdzial 14

Sygnaly losowe w systemach
dyskretnych

14.1. Wprowadzenie

Zaktadamy teraz, ze stabilny system o transmitancji K (z) jest pobudzany stacjonar-
nym procesem stochastycznym U, drugiego rzedu, patrz rys. 14.1. Najpierw przyjmiemy,
ze jest on bialym szumem, a w kolejnym podrozdziale, ze jest on skorelowany. Przypo-
minamy ponadto, ze E oznacza warto$¢ oczekiwana.

— > K —D—
U Y

n 13

Rys. 14.1. System dyskretny o losowym sygnale wejéciowym

14.2. System pobudzany bialym szumem

Niech teraz U, bedzie bialym szumem o zerowej éredniej (czyli takim, ze EU,, = 0),
tzn. procesem o funkcji korelacji Ry(n) = 0%6,. Zbadamy teraz wlasnosci losowego
sygnalu wyjsciowego, tzn. wyznaczymy jego funkcje korelacji, gestos¢ widmowa oraz
funkcje korelacji pomiedzy wejSciem i wyjéciem. Pamigtajac, ze k, = 0 dla n < 0,
wykazemy teraz, ze:

a) Y, jest Stacjonarnyrn procesem drugiego rzedu,

b) EY,, = 0,EY? = 0%, Zfookf,

C) ( ) - GUZ L n i3]

d) Ry (n) — 0, gdy n — o,

) Sy (w) = ofy |K(e7)[%,
f) Ryy(n) = 0¥k,
Zaczniemy od spostrzezenia, ze ze stabilnoSci systemu wynika, ze ZZOZO k2 < oo oraz

[©)
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S0 o lkn| < 00. Wiedzac, ze Y, = > oo kiU,—;, znajdujemy

I=—00

oo

Z Z kaJE{UnflUn,J}: Z Z klijU(Z_])

I=—00 j=—00 I=—00 J=—00

0'%] i i k:ikjdi,j :G%ikf
=0

1=—00 j=—00

EY?

Poniewaz EY,, = 0, wykazaliémy zatem prawdziwo$¢ punktéw a) i b). Na podstawie
definicji funkeji korelacji, patrz (E.3),

Ry(n) = E{Y,Yol= > > kikiB{UniU_;}
i=—00 j=—00
= o'%] i i kikj5n7i+j:0'%] i kifnk%
i=—00 j=—00 1=—00

skad wynika c).
Poniewaz Y .2 |ki| < oo, wiec Y72 |ki| — 0, gdy n — co. Zatem

i ki—nki

i=n

oo
| Ry (n)| = of; < oy max [ka| Y [Kil,

i=n

co dowodzi prawdziwosci d). Po wyliczeniu transformaty Fouriera funkcji korelacji otrzy-
mujemy, patrz (E.4),

(o] o0 (o ] (o ]
2 —j 2 —j j
o DY kngpkpe T =0t 0N kpype TP eder

n=-—00 p=—00 n=-—00 p=—00

= HRWEK(-w),

Sy(w)

gdzie K(w) jest transformata Fouriera odpowiedzi impulsowe] k;, systemu. Wiedzac, ze
K(w) = K(e*) oraz K(—w) = K*(e’*), mozemy napisaé Sy (w) = o¥|K(e/*)[?, co
oznacza, ze e) jest prawdziwe. Na koniec zauwazmy, ze

Ryy(n) = B{Y,Uo} = > kn i B{UUs} = 0t > kn_idi = 0kn,

i=—00 i=—00

co oznacza, ze f) takze jest prawdziwe.

Przykilad 14.2.1. Niech U, bedzie bialym szumem o zerowej §redniej i funkcji korelacji
dn i mniech K(z) = z/(z — A), |A\| < 1. Poniewaz k, = A" dlan > 0 (oraz k, = 0
dla n < 0), a wiec EY,, = 0, EY? = Y32/ A% = 1/(1 — X*) oraz ponadto Ry (n)
= 3% kiinki = AT N = A"/(1 — \?). Gestoécia widmowa jest natomiast

1=n

Sy (w) = |K(e7)]? = 1/(A\* —2Xcosw + 1).
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Cwiczenie 14.2.1. Wykazac, ze jesli sygnal wejsciowy U, jest stacjonarnym, bialym
szumem o $redniej mU i funkcji korelacji Ry (n) = 038, + m, to:
) EY, =my Z
b) var[Y,] *UUZZ =0 zv
C)EYZ—mU(Z ki) +o UZzO i
) Ry () = 08 T ki + i (D20 k)
e) Ry (n) —m# (Y20 ki)’ gdy n — oo,
f) Ryu(n) = ofkn +mi; 325 ki

o,

14.3. System przy pobudzeniu skorelowanym

Niech teraz U, bedzie procesem o zerowej $redniej i funkeji korelacji Ry(n). Poka-
zemy, ze:

a) Y, jest stacjonarnym procesem drugiego rzedu, EY,, = 0,

b) RY(’I’L) = Z'Loifoo Zjoifoo kikJRU(n —i+ .7) = Z;.ifoo Z‘(;Ozfoo klk]—nRU(] - 1)7

¢) Ry(n) — 0, gdy n — oo,

d) Sy (w) = [K(e/*) Sy (w), ,

e) Ryu(n) =322 kiRu(n —1), czyli Syu(w) = K(e7*) Sy (w).

Jest oczywiste, ze

EY?= 3" N knikn s B{UU} = > knikn_jRuli—j).

1=—00 j=—00 1=—00 j=—00

Poniewaz |Ry(n)| < EU,
Czona przez

patrz podrozdzial E.2, zatem powyzsza warto$¢ jest ograni-

[ee] [ee] oo 2
U N Jkiky| < (Z |ki|> EU2.

i=0 j=0 i=0

7L7

Poniewaz ponadto EY,, = 0, wiec zachodzi a). Dalej

o o o

Ry(n) = E{Y, Yo} = Y Y kikjE{U._;U_;} = > Y kikjRu(n—i+j),

i=—00 1=—00 I=—00 1=—00

skad wynika b). Punkt c¢) weryfikujemy jak w podrozdziale 8.2. Aby dowies¢ d) zauwa-
zamy, ze

Sy (w) = Z Z Z kpk:qRU(n—p—i—q)e_j“”

n=-—00 p=—00 ¢g=—00

- Y S S ke p g

n=-—00 p=—00 g=—00

= i k’pe_j‘”’ i kqej“q i Ry(n)e™dvn

p=—00 q=—00 n=-—00

= K(“)K(e™*)Sy(w).
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Aby wykazat e), wystarczy zauwazy¢, ze

RYU(n) = i klE{Unfo()} = i klRU(’L —’I’L).

1=—00 I=—00

14.4. Regulacja w obecnosci sygnalu losowego

Omoéwimy teraz zachowanie sie systemu automatycznej regulacji w sytuacjach, gdy
dzialaja nan sygnaly o charakterze losowym. Zakladamy, ze system jest stabilny i pamie-
tamy, ze K(z) = L(z)/M(z) jest transmitancja ukladu otwartego, w ktorej L(z) i M (z)
sg wielomianami. Ponadto Kg(z) oraz Kz(z) sa odpowiednio transmitancja uchybowa
i systemu zamknietego.

14.4.1. Wartosc zadana procesem stochastycznym

Zakladamy teraz, ze sygnal zadany Yj,, jest stacjonarnym procesem stochastycznym
o gestosci widmowej Sy, (w), patrz system przedstawiony na rys. 14.2. Z uwagi na to, ze
Sp(w) = |Kg(jw)|?Sy, (w), dzigki (E.2), mozemy napisaé

2

1 [ . 1 [
Eel = %/ |Kp(e’)* Sy, (w)dw = Py Sy, (w)dw.

' M (el@)
L(ei¥) + M (ew)

— 00

}/” 1/0"
Ky(2)

Ky(2)

Rys. 14.2. Uklad automatycznej regulacji. Sygnal wartoéci zadanej biatym szumem

Jesli sygnat Yy, jest bialym szumem o zerowej éredniej i wariancji a%,o, to

2 _ 0_%’0 > M(jw)
Ben = 27r/ 'L(jw)+M<jw)

2
dw.

— 00
Wartos¢ bledu mozna wyrazi¢ takze nastepujaco:
o0
Esp = 0%, > ki
n=0

gdzie Z{kp,} = Kp(z).
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14.4.2. Zaszumiony sygnal wartoSci zadanej

Zbadamy teraz zachowanie sie ukladu automatycznej regulacji w sytuacji, gdy do
systemu dociera sygnal zadany Yy, zaszumiony stacjonarnym, losowym sygnalem &,,, co
przedstawiono na rys. 14.3. Zakladamy, ze E¢,, = 0 i przez 02 oznaczamy wariancje
zmiennej losowej £,,. Zwracamy uwage, ze teraz o jakosci systemu §wiadczy nie uchyb

€n, lecz blad e, = Yy, — Y,,. Blad ten powinien by¢, w odpowiednim sensie, maty.

Y, Y, + &

Rys. 14.3. Uklad automatycznej regulacji. Zaszumiony sygnal wartoSci zadanej

Argumentujac jak w podrozdziale 8.4, zauwazamy
€n = €dn + €en,
gdzie Z{egn} = Kg(2)Yo(z) oraz

2een) = [Ke(2) ~ 1 2{60) = - oo 216}

i dochodzimy do wniosku, ze

2

1 27 1 27
Se(w)dw.

See (w)dw = 2 /)

L(edw)

Ee? : :
‘ L(e3%) + M(e)

Ay 0

Jedli &,, jest bialym szumem, to

2
dw.

2 2
o
Be} =~
e 27r/0

Operujac czasem, mozemy napisac¢

L(e*)
L(el¥) + M(elw)

o0
B =Y K,

n=0

gdzie Z{kz,} = Kz(2).






Dodatek A

Transformacja Laplace’a

Transformacja Laplace’a jest skutecznym narzedziem, za pomoca ktérego mozna roz-
wiazywal réwnania rézniczkowe. W ponizszym dodatku podamy jej definicje i oméwimy
wlasno$ci. Zaczniemy jednak od oméwienia dwéch sygnaléw, a mianowicie skoku jed-
nostkowego i impulsu Diraca.

A.1. Skok jednostkowy i impuls Diraca

Dziedzing sygnaléw, ktére bedziemy poddawaé transformacji Laplace’a, jest dla nas
cala 0§ czasu (—oo,00). Oméwimy teraz dwa podstawowe sygnaly, a mianowicie skok
jednostkowy i impuls Diraca oraz zbadamy relacje pomiedzy nimi.

Zaczniemy od skoku jednostkowego, patrz rys. A.1, czyli funkcji, ktéra definiuje sie

nastepujaco:
0, dlat<0,
1 = { 1, dat>0.

1(4)

Rys. A.1. Skok jednostkowy 1(t)

Sygnal ten jest oczywiscie klasycznie rozumiang funkcja. Zauwazmy jednak przy tym,

ze
d 0, dlat<0,
—1(t) = { nie istnieje, dlat=0, (A.1)
dt 0, dlat>0,

co oznacza, ze skok jednostkowy nie jest rézniczkowalny na calej prostej, gdyz nie ma
pochodnej w punkcie ¢t = 0.
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Impuls Diraca §(t) jest natomiast tworem bardziej skomplikowanym. Nie jest on
bowiem funkcja, lecz tzw. dystrybucja, patrz np. [14]. Jako jego definicje przyjmiemy
w spos6b formalny nastepujace dwa wzory:

0, dlat<0,
0(t) =4 oo, dlat=0,
0, dlat>0

oraz

Lﬁwfﬁﬁﬁmth) (A.2)

Ten drugi obowiazuje dla kazdej funkcji f(t) okre$lonej na prostej (—oo,0), ciaglej
w punkcie 7 = 0. W szczegdlnodei zatem, przyjmujac f(¢) = 1, otrzymujemy

/ZMQ&L

co oznacza, ze pole powierzchni pomiedzy impulsem a osig t jest rowne 1. Pdzniej, przy
definicji transformacji Laplace’a, bedziemy przyjmowac

Awf@Mwﬁfm%

co jest pewna modyfikacja wzoru (A.2).
Jest wiec oczywiste, ze impuls Diraca §(t) nie jest normalnie rozumiang funkcja
(gdyby bowiem byl, wtedy — z uwagi na pierwszy z powyzszych wzoréw — nalezaloby
. 2’ [ee]
napisa¢ [~ 6(t)dt = 0).
Graficznie impuls Diraca przedstawiamy jak na rys. A.2.

5(1)

Rys. A.2. Impuls Diraca §(t)

Oméwimy teraz relacje pomiedzy skokiem jednostkowym i impulsem Diraca. Po-
kazemy, ze impuls Diraca jest specyficznie rozumiang pochodng skoku jednostkowego.
Zauwazmy bowiem, ze z (A.2) wynika

t
0, dlat <0,
[mMWﬁ—{L dlat >0,

co sugeruje, ze

—1(t) = 6(t), (A.3)
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ktéra to formuta wydaje sie pozostawaé w sprzecznoéci z (A.1). Istnieje jednak wyja-
$nienie tego faktu. Ot6z w (A.1) pochodna jest rozumiana klasycznie, czyli funkeyjnie.
Pochodng moze byé w tym wzorze tylko funkcja. W (A.3) dopuszczamy, aby pochodna
moégl by¢ takze impuls Diraca, czyli dystrybucja. Méwimy zatem, ze we wzorze tym
pochodna jest rozumiana w sensie dystrybucyjnym. W dalszej czeéci tego dodatku réz-
niczkowa¢ bedziemy w tym wiadnie sensie. Jest ponadto oczywiste, ze — w odniesieniu
do funkcji rézniczkowalnych w klasyczny sposéb — obydwa rodzaje pochodnych sg iden-
tyczne.

Cwiczenie A.1.1. Jesli funkcja f(t) ma w punkcie ¢ = 0 skok o wysokosci « 1 jest w nim
prawostronnie ciggla, to mozna ja przedstawi¢ w postaci f(t) = al(t) + (t), gdzie p(t)
jest funkcja ciaglta w punkcie t = 0. Jesli zatem o(t) jest ponadto funkcja rézniczkowalna,
to

1) = ad() + /(1)

gdzie d/dt rozumiemy w sensie dystrybucyjnym, natomiast ¢’(t) jest pochodna rozu-
miang funkcyjnie.

Uwaga A.1.1. Impuls Diraca §(¢) mozna uwazaé za swoiScie, tzn. dystrybucyjnie, ro-
zumiang granice ciggu funkcji ¢,,(t) zdefiniowanych nastepujaco:

[ n/2, dlajt| <1/n,
%@—{ 0 dalf|>1/n,

patrz rys. A.3. Funkcja ¢,,(t) ma ksztalt prostokata o podstawie [—1/n, 1/n], wysokoSci
n/2 i polu powierzchni réwnym 1. Jest przy tym oczywiste, ze dla kazdej funkcji f(t)
cigglej w punkcie t = 0, lim,, o ffooo f@®)p,(t)dt = f(0). Przyjmujac wiec

lim ¢, (t) = 6(t) (A4)

n—oo

(przy czym granice rozumiemy tutaj nie w sposéb klasyczny, lecz dystrybucyjnie), defi-
niujemy ffooo f(t)6(t)dt nastepujaco: ffooo FOS(t)dt = lim,, 0o ffooo f(t), (t)dt = f(0).
Przyjeliémy przy tym milczaco, ze limy—oo [*o f(8), (t)dt = [75 f(t) limp—oo @, (t)dt.
Na koniec zauwazmy, ze poniewaz lim,, ., ffooo @% (t)dt = oo, wiec w Swietle powyzszego
jest oczywiste, ze

/wﬁ@ﬁzm. (A5)
n/2
t
-1/n 1/n

Rys. A.3. Wykres funkcji ¢, (t), uwaga A.1.1
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Uwaga A.1.2. Nawiazujac do poprzedniej uwagi, zauwazmy,

¢ 0, dlat<—1/n,
/ o, (§)de =< (nt+1)/2, dla —1/n<t<1/n,
—o0 1, dlat>1/n,
patrz takze rys. A.4. Zatem lim, fioo v, (£)dE = 1(t). Wzor ten wraz z (A.4)
wyraznie koresponduje z tym, ze fioo 5(&)dg = 1(¢).

-1/n 1/n
Rys. A.4. Wykres funkcji fot ©, (£)d¢, uwaga A.1.2

Uwaga A.1.3. Jako funkcje ¢, () w ostatnich dwéch uwagach mozna réwnie dobrze
przyjaé np. (1/2)e~ 1t lub (1//m)et.

A.2. Definicja i wlasnoSsci

Podamy teraz definicje transformacji Laplace’a i oméwimy jej wlasnoSci.

A.2.1. Definicja

Zatézmy, ze funkcja f(t), gdzie t € (—o0, 00), jest odcinkami ciagla oraz

/ N |f(t)|e™P'dt < o0 (A.6)
0

dla pewnego p > 0. Transformacje Laplace’a F'(s) definiujemy dla niej nastepujaco, patrz
np. [12]:

F(s) = /OOO f(t)e stdt.

Przyporzadkowuje ona funkeji f(t) zmiennej rzeczywistej, funkcje F(s) zmiennej zespo-
lonej. Zauwazmy, ze warunek (A.6) jest speliony np. przez funkcje e*, A dowolne, lecz
nie jest przez et .

Odwrotna transformacja jest dana wzorem

£t = - /ﬁij(s)eStds,

B 271—] —joo

gdzie o jest tak wielkie, ze wszystkie punkty osobliwe funkcji F'(s) znajduja sie na lewo
od prostej Res = 0.
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Bedziemy takze pisa¢ £{f(t)} = F(s), £~HF(s)} = f(t), jak réwniez f(t) = F(s).
Dla wygody, f(t) bedziemy nazywaé funkcm oryglnaln@ lub oryginatem funkcji F(s).
Zastosujemy konwencje, zgodnie z ktéra transformaty funkcji np. f(t), gi(t) oznacza sie
odpowiednio jako F(s), G;(s).

A.2.2. Podstawowe wlasnosci

Zaréwno £, jak i £7! sg operacjami liniowymi, co oznacza, ze
af(t) +Bg(t) = aF(s)+ BG(s).

Podane ponizej, nietrudne do sprawdzenia, reguly sg pomocne przy znajdywaniu
transformat réznych funkcji:
e zmiana skali, o # 0,

e transformata calki

0 S
e rozniczkowanie wzgledem s
. d
L) =~ ZF(s),
e przesuniecie wzgledem s
e f(t) = F(s —a),

e transformata splotu

t
| se=ritryir = FeGe)
e transformata opéznienia, 7 > 0,
flt—7) = e T°F(s).

Cwiczenie A.2.1. Z definicji wynika, ze transformat@ Laplace’a splotu fot ft—=7)g(r)dr
jest [ [fo f(t—"1)g )dT:| estdt = fo i Je st g(r)eTdrdt, ktéra to wiel-
ko$¢ jest réwna [ f(A\)e™* A [;% g ’”dT = F(s)G(s).

Cwiczenie A.2.2. Wykazaé, 7e Zzozox(t —nT) = X(s)/(1—eT*).

Cwiczenie A.2.3. Wykaza¢, ze jedli z(t) jest funkcja okresowa, o okresie T, to jej trans-
formata Laplace’a jest X (s) = Xr(s)/(1 — e~*T), gdzie Xr(s fo Yestdt.
Cwiczenie A.2.4. Funkcja z(t) jest periodyczna, a jej okresem Jest T. Wykazaé, ze
e a(t)} = Xr(s +a) /(1 — e~ 6TOT) gdzie Xr(s) = [ a(t)e*"dt.
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Cwiczenie A.2.5. Korzystajac z rezultatu otrzymanego w éwiczeniu A.2.3, wykazaé,
ze transformatg Laplace’a fali prostokatnej o ksztalcie przedstawionym na rys. A.5 jest

(1—e=%)?/s(1 —e29).

11

Rys. A.5. Fala prostokatna; patrz ¢wiczenie A.2.5

A.2.3. Transformata pochodnej

Omoéwimy teraz transformate pochodnej. Zaczniemy od funkcji f(t) rézniczkowalnej
na calej osi czasu, czyli od funkcji, dla ktérej pochodna funkcyjna i dystrybucyjna sa
identyczne. Catkujac przez czeSci, otrzymujemy

oy = / fl(tye=tdt = f(t)e™"|;" + 5/ ft)e*tdt.
0 0
Zakladajac nastepnie, ze, dla pewnego \, lim;_. f(t)e™* = 0, otrzymujemy

d .
/() = sF(s) = £(0). (A7)

Wz6r ten nie stosuje sie jednak do skoku jednostkowego, gdyz

I3 {%1(7:)} = e{6(t)} = 1,

natomiast 1
s&{1(t)} — 1(0) = s; —-1=0,

CO Oznacza, ze

e {%1@)} £ s&{1(t)} — 1(0).

Przyczyna tego stanu jest to, ze wzdér (A.7) dotyczy funkcji f(¢) majacej pochodng ro-
zumiang klasycznie. Nie ma on zatem zastosowania do skoku jednostkowego, ktérego
pochodng rozumiemy w sensie dystrybucyjnym.

Zauwazmy jednak, ze pewna modyfikacja wzoru (A.7), a mianowicie f'(t) = sF\(s)
— f(0-), gdzie f(0—) = lims—o— f(t), jest prawdziwa zaréwno dla funkcji f(t) réznicz-
kowalnej w punkcie t = 0 (gdyz f(0) = f(0—)), jak i dla f(¢t) = 1(¢) (gdyz 1(0—) = 0).
7 uwagi na powyzsze, patrz takze ¢wiczenie A.1.1, jest prawdziwa zatem nastepujaca
reguta, w ktérej dopuszczamy rézniczkowanie w sensie dystrybucyjnym:

e transformata pochodnej

f'(t) = sF(s) = f(0-). (A.8)
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Przyklad A.2.1. Dwukrotne zastosowanie reguly (A.8) doprowadza do wzoru
f'(t) = $*F(s) = sf(0-) — f'(0-).
Ogdlnie
FE) = " F(s) = "7 (0=) = o = sfTR(0-) = fTH(0-).

A.3. Transformaty wybranych funkcji

Zanim wyznaczymy transformaty pewnych funkcji zauwazmy, ze transformaty funkcji
f(t), okredlonej na calej prostej, i funkcji réwnej 1(¢) f(t) sa identyczne, bowiem o trans-
formacie decyduja whasnosci funkeji na pétosi [0, 00). Oznacza to, ze

L)}y = L{1®)f@)}

Dla wygody zatem zamiast 1(t)f(t) = F(s) bedziemy pisa¢ po prostu f(t) = F(s).
Znajdziemy teraz transformaty kilku funkcji. Zaczniemy od impulsu Diraca §(t).
Poniewaz [~ d(t)e™*'dt =1, a zatem

i) = 1.
Poniewaz 1(t) = fot d(7)dr, zatem korzystajac z reguly o transformacie catki, otrzymu-

jemy
1

1(t) = -. (A.9)
s
Po zatosowaniu reguly o przesunigciu wzgledem s, otrzymujemy
1
at = A.10
© s—a’ (A.10)

natomiast korzystajac n — 1 razy z reguly o rézniczkowaniu wzgledem s, otrzymujemy

1,1
— " = —. A1l
(n—1)! sn ( )

Wykorzystanie reguly o przesunieciu wzgledem s doprowadza do wzoru

1 1
— "l = A.12
(n—1)! (s —a)n ( )
Powyzszy wynik mozemy réwniez otrzymaé, stosujac wobec (A.10) n — 1 razy regule
o rézniczkowaniu wzgledem s.

Poniewaz 2jsinwt = e/t — et i 2coswt = /¥ + 779 wiec stosujac (A.10),
otrzymujemy:

. ;= w
sinwt = ———
52 + w?’
. S
coswt =

§2 +w?’
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Wykorzystanie reguly o przesunieciu wzgledem s doprowadza do wzoréw:
w

ot
(s —0)2 +w?’

e’‘sinwt =

s—o
(s —0)2 +w?’

natomiast odwotanie sie do reguly o rézniczkowaniu wzgledem s daje

et coswt =

2
tsinwt = %
(s? +w?)
oraz ) )
tcoswt = %
(s2 + w?)
Stosujac teraz regule o przesunieciu wzgledem s, otrzymujemy:
2w(s —a)
te® sinwt £ ———————
(=P +u?P
te™ coswt = (s —a)® —w?”

((s—ap +w?P

Pamigtajac, ze sin(wt + @) = sinp coswt + cos psinwt i cos(wt + p) = cos @ coswt
— sin @ sinwt, dochodzimy do wniosku, ze
ssin g + wcos

52 + w?

sin(wt + @)

oraz

cos(wt + ) = 5C0s —wsinp

52 4 w? ’

co mozemy zapisa¢ nastepujaco:

as + bw
Va2 + b2 sin(wt L BT
a? + b2 sin(wt + @) 2

. bs—aw
Va2 + b2 cos(wt + @) = 2o
gdzie ¢ = arcsin(a/v/a? 4+ b2) = arccos(b/v/a? + b2).

Przyklad A.3.1. Oznaczajac o = €% i zauwazajac, ze /(s — jw)a + a/(s + jw)
= I Wite) 4 e=i(Wite) stwierdzamy, ze

« @7

= 2 t . A3
s—ijrs—i—jw cos(wt + ) ( )

Przyklad A.3.2. Oznaczmy a = /¥, Korzystajac z wzoru (A.12), tatwo otrzymujemy
af(s — jw)" + &/(s + jw)™ = (1/(n — 1)Htn=t (eF@+e) 4 e=3(@tH)) skad wynika
Q a 2
= =t t : A.14
G TGy | mon oWt (A1
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Przyklad A.3.3. Niech n = 0 + jw oraz a = ¢’¥. Korzystajac z ostatnich dwéch
przykladow i stosujac regule o przesunieciu wzgledem s, otrzymujemy:

« Q

+ —
s—n s—10

= 2% cos(wt + ), (A.15)

Q o . 2 1 ot
= e . Al
G + Gonp = 1)!t e cos(wt + ) (A.16)

Cwiczenie A.3.1. Niech [,(t) = e /2L, (t), n = 0,1,2,..., gdzie L,(t) = (1/n!)e!
(d™/dt™)(t"e~?) sa tzw. wielomianami Laguerre’al. Funkcje [,,(t) tworza zupety uktad
funkcji ortonormalnych na pélprostej [0,00), co oznacza, ze fooo L)l (t)dt = 0 dla
n#moraz [, 12(t)dt = 1. Sprawdzi¢, ze Lo(t) =1, L1(t) =t — 1, La(t) = t*/2 -2t +1,
itd. Wykaza¢, ze L, (t) = (s —1)"/s"T! i, silg rzeczy, 1,,(t) = 2(2s — 1)"/(2s + 1)1,
Jesli zatem k(t) = > 0" o anln(t), to K(s) =2>"0° Jan(2s — 1)"/(2s + 1)" L.

Cwiczenie A.3.2. Wykaza¢, ze logt = — (y +logs)/s oraz 1/t = —logs — ~, gdzie
v=— fooo e " log xdx jest tzw. stalg Eulera.

Przyklad A.3.4. Transformata Laplace’a moze nie by¢ funkcja wymierng, bowiem np.
St—T) = e T, 1(t =T) = eT/s, 1/\/t = \/7/\/5. Patrz takie éwiczenia A.2.5
iA3.2.

Przyklad A.3.5. Niech

t—1, dlat<o,
f(t)_{ t+1, dlat>0,

patrz rys. A.6. Zatem f(t) =t—1+2x 1(¢) i f'(t) =1+ 25(t). Poniewaz f(t) =t+1
dla t > 0, wigc £{f(t)} = 1/s* + 1/s. Ponadto £{f'(t)} = 1/s + 2 oraz f(0—) = —1.
Reguta (A.8) potwierdza sie.

Rys. A.6. Wykres funkcji f(¢), przyktad A.3.5

Uwaga A.3.1. Na mocy definicji przyjmujemy 6 (t) = £7Hs'}, i = 1,2,..., co na-
zywamy i-ta pochodng impulsu Diraca. Dzigki temu, transformacji Laplace’a mozna
poddawaé¢ zaréwno funkcje, jak i impuls Diraca wraz z jego pochodnymi, a takze ich
liniowe kombinacje.

LG. Sansone, Orthogonal functions, Dover, New York 1991.
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A.4. Rozklad na ulamki proste, funkcja oryginalna

Przez s oznaczamy liczbe sprzezona wzgledem s, co oznacza, ze s = Res — jImss.
Dla funkcji, powiedzmy F'(s), F*(s) oznacza funkcje sprzezona wzgledem F'(s). Zatem
F*(s) =ReF(s) —jIm F(s).

A.4.1. Rozklad na ulamki proste

Funkcje
M(8) = ap8™ + Qpy18™ " + -+ ays + ao,

gdzie s jest zespolone, a wszystkie wspétczynniki ag, a1, .. ., a,, sa rzeczywiste, przy czym
am,m # 0, nazywa sie¢ wielomianem stopnia m. Latwo sprawdzi¢, ze

M(5) = M*(s), (A.17)

gdzie M*(s) oznacza funkcje sprzezona wzgledem M (s), patrz ¢wiczenie A.4.1.
Roéwnanie M(s) = 0 ma dokladnie m pierwiastkéw, ktére nazywaja sie takze pier-
wiastkami wielomianu M (s). Oznaczajac je przez sy, Sa, .. ., Sy, Mozna zatem napisaé

M(S) :am(s_51)(5_52)"'(5_5m)- (A].S)

Pierwiastki te moga by¢ rzeczywiste lub zespolone. Zauwazmy, ze M (s) = 0 pociaga
za soba réwnos¢ M*(s) = 0. Wykorzystujac (A.17), otrzymujemy M (3) = 0. Jesli
zatem s jest zespolonym pierwiastkiem wielomianu M(s), to s takze. Pierwiastki ze-
spolone wystepuja zatem parami, w ktérych jeden jest sprzezony wzgledem drugiego.
Zaréwno pierwiastki rzeczywiste, jak i pary zespolonych pierwiastkéw sprzezonych moga
by¢ pojedyncze lub wielokrotne. Wykazaliémy wiec nastepujacy lemat:

Lemat A.4.1. Pierwiastki réwnania M(s) = 0 sq rzeczywiste lub zespolone, parami
sprzezone.

Funkcje postaci N(s)/M(s), gdzie
N(s) =b,s"+---+bis+ by,

przy czym b, # 0, nazywa sie wymierna. W szczegdlnosci kazdy wielomian jest funkcja
wymierna. Inne to np.:

s—4 s+5

s+17 (s+2)(s—3)
Moéwimy, ze s = —1 jest biegunem pierwszej, a s = —2 i s = 3 biegunami drugiej z tych
funkcji.

Lemat A.4.2. Dia funkcji wymiernej W (s) zachodzi réwnosé W(3) = W*(s).

Dowéd. Wystarczy skorzystaé z (A.17). [
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Funkcje wymierne postaci

«o ora as+ 0
% g — T
(s —a)” (s2 4+ bs +c)’
n = 1,2,..., gdzie a jest rzeczywiste i b?> — 4c < 0, nazywamy ulamkami prostymi.

Podamy teraz twierdzenia o rozkladzie funkcji wymiernej N(s)/M (s) na utamki proste,
tzn. o tym, jak ja przedstawi¢ jako liniowa kombinacje takich utamkéw. Dla wygody
dopuécimy, aby a moglo byt takze zespolone. Zalozymy przy tym, ze:

e n < m,

e wielomiany N(s) i M(s) nie maja wspélnych pierwiastkéw.

Twierdzenie A.4.1 (bieguny dowolne). Niech n < m, a réwnanie M(s) = 0 ma
TOZWIQZANLA!

o rzeczywiste §1,8, . .., &, T02n€ 0 krotnosciach ki, ka, ..., ky,
e pary zespolone (11,71),---, (N, 7,), gdzie n; = oi + jwi, i = 1,...,q, rétne o krotno-
sciach K1, K2,...,Kq

co oznacza, e > b _ ki +23°7 k; =m). Wowczas
=1 =1

N(s P& Ay L& Bi, Bi'
TR J+ZZM Tl e

i=1 j=1 =1 j=1
gdzie:
o 1 dki—i s N(s)
E (kl *j) s—»f dsk% J M S) ’
g = 1 dri—i w; N(5)
T (ks —j)' s—»n dsti—i M(s) '

Ponadto ar, #0,i=1,...,p, oraz B, #0,i=1,...,q
Dowdd. Dowdd sklada sie z dwéch czesci. W pierwszej wykazemy poprawno$é rozkladu,

tzn. pokazemy, ze istniejg wspdlezynniki vy, 51‘3‘ 1,, takie, ze

Lo 1] - Bij ij
Z ZZ % +ZZ{(S_W)J,+(SZ%)J], (A.20)

=1 j:l i=1 j=1

a w drugiej je wyznaczymy.
Poprawno$¢ rozktadu. Poniewaz pierwiastek £; ma krotnoéé kq, wiec M(s) = (s —
£1)" R(s), gdzie R(s) jest wielomianem stopnia m — k;. Zatem

N(s) N(s)

M(s) (s = &)™ R(s)’
przy czym R(£;) # 0. Wykazemy, ze istnieja liczba aqx, 1 wielomian Ni(s) stopnia nie
wyzszego niz n — 1 takie, ze
N(s) _ Ny(s)
(s=&)FR(s)  (s—&)F  (s—&)1R(s)’
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lub, co na jedno wychodzi,

N(s) — ayg, R(s) Ny (s)

(s—&)FR(s)  (s—&)MTR(s)’
Ma to miejsce, gdy wspotczynnik oy, jest taki, ze s — £, jest podzielnikiem wielomianu
N(s) — a1k, R(s), tzn. wtedy, gdy &, jest rozwiazaniem réwnania N(s) — oy, R(s) = 0.
Woéwezas bowiem

N(s) — aig, R(s)

Ni(s) =
1) s—¢&
jest wielomianem. Ma to faktycznie miejsce dla
N(&,)
A1k, = .
" R(&)
Zatem
N(s) Qg Ni(s)

M(s) (s=&)  (s—&)MR(s)

W nastepnym kroku postepujemy podobnie wobec prawej strony powyzszej réwnosci,
tzn. wykazujemy, ze istnieje aqg, 1 oraz wielomian N»(s) stopnia nie wyzszego niz n — 2
takie, ze

N(s) 1k, 1k, —1 Na(s)

M(s)  (s—&)R  (s—&)R~1 (s —&)M2R(s)

Postepujac w ten sposéb dowodzimy, ze

™

N(s) 721 ay;  Ni(s)
M) Go6P R
gdzie N, (s) i R(s) sa wielomianami stopni nie wyzszych niz n — k1 i m — ky. Powta-
rzajac te argumentacje wobec pozostalych biegunéw funkcji N(s)/M(s), dochodzimy do
wniosku, ze rozklad (A.20) jest poprawny.

Przejdziemy teraz do wyznaczenia wspolczynnikéw rozkltadu. Zaczniemy od &;. Z roz-
ktadu (A.20) wynika, ze

N(s) Sy ‘ ik, Qiki—1 %
M) " 26

Thoe T g T g PG

gdzie R;(s) jest funkcja wymierng nie majaca bieguna w punkcie &;. Zatem

ki—1
N(s) : i N
kz — kl_ kz
(s —&) M) Ykt D (s = €)M 4 (s =€)  Ri(s),
i=1
skad wnioskujemy o prawdziwodci wzoru okreslajacego a;,. Rézniczkujac powyzsze wy-
razenie k; — j razy, znajdujemy

i NG
g {(S - &) m} = (ki — o +P;(s),
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gdzie ¥,(&,;) = 0, co prowadzi do wniosku o poprawno$ci wzoru okre$lajacego wspétczyn-
niki o5, j = 1,...,k; — 1. Z tej samej zasady wynika prawidlowos¢ formuly podajacej
wspdlczynniki §3,;. Jest ponadto oczywiste, ze

_ 1 lim s (s—1m;)"
i3 T Ty = ) s, dseid | M (s)

Nalezy zatem jeszcze pokazaC, ze ma miejsce T6wnos¢ v,;; = B.:. Zauwazmy wiec
w tym celu, ze B;; = W(n;)/V(n;) oraz v;; = W(n;)/V (1)), gdzie W(s) i V(s) sa
pewnymi wielomianami. Korzystajac teraz z lematu A.4.2, wnioskujemy, ze §3;; = ¥,;
oraz stwierdzamy, ze wszystkie wspétczynniki rozktadu sa poprawnie wyznaczone.
Pozostalo jeszcze wykazanie, ze wspélczynniki przy utamkach

1 1
(s =€)k T (s = &)k
oraz 1 1 1 1
(s =m)m’ (s —m)™ " (s =my)™e (s —1]y)%

nie sa zerowe. Jest to oczywiste. Jesli bowiem przynajmniej jeden z nich réwnalby sie
zero, to mianownik funkcji wymiernej po prawej stronie w (A.19) mialby stopien nizszy
od m, co prowadziloby do sprzecznosci. Dowdd zostat wiec zakohczony. [

W sytuacji, gdy bieguny sa jednokrotne, prawdziwe jest nastepujace twierdzenie,
bedace w istocie wnioskiem z poprzedniego:

Twierdzenie A.4.2 (bieguny jednokrotne). Zatdtmy, e n < m. Niech wielomian
M(s) ma wszystkie pierwiastki jednokrotne, a doktadniej:

o rzeczywiste §q,8s, ..., &, oraz

e pary zespolone (11,71), - .-, (N, 7,), gdzie n; = 0; + jw;, i =1,...,¢q

(co oznacza, e p+ q=m). Wowczas

N(s) S - Bi Bl
M(S);5_§i+;{5_m+5—77j7 (8.21)
dzie:
- a; = lim (5—5»)M = N(E,)
bt CM(s)  M'(&)
N(s) _ N(m)

] — . - .
Pe= BTG T ar
Ponadto a; #0,i=1,...,p oraz 5; #0,i=1,...,q.

Dowdéd. Pierwsze czgéci wzoréw okredlajacych wspélezynniki «; oraz 3; sa poprawne,
co wynika z poprzedniego twierdzenia. Aby wykaza¢ prawdziwosé drugich, zauwazamy,

ze ) N(s) s =& _1
Jing 0~ €037y = N i T = Ve 3y

co jest rezultatem zastosowania reguty de’Hospitala.
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Nalezy jeszcze wykazac, ze wszystkie wspdlczynniki rozkladu sa rézne od zera. Za-
uwazmy, ze jesli ktéry$ réwna sie zero, to prawa strona w (A.21) jest funkcja wymierna,
ktérej wielomian znajdujacy sie w mianowniku jest stopnia nizszego niz m, co jest nie-
mozliwe. Dowdd zostal wiec zakonczony. |

Cwiczenie A.4.1. Aby wykaza¢ prawdziwosé (A.17), oznaczmy s = pel® i zawazmy,
ze 8" = ple "™ oraz 57 = p"e I“". Wynika stad, ze 5 = s7. W rezultacie zatem
M(5) = 30 ans™ = Y a5 = Y s — M (s), cayli M(5) = M- (s)
Przyklad A.4.1. Jest oczywiste, ze

1 a b

(s+1)(s+3) 5—}-1+5—i—37

dla wszystkich rzeczywistych s € (—o0,00) z wyjatkiem dwdch, a mianowicie s = —1
is=-3.Stad 1 =a(s+3)+b(s+1). Zatem 1 = (a + b)s + 3a + b, skad wynika, ze
a+b=0oraz3a+b=1. Zatema=1/2ib=-1/2.
A.4.2. Twierdzenia o funkcji oryginalnej

Pokazemy teraz, w jaki spos6b wyznaczy¢ oryginal funkcji wymiernej.

Twierdzenie A.4.3 (bieguny dowolne). Zaléimy, e n < m. Niech pierwiastki wie-
lomianu M (s), a takze wspdtczynniki a;; oraz Bij beda jak w twierdzeniu A.4.1. Wowczas

N(s) P 1
= (677 R t'] 1€£it
M(s) ;; TG - D!

q Ry
1
+ QZZ 18451 G- 1)!t1 e ‘tcos(wit—i-(pij), (A.22)
i=1 j=1

gdzie p;; = arg 3;;. Ponadto aux, #0, i=1,...,p, oraz B;,, #0,i=1,...,q.

Dowéd. Dowdd jest prosty. Wystarczy bowiem skorzysta¢ z twierdzenia A.4.1 oraz
(A.12) i (A.16). ]

Twierdzenie A.4.4 (bieguny jednokrotne). Zaléimy, e n < m. Niech pierwiastki
wielomianu M(s), o oraz B; bedq jak w twierdzeniu A.4.2. Wowczas

N % -
T = S 23 e ot )
i=1 =1

gdzie p; = arg 3;. Ponadto o; #0,i=1,...,p, oraz 5, #0,i=1,...,q.

Dowdéd. Wystarczy skorzystaé z twierdzenia A.4.2, (A.10) i (A.15). ]
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Przyklad A.4.2. Jest oczywiste, ze
1 a b

(s+1)(s+2) “5r1 st

Stad 1 = a(s+2) + b(s + 1). Podstawiajac kolejno s = —1 oraz s = —2, otrzymujemy
a=11ib=—1. Oryginalem jest wiec e7* — e~ 2%

Przyklad A.4.3. Wychodzac z rozkladu

_
s(s+1)

B
s+1’

o |

+

dostajemy 1 = A(s+ 1)+ Bs. Podstawienia s = 0 oraz s = —1 daja A =1 oraz B = —1.

Funkcja oryginalna jest zatem réwna 1 — e*.

Przyklad A.4.4. Poniewaz
a2 a1 B

($+1)2(s+2):(3+1)2+$+1+8+27 (A.23)

wiec 1 = aa(s+2) +ai(s+1)(s+2) + (s +1)%. Podstawienia s = —1 oraz s = —2 daja
as = 1 oraz § = 1. Zaczynajac jeszcze raz od (A.23), otrzymujemy

(s+1)2
= 1
510 ar+ai(s+1)+p5 512
a nastepnie rézniczkujac obie strony
-1 d (s+1)?
(s+2)2 7a1+6d5 s+2
Poniewaz
d (s+1)?
- =0,
ds s+2 |__,
zatem podstawienie s = —1 daje a; = —1. Ostatecznie
1 1 1

(s+1)2(s+2) (s+1)2 s+1 iy
skad wynika ze oryginalem jest te=t — e~f 4 7%,
Przykiad A.4.5. Poniewaz

s+ 3 a b

(s+1)(s—2) 5—}-1+5—27

a zatem
s+3=a(s—2)+b(s+1).
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Wyznaczymy teraz wspoélczynniki rozkladu trzema metodami:
Sposéb 1. Grupujac wyrazy, otrzymujemy

s+3=(a+b)s+(—2a+0b).

Poréwnanie wspotczynnikéw wielomianéw po obu stronach prowadzi do ukladu dwdéch
réwnan z dwiema niewiadomymi, a mianowicie: a+b = 1 oraz —2a+b = 3, skad wynika,
zea=-2/31b=5/3.
Sposéb 2. Poniewaz funkcje po obu stronach sa sobie réwne dla wszystkich s, wiec pod-
stawiajac np. s =01 s = 1, otrzymujemy takze dwa réwnania z dwiema niewiadomymi:
3=—-2a+boraz 4 = —a+ 2b.
Sposéb 3. Z uwagi na to, ze funkcje po obu stronach sa sobie réwne dla wszystkich s,
to sa sobie réwne w szczegdlnosci dla s = —1 1 s = 2. Wynika stad bezposrednio, ze
2=-3aib=3b
WykazaliSmy wiec, ze

543 2 1 5 1

(s+1)(s—2) _§s+1+§s—2’

skad wynika, ze oryginatem jest (—2/3)e~f + (5/3)e~2.

Przyklad A.4.6. Rozkiad
s+1 o oy B

(s +1)2(s+2) (s+1)2+s+1+5+2

jest oczywisty. Zauwazmy, ze s = —1 jest miejscem zerowym wielomianéw w liczniku
i mianowniku. Aby znalez¢ wspétczynniki rozwiniecia, zaczynamy od

s+1=as(s+2)+ai(s+1)(s+2)+B(s+ 1)

skad po podstawieniu s = —1 i s = —2 otrzymujemy as = 0 i § = —1. Postepujac dalej
zgodnie z metoda, otrzymujemy

s+1 (s +1)2
= 1 »rr-)
sr2 -~ Cetals D+ TS
co po zrézniczkowaniu daje
d (s+1)?
(s +2)2 _a1+’6ds s+2
Podstawiajac s = —1, dostajemy a3 = 1. Ostatecznie
s+1 1 1

(s+1)2(s+2) s+1 s+2

skad wynika, ze oryginalem jest et —e~2!. Warto teraz sprawdzi¢, ze rozwiniecie funkcji,

ktéra otrzymuje si¢ po usunigciu bieguna w punkcie —1, jest takie same, tzn.
1 1 1

(s+1)(s+2) s+1 s+2
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Przyklad A.4.7. Dla a # b prawdziwa jest tozsamos¢

a—>b 1 B 1
(s—a)(s—b) s—a s—b
Zatem )
a— ~ at _ bt
G-a(s—b &

Przyklad A.4.8. Niech W(s) = s2 + ps + ¢ i niecch A = p? — 4q, 0 = —p/2 oraz
w = (1/2)\/]A]. Poniewaz s; 5 = (1/2)(—p £ V/A) sa pierwiastkami wielomianu W (s),
mozemy zatem napisa¢ W(s) = (s — s1)(s — s2). Niech A > 0. Pierwiastki sa rézne,
rzeczywiste 1 dlatego, korzystajac z ostatniego przyktadu, otrzymujemy

i ot (Lwt _ —wt
Qwe (6 (& ) .

b L (e(\/Z/z)t _ e—(ﬂ/zﬁ) _
s2+ps+q VA
Dla A < 0 pierwiastki s1,2 = 0 & jw sg zespolone. Zatem

1
s2+ps+gq

1 .
= —e%tsinwt.
w

Dla A = 0 pierwiastki s1 9 = —p/2 sg rzeczywiste. Wynika stad, ze

1

S R
s2+ps+gq

Przyklad A.4.9. Jak nietrudno sprawdzi¢ 1/s"(s — 1) = 1/(s — 1) — Zz;é 1/sk+1
skad wynika, ze a™/s"(s —a) = 1/(s —a) — ZZ;S a*/s**1 oraz ponadto a"/s(s + a)”
=1/s — Y} Zea¥ /(s + a)kt1. Zatem:

an

n—1
- =~ at __ a_ k
s"(s —a) ¢ Z:;) k!

’IL

Z tk —at, (A.24)

s(s+a)n —

Przyklad A.4.10. Przez rozklad na ulamki proste mozna sprawdzic, ze

(=1 Ny L 1 (—1)k+
GroG-tr - Y L P g G D)

gdzie D(n; k) = 2n—k—2)!/(n—k—1)!. Zamieniajac nastepnie s na s/jw, otrzymujemy

(71)n+1(n o 1)[(2w)2n 7 n—1 ] - 1 (71)k+1
a2 PmbE)T [<s T (s jw)k‘“] |
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Zauwazajac, ze

1 I (—1)k-+1 N ltk [ejwt+(_1)k+1e—jwt]
(s +jw) (s —jw)k+t kKl

oraz dla &
, , 27 sinwt ak=0,24,...
jot | (_\k+1 —jwt _ | 2] ’ [
e (=1 e { 2coswt, dlak=1,3,5,...,

otrzymujemy ostatecznie

1 n—1 1
+1 2n______ S jh+2 k+1
(=) (n - 1)!(2w)*" o ,;:O 2D(n; k)(2w) k‘!t *sinwt
k parzyste

n—1

1
+ E 2D (n; k) (2w)* 1 =1t cos wt.
k!
k nielf)jrlzyste

Cwiczenie A.4.2. Korzystajac z przyktadu A.4.10 i reguly o rézniczkowaniu wzgle-
dem s, znalez¢ oryginat funkcji s/(s? + w?)™.

Cwiczenie A.4.3. Sprawdzi¢, ze 1/s(Ts +1) = 1 —e /7T,

Cwiczenie A.4.4. Sprawdzi¢, ze ab/s(s+a)(s+b) = 1+b/(a—b)e % —a/(a—b)e .
Cwiczenie A.4.5. Sprawdzi¢, ze (b—a)/(s a)(s b) = et 470,

Cwiczenie A.4.6. Sprawdzié, ze w?/s(s2 +w?) = 1 — coswt.

A.5. WlasnoSci graniczne

W ponizszych dwéch twierdzeniach nazywanych granicznymi s jest zmienng rzeczy-
wista, natomiast f(¢) funkcjg okreslong na pdlprostej ¢ € [0, 00).

Twierdzenie A.5.1 (Abel). Niech funkcja f(t) spelnia warunek (A.6). Jesli granica
lim;_,q f(t) istnieje, to

lim f(t) = lim sF(s).

t—0 §—00
Dowdéd. Niech s > 0. Poniewaz s [~ e *'dt = 1, wiec, dla o = limy_ f(t), mo-
zemy napisaé sF(s ) —a = sfooo (t) — a) e stdt = VT( ) + WT( ), w ktérej to réw-
nosci Vp(s) = s fo e=stdt, Wr(s) = s [p (f e stdt. Jest przy tym

oczyw1ste, ze |Vr(s)] S sfo e’Stdt SUPg<i<T |f( )—al = SuPogth |f(t) — a|. Uwzgled-
niajac (A.6) i oznaczajac fooo |f(t) — ale Ptdt = ¢, otrzymujemy nastepnie, dla s > p,
Wr(s)] < s [ |ft) —alePle=(=Ptdt < se=(=AT [ f(t) — ale Ptdt < cse= (=T
= cefTsesT.

Niech € > 0. Poniewaz lim;_o | f(t) — «| = 0, zatem istnieje T, zalezne od ¢, takie, ze
|Vir(s)| < €/2. Dla takiego T istnieje s tak duze, ze |Wr(s)| < €/2. Wykazaliémy zatem,
ze dla kazdego ¢ istnieje s tak duze, ze |sF(s) — a| < . Poniewaz ¢ moze by¢ dowolnie
male, a wiec wynika stad teza. [
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Twierdzenie A.5.2 (Abel). Niech funkcja f(t) spelnia warunek (A.6). Jesli granica
lim;_, o f () istnieje, to

lim f(t) = lim sF(s).

t—o0 s—0
Dowdd. Zalézmy, ze s > 0. Poniewaz sfooo e stdt = 1, zatem, dla v = limy_ f(t),
tatwo otrzymujemy sF(s)—v = s [~ (f(t) — v) e=**dt = Pr(s)+ Rz (s), przy czym Pr(s)
= stT(f(t) — y)e~*tdt oraz Ry(s) = s [; (f(t) — y)e *tdt. Jest oczywiste, ze |Pp(s)|

T . oo _
<s Jo [f@) =7ldti|Rr(s)| < s [ et dtsupres oo [f(£) = Y| < sUPpescoo [F(E) =7,
Niech € > 0. Poniewaz lim; o |f(t) —y| = 0, wigc istnieje T takie, ze zachodzi

|Rr(s)| < €/2. Z (A.6) wynika, ze f0T|f(t)|dt < o00. Zatem, dla takiego T istnieje
z kolei tak male s, ze |Pr(s)| < £/2. Ostatecznie, dla kazdego ¢ istnieje s tak male, ze
[sF(s) — | < e, co koficzy dowdéd. ]

Zalozenia o tym, ze granice lim;_, ., f(t) oraz lim;_.q f(t) istnieja, sa istotne w obydwu
twierdzeniach. Zauwazmy bowiem, ze £{sinwt} = s/(s? + w?), skad wynika zbieznos¢
lim;_, oo s£{sinwt} = 0. Nie upowaznia to jednak do wyciagniecia wniosku, ze granica
lim;_, o sin wt istnieje i wynosi zero.

Niech teraz

gdzie N (s) oraz M (s) sa wielomianami jak w podrozdziale A.4. Jest oczywiste, ze zgodnie
7 obowiazujaca konwencja g(t) = £ {G(s)}. Z twierdzenia A.4.3 wynika nastepujaca
wlasnosc i lemat:

Wiasno$é A.5.1. Niechn < m. Funkcja g(t) jest nieskoficzenie wiele razy rézniczkowal-
na na domknigtej pétprostej [0, 00).

Lemat A.5.1. Jesli

Res; <0,...,Res,, <0, (A.25)
to
lim g(t) = 0.
t—o0

Dowdéd. Wystarczy zauwazy¢, ze z (A.25) wynika, ze pierwiastki wielomianu M (s) ozna-

czone jak w twierdzeniu A.4.1 spemiaja nastepujace nieréwnoéci: §; < 0,...,§, < 0,
01 <0,...,04 <0. Wynika stad, ze wszystkie skladniki sumy po prawej stronie w (A.22)
zbiegaja sie do zera, gdy t — oo, co konczy dowdd. [

Wykorzystujac twierdzenie A.5.1, mozemy zbadaé whasno$ci k(t) w punkcie ¢ = 0.

Lemat A.5.2. Niech n < m i niech p = m — n. Funkcja g(t) jest nieskoficzenie wiele
razy rozniczkowalna w punkcie t = 0. Ponadto, dla p =1,

o0) = - £0

oraz, dla p > 2,
9(0) = gV (0) =+ = g*(0) =0
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1 dopiero
b
g(Pfl)(O) — ai £0.

Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze rézniczkowalno$¢ w punkcie t = 0 jest zapewniona
przez wlasnosé A.5.1. Wynika z niej, ze limy_o g9 (¢) = ¢(?(0), dla i =0, 1,...
Dla p = 1, z twierdzenia granicznego A.5.1 wynika, ze
. 23
g(0) = lim sG(s) = —.

S§—00 a/77L
Dla p > 1 dowdd jest nieco dtuzszy. Zaczniemy od oczywistego faktu, ze

SlLrgo sPTK(s) = 0. (A.26)
Odwotujac sie do wspomnianego twierdzenia granicznego, mozemy zatem napisac, ze
9(0) = lim,_, o sG(s). Korzystajac nastepnie z (A.26), otrzymujemy g(0) = 0.

7 powyzszego wynika, ze £{¢'(t)} = sG(s) — g(0) = sG(s). Z twierdzenia A.5.1
wnioskujemy nastepnie, ze ¢’'(0) = lims_o s&{¢'(¢)} = lims_ s2G(s), co, w éwietle
(A.26), daje ¢’(0) = 0.

Powtarzajac powyzsze rozumowanie odpowiedniag ilo$¢ razy, dochodzimy do wnio-

sku, ze ma miejsce réwnosé g(p_z)(O) = 0. W ostatnim kroku otrzymujemy wreszcie
gP~1(0) = lims_, o sPG(s) = b" /a™, co koficzy dowéd. [

-2 {3 - e So).

Z lematu A.5.2 wynika kolejny:

Niech teraz

Lemat A.5.3. Niechn <m, a p=m —n. Funkcja h(t) jest nieskonczenie wiele razy
rézniczkowalna w punkcie t = 0. Ponadto, dla p =0,

h(O):Z—T;AO

oraz, dlap > 1,
h(0) = h(l)(O) S h(P—l)(O) -0
1 dopiero
hP)(0) = 5—” #0.

™m

A.6. Rownanie rézniczkowe

Za pomoca réwnania rézniczkowego opisujemy zachowanie si¢ systemu dynamicznego
w sytuacji, gdy zaréwno jego wejscie, jak i wyjscie sa sygnalami okreSlonymi na calej
prostej t € (—oo0,00). W zwigzku z powyzszym, wyznaczajac transformate Laplace’a
pochodnej, stosujemy regule (A.8).
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Réwnanie rézniczkowe rzedu m ma postac:
amy " () 4 @1y ™) + -+ agy(t) = bruD () + b 1w @#) + -+ boul(t),
t € (—o0,00), przy czym

. . (1) . (m—1)
Jim y(t), im g (), lim gy (0)

jest warunkiem poczatkowym, ktéry, dla prostoty, zapiszemy jak ponizej

y(07)7 y(l)(07)7 te 7y(m71) (07)

Znana funkcja u(t) ma te wlasnosé, ze u(0—) = u(0—) = --- = u(=D(0-) = 0.
W celu rozwiazania réwnania dokonamy transformacji Laplace’a obydwu jego stron.
Zgodnie z (A.8) stwierdzamy, ze:

Ly ()} = sY(s) — y(0-),

£y ()} = $*Y(s) — sy(0-) =y (0-),

itd. Poniewaz u(0—) = uM(0—) = --- = u=D(0-) = 0, zatem £{uM(t)} = sU(s),
c{u@ ()} = s2U(s),...,&{u (t)} = s'U(s). Obustronna transformacja daje wigc

(ams™ + - +ao)Y(s) —W(s) = (bys' + - + bo)U(s),
skad wynika, ze

blSl+"'+bo U W(S)

Y(s)=——""T9 U(s) 4 ——————,
amS™ + -+ agp amS™ + -+ ap

gdzie W (s) jest wielomianem stopnia m — 1 zaleznym od warunku poczatkowego i wspot-
czynnikéw ag, . . ., ay—1. Ostateczne rozwigzanie réwnania wymaga znalezienia oryginatu
funkcji Y(s).
Przyklad A.6.1. Niech
/

y (1) + 2y(t) = u(?),
przy czym u(t) = 1(t) oraz y(0—) = 3. Po dokonaniu obustronnej transformacji La-
place’a, otrzymujemy sY (s) — y(0—) 4+ 2Y (s) = U(s), co daje

Y(s) = - .
(5) = —5U(s) +4(0-)
Poniewaz U(s) = 1/s, wiec
1 3 1 5 1
Y = —_— - = — —
() s(s+2)+s+2 2$+2$+2’

skad wynika, ze y(t) = 1/2+ (5/2)e"2! dla t > 0.
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A.7. Transformacja Fouriera

Niech z(t), t € (—00, 00), bedzie funkcja taka, ze
/ o (t)]dt < oc. (A.27)

Jej transformata, lub catka, Fouriera X (w) nazywa si¢

X(w) = /oo x(t)e I+tdt, (A.28)

—00

a operacje, ktéra przeprowadza z(t) w X (w) — transformacjg Fouriera. Odwrotna trans-
formacja stwierdza, ze

2(t) = % L T X (w)eltdw. (A.29)

Twierdzenie A.7.1 (wzér Parsevala). Jesli funkcja x(t) spetnia warunek (A.27) i po-
nadto [%_a*(t)dt < oo, to

oo 1 [ee] -
2 _ 2
/_Oox = 5= [ 1K)

Dowdéd. Korzystajac z (A.29), otrzymujemy

/ T 2t = % O; (1) { L O; X(w)ej”tdw] dt,

—00

co po zmianie kolejnosci catkowania daje

= [ K| [ swera]w- g [T w5

i konczy dowdd. [

Nietrudno sprawdzi¢, ze jesli

ey = [ " ft - gy,

to
H(w) = F(w)G(w).

W rozwazaniach ponizej zakladamy dodatkowo, ze

z(t)=0dlat <0, (A.30)

co pozwala zapisa¢ (A.27) jako

| atolar < <. (A31)
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Wilasno$é¢ A.7.1. Niech x(t) spetnia (A.30) i (A.81). Dlat > 0,

™

- 2 /OOOIm[f((w)] sin (wt) dw.

™

x(t) = = /000 Re[X (w)] cos (wt) dw

Dowdéd. Niech h(t) réwna si¢ z(—t) i z(t) odpowiednio dla t < 0i¢ > 0, co oznacza, ze
h(t) jest funkcja parzysta na prostej (—oo, 00). Na mocy definicji

0 oo - -
H(w) / h(t)e 7 dt + /0 h(t)e 7 dt = /0 w(t)eltdt + /0 w(t)e I dt

— 00

= X*(w)+ X(w) =2Re X (w),

co, ze wzgledu na (A.29), doprowadza do wniosku, ze
ht) = / A (w)eitd = / Re[X (w)]e/" duw
= —/ Re[X (w)] cos (wt) dw :z/ Re[X (w)] cos (wt) dw.
—0o0 0

™ ™
W celu uzyskania ostatniej réwnoéci uwzgledniliémy to, ze e/“! = coswt + jsinwt oraz
parzystosé funkcji Re[X (w)]. Poniewaz h(t) = z(t) dla t > 0, zatem otrzymaliémy
pierwsza czeS¢ tezy.

Niech teraz f(t) réwna si¢ x(t) i z(—t) odpowiednio dla ¢ < 0 oraz ¢ > 0. Poniewaz
f(t) jest funkcja nieparzysta, wiec argumentujac jak powyzej, zauwazamy bez trudu, ze
F(w) = —X(—w) + X (w) = 2j Im X (w). Dowodzimy w ten sposéb prawdziwosci drugiej
czesci tezy. [ |

Jak tatwo zauwazy¢, funkcja x(t) spelniajaca (A.30) i (A.31) ma zaréwno transformate
Fouriera X (w), jak i Laplace’a X (s), przy czym

X(w) = X(jw). (A.32)

Dla funkcji takiej wzér Parsevala przyjmuje postac:

/Oo 22(t)dt = /Oo X (o) [2dow. (A.33)
0 0

™

Jako wniosek z (A.32) i whasnosci A.7.1 otrzymujemy nastepna wlasnosé:

Wiasno$é A.7.2. Niech x(t) spelnia (A.30) i (A.31). Dlat > 0,

2 [ .
- /0 Re[X (jw)] cos (wt) dw

v) = =

2 /000 Im[X (jw)] sin (wt) dw.

™
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Przyklad A.7.1. Niech £{z(¢)} =1/(Ts + 1). Poniewaz

T X (jw)|2d S
/0|(Jw)| W—/@mw—ﬁ,

zatem [;° x?(t)dt = 1/2T.
Cwiczenie A.7.1. Wykazaé, ze

/_ O:O 2By (t)dt = % /_ O:O X (w0) 7 (@)oo,

co jest uogdlnieniem wzoru Parsevala.

Cwiczenie A.7.2. Wykazaé, ze transformata Fouriera impulsu Diraca 6(t) jest e=3%,
a funkcji e=’/2 jest 2me=w’/2,

Cwiczenie A.7.3. Oznaczmy h = (1/+/2"(n))\/7 _t2/2H ,n=0,1,2,..., gdzie
H,(t) = (=1)"e*” (d"/dt")e=" Jest n-tym Wlelomlanem Hermlte 2. Funkcje hy(t)
tworza zupelny uklad ortonormalny Hermite’a na prostej (— oo 00), €O oznacza mie-
dzy innymi, ze [*_ hn(t)hy(t)dt = 0 dla n # m oraz [*_h,(t)?dt = 1. Spraw-
dzi¢, ze HO( ) =1, Hy(¢ ) = 2t, Hy(t) = 4t* — 2 itd. KorzystaJ@c nastepnie z tego,
ze hy, (w) \/ﬁhn ), gdzie hn( ) oznacza transforrnat(; Fourlera funkeji hy,(t),
wykazac, ze Jesh k(t) = ano anhn (1), to K(w) = 21 320° o (—5) " anhy (w).

2G.G. Walter, Wavelets and other orthogonal systems with applications, CRC Press, Boca Raton
1994.



Dodatek B

Transformacja Z

Omoéwimy teraz transformacje Z — narzedzie przedatne w analizie tzw. sygnaléw
dyskretnych w czasie, czyli ciagéw liczbowych. Narzedzie to pozwala takze rozwiazac
réwnania réznicowe i, dzigki temu, umozliwia analize wlasnosci systeméw dyskretnych.

B.1. Definicja i wlasnoSci
B.1.1. Definicja
Niech {z,;n =...,-1,0,1,...} bedzie ciagiem liczbowym takim, ze

oo
Z |zn] p~" < 00 (B.1)
n=0

dla pewnego p > 0. Transformacja Z przyporzadkowuje mu funkcje X(z) zmiennej
zespolonej z zdefiniowana nastepujaco, patrz np. [8]:

X(z) = anz_" =xo+z12  F a4 (B.2)

n=0

Zauwazmy, ze dla |z| > p,

oo oo p n oo
> fan7 = Solonl o7 ()< Dolanlo™ <o
n=0 n=0 Z n=0

skad wynika, ze szereg w (B.2) jest zbiezny w pierScieniu |z| > p. W pierécieniu tym zatem
transformata X (z) istnieje. Istnieja rzecz jasna ciagi, ktére nie spelniaja warunku (B.1),
n2 )
np. x, = A", A # 0. Jest ponadto oczywiste, ze X(z) zalezy tylko od xg,x1, 2, ...,
anieod...,—3,—2,—1.
Odwrotna transformacja wyraza si¢ natomiast wzorem
I AR
X (2)z" " ldz,

g—joo

Tn
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n=0,1,..., gdzie o jest tak duze, ze wszystkie bieguny funkcji X (z)z""! lezg na lewo
od prostej Rez = o.

Dla wygody, bedziemy takze pisa¢ Z{z,} = X(z) oraz {z,} = Z71{X(2)}. Na-
stepna konwencja, to oznaczanie przez np. X (z), G(z) transformat ciagéow {x,,} 1 {gn}
Bedziemy takze niekiedy pisa¢ Y (z) = {yn} lub po prostu Y (z) = y,.

Wprowadzimy teraz operator opdéznienia, czyli przesuniecia w prawo. Dla oznaczenia
ciagu {x,_1} bedziemy pisa¢ niekiedy D{x, }. Innymi stowy, D jest operatorem przesu-
niecia w prawo o 1, czyli op6znienia. Na tej samej zasadzie D¥ opéznia o k, co oznacza,
ze

D*{zn} = {Tn-r}. (B.3)

Zaréwno transformacja Z, jak i Z71 sg operacjami liniowymi, tzn.
azy, + By, = aX(2) + Y (2).

Podstawowe wlasnoSci transformacji Z to:
e przesuniecie w lewo o 1, czyli przyspieszenie

Tn+1 = ZX(Z) — 2o,
e przesuniecie w prawo o 1, czyli opdznienie
Tpo1 = 27 X (2) + 2, (B.4)

e rozniczkowanie wzgledem z

e zmiana skali zmiennej z
A", = X(A2),

e transformata ciggu bedacego suma

" z
S = Epx0)
=0

e transformata splotu

Z Tn—iyi = X(2)Y(2).

Cwiczenie B.1.1. Prawdziwosé reguly o rézniczkowaniu wzgledem 2z wynika z réwnoéci
—2dX (2)/dz = = > gaxndz"/dz =Y 07 jnxyz”" = Z{nz,}.

Cwiczenie B.1.2. Aby sprawdzi¢ regule o transformacie ciggu przesunigtego w lewo,
zauwazmy, ze Z{T,41} =1 + 222 L+ a32 2+ = 2(wo + w12 L+ 20272+ 1) — 219
= 2X(z) — zxo.
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Cwiczenie B.1.3. W celu zweryfikowania relacji (B.4) wystarczy zauwazyé, ze Z {Zn-1}
=2 1+woz tHaz 2+ =21+ 2 Yro+ a2 + ). Wynika stad z kolei, ze
Tnoo = 272X (2) + 27 w_1 + 2_2. Zauwazmy, ze Z{x,} zalezy tylko od xo,z1,Z2,. ..,
natomiast Z{z,—1} ponadto od z_;.

Cwiczenie B.1.4. W celu sprawdzenia reguly o splocie zauwazamy, ze £ g en—ivi}

= Y e ¥z = Yo Yo Tniz Ty = 3 (w2 Y gy
= X(2)Y(2).

Cwiczenie B.1.5. Aby zweryfikowaé regute o transformacie ciagu bedacego suma, za-
uwazamy, ze y . o T; = y o Tiln_i, gdzie 1, jest ciagiem o wszystkich wyrazach réw-
nych 1, i stosujemy nastepnie regule o transformacie splotu, otrzymujac Z{} ;" ;;}
= Z{3omiln-i} = X(2)2{1a} = X(2) X020 27" = (2/(z — 1)) X (2).

Cwiczenie B.1.6. Wykazac, ze jeSli x, = x,4n dla kazdego n, tzn. jesli ciag x,, jest
periodyczny o okresie N, to X (z) = 2NV Xn(2)/(zN — 1), gdzie Xn(z) = ny;ol Tz ™.
Cwiczenie B.1.7. Sprawdzi¢, ze jesli z,, = 0 dla wszystkich n > N, to X (z) = P(z)/z",
gdzie P(z) jest wielomianem o stopniu nie wyzszym niz N.

B.1.2. Transformaty wybranych ciagéw
Skokiem jednostkowym 1,, nazywa sie cigg

1 — 0, dlan=-1,-2,...,
"1 1 dan=0,1,2,...,

natomiast
0, dlan=-1,-2,...,
Opn = 1, dlan=0,
0, dlan=-1,-2,...

jest dyskretnym impulsem Diraca. Z definicji transformacji wynika, ze

oraz

Do ostatniego wyniku mozna doj$¢, spostrzegajac, ze 1, = Y. 8, 1 stosujac regule
o transformacie ciggu bedacego suma.
Bezposrednio z definicji transformaty wnioskujemy, ze
A =

== (B.5)

Korzystajac teraz z reguly o rézniczkowaniu wzgledem z, otrzymujemy

nA\" =

(z =N
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Stosujac te regule wobec ostatniego wyniku, dochodzimy do wniosku, ze

W2\ Az(z + )\)'
(z—\)°
W szczegblnosci zatem
1
né% oraz nzéz(ziw.
(z—=1) (z—1)

Z (B.5) wynika, ze e/“" = z/(z —eI“m) i eI = z/(2 —e7I%"). Wiedzac zatem, ze
2jsinwn = e?“" — eI i 2coswn = e/“" + eI otrzymujemy

. R zZsinw
sinwn =
2?2 —2zcosw+1’
czyli
. . zZsinw
sinwn = 3
(z — cosw)? +sin“ w
oraz
) 22 — zcosw
coswn =
22 —2zcosw+1’
tzn.
) 22 — zcosw
coswn =

(z — cosw)? +sin®w’
Przykiad B.1.1. Wychodzac z transformaty ciagu sinwn i stosujac regute o rézniczko-
waniu wzgledem z, mozemy napisaé
2(2? — 1) sinw

(22 —2zcosw + 1)

nsinwn =

Podobnie postepujac wobec ciagu coswn, znajdujemy

2

z(2% cosw — 2z + cosw)

(22 = 2zcosw + 1)

nCcoswn =

Przyklad B.1.2. Korzystamy teraz z rezultatu poprzedniego przykiadu i zamieniamy
z na z/\. Stosujemy nastepnie odpowiednia regule i otrzymujemy

Mz(22 = A\?)sinw

(22 — 2z cosw + )\2)2

AN'nsinwn =

oraz
Mz(22 cosw — 22X\ + A% cosw)

(22 — 22\ cosw + )\2)2

A'ncoswn =
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Przyklad B.1.3. Rézniczkujac obydwie strony réwnosci 2%/(z — X) = Y02 A"zF—n—1

k — 1 razy wzgledem A, otrzymujemy z*/(z — \)* = (1/(k—1)!) >0, 0, (k) A" 27", gdzie

0, (k) = TR (B.6)

n!

Zatem
AR St (B.7)
(z—=NF  (E=1)!"" ' '
Przyklad B.1.4. Stosujac teraz, wobec ciagu w (B.7), obustronnie k& — 1 razy regule
o przesunieciu w prawo, dochodzimy do wniosku, ze

(2 j/\)’“ - (k —1 1)!DlH Non(k)} (B.8)

skad wynika, ze np. 1/(z —1) = DYA\"} oraz 1/(z — \)?2 = D2 {(n+ 1)A\"}.
Przyklad B.1.5. Niech teraz A = |\|e/* i p = e/?. Korzystajac z (B.5), po nietrudnych
przeksztalceniach dochodzimy do wniosku, ze

Pz pz

St o5 = 2 cos(wn + ). (B.9)
Podobnie
pz" pzk 2
G P - o ek coslwn + ), (B.10)
gdzie 0, (k) jest jak w (B.6). Stad
(= fZA)’@ e fzxyf BRC - i D N6 (k) cos(wn + )} (B.11)

z

Przyklad B.1.6. Transformata moze by¢ funkcja niewymierna, np. 1/n! = e~ =,

B.2. Oryginaly funkcji wymiernych

Znajdziemy teraz oryginal funkcji wymiernej R(z)/M(z), gdzie R(z) i M(z) sa wie-
lomianami o stopniach r i m, tzn.

R(2) = by2" +bp_12" - 4 byz + by,

gdzie b, # 0, oraz
M(z) = amz™ + am-12" + - + a1z + ap,

przy czym ag # 01 a,, # 0. Z definicji transformacji wynika, ze je§li R(z)/M(z) jest
transformata, to r < m. W dalszych rozwazaniach przyjmujemy zatem

er<m,

e wielomiany R(z) i M(z) nie maja wspélnych pierwiastkow.
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Twierdzenie B.2.1 (bieguny dowolne). Niech wielomian M(z) ma pierwiastki:

e rzeczywiste &y, .. ., &, rotne o krotnosciach ku, . .., ky, wszystkie réine od zera,

— —_ . — UJ7, . Z s
e pary zespolone (n1,7;),.-.,(ng, Ny), gdzie n; = |n;|e’*t, i =1,...,q, rézne o krotno-
sciach Ki,...,Kq,

co oznacza, 2 Y F_ ki +23° Lk, =m). Wowczas
i=1 =1

W +ZZ% G G

i=1 j=1
+ Qizwlﬂ DI {[n;["0n(5) cos(win + @;5)},  (B.12)
i=1 j=1
gdzie 0,,(k) jest jak w (B.6), natomiast:
ap = lim %, (B.13)
AR ij)! A gk: [(z —6)" jﬁi)]

oraz d j
1 i . z
Bi; = lim [(zm)”lz (2) ] ,

(i = 9)! =, dar
Pray czym w; = argn;, p;; = arg f;;.

Dowéd. Wystarczy zauwazy¢, ze argumentacja podobna do tej z dowodu twierdzenia
A.4.1 prowadzi do wniosku, ze

-2y ey S &
M) = Gy |Gy G
a nastepnie pomnozy¢ obie strony przez z i skorzysta¢ z (B.8) i (B.11). ]

Warto zwréci¢ teraz uwage na to, ze na utamki proste, tzn. utamki postaci 1/(z —a),
roztozyliémy w dowodzie funkcje R(z)/zM(z). W rezultacie R(z)/M(z) jest liniowa kom-
binacja utamkéw typu z/(z — a), ktérych oryginaly nietrudno znalezé. W postepowaniu
tym jest wiec pewna réznica w stosunku do opisanego w czesci dotyczacej rozkladu na
utamki proste, zwiazanego z transformacja Laplace’a.

Nastepne twierdzenie jest w zasadzie wnioskiem z poprzedniego.

Twierdzenie B.2.2 (bieguny jednokrotne). Jesli pierwiastki wielomianu M(z) sq
jednokrotne, a dokladniej:

o rzeczywiste &y, . .., &, rotne, wszystkie rézne od zera,

e parami zespolone (ny,1;), .., (n,, 1,), gdzien; = In;le?*i, i =1,...,q, r6:ne

(co oznacza, 2e p+q=m), to

R(z) . ( )
ME)

O +Z €} +222|ﬁ [lm:]™ cos(win + ),

i=1
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gdzie:
- B R(z) . R(fl)
o= B GG T earey
Bi= zhj%(z B m)ZM(Z) oM (n;)

przy czym w; = arg1n;, @; = arg ;.
Dowéd. Poniewaz M(z) nie ma pierwiastka w punkcie z = 0, wiec

R(z) _ O L Q; L B; Bz
M) 7*27@*2[—+—]-

= lz=m z-n

Korzystajac z (B.5) i (B.9), latwo znajdujemy oryginat funkcji R(z)/M(z). ]

Przykiad B.2.1. Aby znalez¢ oryginal funkcji

1
(z+1)(3z—-1)’

zaczynamy od roztozenia na utamki proste funkcji

1
2(z+1)(32—1)’

co doprowadza do réwno$ci

11119
2z+1)(Bz—1) 2z 4z+1 43z-1
Stad
;ff1+1 “ +§ “
(z4+1)(3z—1) 4z+1 42-1/3

Zatem oryginalem jest —d,, + (1/4)(—1)" + (3/4)(1/3)™.
Przyklad B.2.2. Poniewaz, dla a #b, (a —b)z/(z —a)(z —=b) = z/(z —a) — z/(z = b),
zatem
e (a—0b)z
(z—a)(z—b)

é ’I’L_bn

Przyklad B.2.3. Niech wielomian z? 4 pz + ¢ ma pare pierwiastkéw zespolonych z;
i z9. Z poprzedniego przykladu wynika, ze (21 — 22)z/(z — 21)(z — 2z2) = 2] — 2%.
Oznaczajac z1 = pel”, gdzie p = |2| oraz w = arg 2y, i wiedzac, ze z2 = pe™7*, mo-
zemy napisaé z; — 29 = p(e/¥ — e7I¥) = 2jpsinw. Ponadto, poniewaz 2] = pleln
oraz z§ = pleTI¥" wige 20 — 2B = pt(efUm — e7IWn) = 2jp"sinwn. Ostatecznie
z/(22 +pz+q) = 1(1/sinw)p" L sinwn.
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B.3. WilasnoSsci graniczne

Twierdzenia graniczne

W ponizszych dwéch twierdzeniach nazywanych granicznymi zmienna z jest rzeczy-
wista.

Twierdzenie B.3.1. Dla kazdego ciggu {xz,} spetniajacego warunek (B.1) istnienia
transformaty Z prawdziwy jest wzor:

xo = lim X(2).
Z—00
Dowéd. Jest oczywiste, ze X (2) — xg = Y ooy Tpz " = 21 S Zpz "1 Wynika
stad, ze, dla z > p, |02 @z ™ < 307 fag 27 = 300 [ p Y (p/2)"
< Yol faal T = p 300 el p7 < pe, gdzie, zgodnie z (B.1), ¢ = Y07 | p7"
< c0. W rezultacie, dla z > p, otrzymujemy | X (2) — zo| < pc/z, co koniczy dowsd. m

Twierdzenie B.3.2. Niech ciag {x,} spelnia warunek (B.1). Jesli granica lim,_ o xp,
1stnieje, to
lim z, = lim (z — 1) X ().

n—oo z—14+
Dowdd. Zalézmy, ze z > 1. Oznaczajac x = lim,_. x, i korzystajac z réwnosci
Yooz ™ =2z/(z—1), piszemy (z —1)27'X(2) —z = (2 = D)z >0 (@, — x)z™™
= Vn(2) + Wn(2), przy czym Vy(z) = (2 — 1)z} Zi:’:o(xn — x)z~ "™ oraz Wy(z)
= ((z = 1)/2) Yonlngr(wn — x)27" Jest oczywiste, ze |Vy(z)| < (N 4+ 1)(z — 1)/z,
przy czym § = sup,, |, — x|, oraz [Wi(z)| < (z — 1)z~ (sup,sn |20 — ) Y g yy1 27F
< (2= 1)z (supys y 20 — ) ZZO:() zF = SUP,> N |0 — -

Niech teraz ¢ > 0. Poniewaz lim,,_,, |z, — x| = 0, wigc istnieje N, zalezne od ¢, dla
ktérego |Wn(z)| < £/2. Dla takiego wladnie N istnieje z tak bliskie 1, ze |V (2)] < /2.
Zatem dla kazdego ¢ > 0, |((z —1)/2)X(2) — x| < e, jesli tylko z jest wystarczajaco
bliskie 1, co konczy dowdd. ]
WiasnoSci graniczne pewnych ciagéw

Zaczniemy od wykazania prawdziwoSci przydatnego lematu.

Lemat B.3.1. Dla ciggu 0, (k) okreslonego wzorem (B.6) sq prawdziwe nieréwnodci
nk < 6,(k) < 2knk.

Dowd6d. Poniewaz 6, (k) = (n+1)--- (n+k — 1), wiec lewa nier6wno$¢ jest oczywista.
Prawa wynika z nieréwnosci 0, (k) < (n + k)* = nF (1+k/n)* < 28nF, co konczy
dowdd. ]

gdzie R(z) oraz M(z) sa wielomianami jak w podrozdziale B.2.

Oznaczmy teraz
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Wiasno$é B.3.1. Jesli |z1| < 1,|z2| < 1,...,|zm| <1, to limy 00 gn = 0.
Dowdéd. Korzystajac z lematu B.3.1, dla |A| < 1, otrzymujemy lim,, . 6, (k)A" = 0.
Zatem kazdy ze sktadnikéw sumy w (B.12) zbiega sie do zera, gdy n — oo (operacja

opéznienia o k — 1 nie ma tutaj znaczenia). ]

Wiasnos¢é B.3.2. Niech p =m — r. Prawdziwe sq nastepujgce zwiqzki:
. . by
go="+--=gp—1 =0 i dopiero g, = — # 0.
a""L

Dowéd. Wystarczy zauwazy¢, ze R(z)/M(z) = 7,277 + ’)/sz_(p“) + -+, przy czym
Yp = bp/am, i odwola¢ si¢ nastepnie do definicji transformacji Z. ]

B.4. Dyskretna transformacja Fouriera

Dla ciagu {zp;n=...,—1,0,1,...} takiego, ze
[ee]
Z |25| < 00, (B.14)

dyskretna transformata Fouriera i jej odwrotno$¢ sa dane wzorami:

00
X(w) = Z xne—jnw7 (B15)
1 27 _ .
Tn = 5 ; X (w)e!™ dw.

Twierdzenie B.4.1 (wzér Parsevala). Jesli cigg {x,} spetnia warunek (B.14) i po-
nadto Y07 x2 < o0, to prawdziwa jest réwnosé

oo

2
Z xi:%/o }X(w)}de.

n=—oo

Dowéd. Ze wzoru na odwrotne przeksztalcenie Fouriera wynika, ze

0 1 o0 27 ) 1 o ) ‘ B
D w = o > xn/o X(w)e'"dw = : [Z xne”’”] X(w)dw
1 27 B B 1 27 B 9
= %) X* (W)X (w)dw = o/, | X (w)|” dw,

co konczy dowdd. [
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W dalszej czesci zaktadamy dodatkowo, ze
zn, =0dlan <0, (B.16)

co pozwala zapisa¢ warunek (B.14) jako

Z|xn| < 0. (B.17)

n=0

Wiasno$é B.4.1. Niech x,, spetnia (B.16) i (B.17). Dlan =0,1,2,...,

2 [ -
Tp = ;/ Re[X (w)] cos (wn) dw
0
2 [T - .
= ——/ Im[X (w)] sin (wn) dw.
T Jo
Dowéd. Poniewaz wlasno$¢ ta jest dyskretnym odpowiednikiem wlasnosci A.7.1, zatem

dowdd jest podobny. ]

Ciag {x,} spemiajacy (B.16) i (B.17) ma zaréwno transformate Fouriera X (w), jak
i Z, oznaczana jako X (z), przy czym

X(w) = X (). (B.18)

Wzér Parsevala przyjmuje zatem postac:

e INE
;xn:% ; |X (/)] dw. (B.19)

Jako wniosek z (B.18) i wlasnosci B.4.1 otrzymujemy nastepna wlasnosé:

Wiasnosé B.4.2. Jesli cigg {x,} spelnia (B.16) i (B.17), to, dlan =10,1,2,...,

2 [ i
—/0 Re[X (e’*)] cos (wn) dw

™

Tn

= —z/oﬂlm[X(ej“)]sin(wn)dw.

s

B.5. Réwnanie réznicowe
Réwnanie
AmYn + Um—1Yn—1 +-+ aoYn—m = bmun + bm—lun—l + 4+ boun—ma

am # 0,09 # 0, gdzie n = 0,1,2,..., nazywamy liniowym réwnaniem réznicowym rzedu
m. Opisuje ono reakcje systemu na pobudzenie

e, U—3 :O,u_2 :O,U_l :O,UQ,ul,UQ,...
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w sytuacji, gdy warunkiem poczatkowym jest

Y-ms-- - Y-3,Y-2,Y-1,

tzn. zestaw m liczb. Ciagi {y,} oraz {u,} sa okreSlone dlan=...,-1,0,1,...
Dla n = 0 otrzymujemy

AmYo + Am—1Y—1 + -+ + AY—m = o + b—1u—_1 + - - + boU—n.

Poniewaz jest znany warunek poczatkowy i pobudzenie, z réwnania tego wynika yq. Dla
n = 1 piszemy

aAm¥Y1 + Gm—1Yo + - - - + AY1—m = bmur + bp—1ug + -+ + boul—nu

skad wynika 1, poniewaz 1y zostalo przed chwila wyznaczone. Dla n = 2 réwnanie to
ustala ys, dla n = 3 wyznacza ono y3 itd. W ten sposéb znajdujemy ciag yo, y1, Y2, - - -
czyli rozwiazujemy réwnanie.

Rozwiaza¢ réwnanie mozna takze, stosujac transformacje Z. Przy znajdywaniu trans-
format ciagéw opdznionych, tzn. y,_g, stosuje sie regute (B.4). Zatem:

Z{ynfl} = Z_ly(z) +y-1,

Z{yn_2} =272V (2) + 2 ty_1 + y_o,

oraz, ogdlnie,
Zynay =27V () + 27y 42y F g
Ponadto, poniewaz 0 =u_1 =u_o = ---, zatem
Z{un_1} = 27 FU(2).
Wykonanie obustronnego przeksztalcenia Z wobec réwnania réznicowego daje wiec

(am + mo12 14+ apz" )Y (2) — V(z_l) = (b + b1z P4+ boz"™)U(2),

gdzie
V(zil) = Wm-1*+ ’wm_zzfl 4+ wozferl?
przy czym wspolczynniki wo, w1, ..., wm—1 zaleza od y_1,...,Yy_m Oraz ao,...,0n. La-
tem
_ b, + bmflz—l + oot bgzT™ V(z_l)

Y(z) = U(z) +

— — — — )
Am + Qm—12 Lyt apz~™ Am + Qm—12 Lyt agz=™

skad wynika, ze

D 2™ 4 byy_12™ L -+ by Ulz) + 2W(z)

Y(Z) - m m—1 m m—1 ’
am 2™ + Q12 +---+ao AmZ™ + Gy —12 +---+ao
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gdzie
W(z)=2"""V(E) =wn_ 2™ 4+ w2 +woz.

Jesli Y(2) jest funkcja wymierna, to jej oryginat {y,} mozna znalez¢é metoda rozkladu
na utamki proste.

Zauwazmy, ze rozwigzanie réwnania zalezy od y_, Ym—1, - - -, Y—1, lecz jest niezalezne
od wczesniejszych wyjsc, tzn. od ..., y_m—2,Y—m—1. Reasumujac, pokazaliSmy jak za
pomoca transformacji Z rozwiazaé réwnanie réznicowe.

Przyklad B.5.1. Niech réwnaniem réznicowym bedzie
Yn — DYn—1 + 6Yn—_2 = 21, + 3up_1,
ay_s =2, y_1 = 4 warunkiem poczatkowym. Pobudzeniem jest u,, = d,,. Poniewaz
Zyp 1} =2""Y(2)+y 1 =2""Y(2) +4

oraz
Z{yn ot =27V (2)+2 g1ty =2V (2) +4271 42,

wiec transformacja obu stron réwnania daje
(1-52"1+6272)Y(2) +2427 1 =8 = (2+ 32" H)U(2).
Zatem

243271 8 — 24271
Y = ———— U - -
(2) (2) + 1—5z"14622

1—5z"14622
222 + 3z 822 — 24~

= ———U —_—
22 —5z+6 (z)+z2—5z+6

Po uwzglednieniu tego, ze U(z) = 1, otrzymujemy ostatecznie

1022 — 21z 1022 — 212 z 9z
Y(Z): ) = = + 5
22=5z+6 (¢2—2)(2—3) z—2 =z-3

skad wynika, ze y, = 2" +9 x 3" = 2" 4 37+2,
Przykiad B.5.2. Niech

Yn + Yn—-1 — 2Yn—2 = 3Up_2 + 4Up_3
oraz U, = 0y, Yy—1 = 2, Yy_o = 3. Poniewaz

(1+ 271 — 22*2) Y(z)+ (22*1y_1 +2y_o+y-1) = (3272 + 4273) U(z),

wiec
3244 222y o+ 22y + 22y_1
Y(2) = —2" _U(z) -
() z(2242-2) () 224+2z-2
_ 3z+4 Uz - 222y o+ 2%y_1 + 22y 4 '

2(z—1)(z 4+ 2) (z—=1)(z+2)
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Dla zadanego warunku poczatkowego i pobudzenia otrzymujemy zatem

3z+4 822 + 4z
Y(z)= - .
2z=1(z+2) (z-1)(z+2)
Uwzgledniajac to, ze
3z+4 _ 21 §+z z +1 z
2(z—1)(z+2) z 2 3z—-1 6z+2
5 71
= —20p1—=0p+=+=(-2)"
1m0tz g
oraz ) A
8z% + 4z 4z z
= = 4+ 4(-2)"
(z—1)(z+2) z—1+z+2 +4(=2)"%,
otrzymujemy
5 19 25
n — —2 n—1 " 50n - —(=2)".
(7 On—1 25 t3+ 6( )

B.6. Transformacja Z a transformacja Laplace’a

Ciag liczbowy {z,;n = 0,1,...} o transformacie X(z) = Y 7 x,2~" W sposéb
jednoznaczny jest skojarzony z ciggiem impulséw Diraca

(1) = i 2n0(t —nT),

n=0

gdzie T jest dowolng liczba dodatnia. Poddanie x*(t) transformacji Laplace’a daje
X*(s) = >0 ywne ™. Mozemy wiec napisaé

X* <% In z) = X(2), tzn. X*(s) = X(e™7).

W celu przeprowadzenia analizy czestotliwo$ciowe]j sygnatu z*(t), czyli sygnatu o cza-
sie ciagtym, postugujemy sie funkcja X*(jw). Dlatego tez podobna analiza ciagu licz-
bowego {z,;n = 0,1,...}, czyli sygnalu dyskretnego, jest zwigzana z badaniem funkcji
X*(ejwnT) = X(z)|z:ej“’T-






Dodatek C

Wektory, macierze, funkcje
macierzowe

C.1. Wektory, macierze

Przypomnimy teraz podstawowe fakty dotyczace wektoréw i macierzy; szczegoly
mozna znalezé w [11]. O wektorze kolumnowym

ay
a= :
Qg
méwimy, ze ma wymiar k, natomiast ay, ..., ar nazywamy jego sktadowymi. O wektorze
wierszowym
T
a’ =lay,...,ax
mowimy, ze jest transponowany wzgledem a. O zestawie wektoréw ai,...,a, méwimy,

ze jest liniowo niezalezny, jeSli réwno$¢ ayag + - - - + a,a, = 0 zachodzi tylko wtedy, gdy
ap =---=a, =0.
Macierz prostokatna

aixr - Aim

ak1 ' Okm

ma k wierszy i m kolumn, a a;; nazywamy jej elementami. W szczegdlnoéci,

0 --- 0
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jest macierza zerowa. Jesli k = m, tzn. jesli

air - Gk
A= : S, (C.1)
g1 v Qkk
to moéwimy, ze jest ona kwadratowa i k nazywamy jej stopniem. Elementy ai1,...,arx
leza na gléwnej przekatnej. Macierz
ai 1
akk |
nazywamy diagonalna, a )
1
=
1 -

jednostkowa. Dla wigkszej czytelnoici nie zaznaczamy zer w sytuacjach oczywistych.
Macierz moze sama sklada¢ sie z macierzy, np.

A A A
Asr Az Ans

(gdzie A;j, 1 = 1,2,j = 1,2,3, sg macierzami) jest takze macierzg. Wymiary macierzy
A;; sy przy tym, rzecz jasna, wzajemnie odpowiednie. Nazywamy je podmacierzami
macierzy A. Przykladem takiej macierzy jest np.

1 3 2
_ | A Agpe
A=|_0 6 | 5 |=|qm g
5 0 | 3 21 Ao

gdzie:
2
All:|:0 6:|7A12:|:5:|7A21:|:2 0]7A22:[1]

Macierze odpowiednich rozmiaréw, tzn. majace odpowiednig liczbe wierszy i kolumn,
mozna dodawaé i mnozy¢. Pamietamy, ze

A+B=B+A,

co oznacza, ze dodawanie jest przemienne. Na ogét jednak AB # BA | nawet jesli obydwa
iloczyny istnieja, co oznacza, ze mnozenie nie jest przemienne. Jedli jednak AB = BA,
to méwimy, ze macierze A i B sa przemienne.

Macierz
ailr Gkl

Aim - Akm
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nazywamy transponowana wzgledem A i oznaczamy A”. Latwo sprawdzi¢, ze
(AB)T = BTAT.

Zakladamy, ze pojecie wyznacznika macierzy jest znane. Bedziemy go oznaczaé jako
det A. Je$li det A # 0, to méwimy, ze macierz jest nieosobliwa, w przeciwnym wypadku
jest ona osobliwa. Pamietamy takze, ze dla dwéch macierzy kwadratowych A i B,

det AB = det A det B.

Ponadto
det(aA) = o det A,

gdzie k jest stopniem macierzy. Zatem det(—A) = (—1)¥ det A. Jest oczywiste, ze
det A = det AT,

Wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0, istnieje macierz A~!, nazywana jej odwrotnoscia,
tzn. taka, ze
ATTA=AAT' =1

Dla macierzy nieosobliwej

1

—1 _ .

A = oA adj A, (C.2)

gdzie adj A jest macierza dotaczona, czyli macierza dopelien algebraicznych. Zatem
(det A)I=A(adjA) = (adjA)A,

skad wynika, ze

det(adj A) = (det A)*~1. (C.3)
Poniewaz 1 = detI = det AA™! = det A det A1, a zatem
1
det A = ——.
A= AT

Latwo sprawdzi¢, ze
(AT)"L = (AT
Ponadto
(AB)"! =B 1AL (C.4)

Macierz jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej kolumny (lub wiersze,
co na jedno wychodzi) sa liniowo niezalezne. Rézne zestawy wektoréw bedacych kolum-
nami dowolnej macierzy, czyli zestawy o réznej licznoSci, moga byt liniowo niezalezne lub
zalezne. Liczba kolumn (lub wierszy, co na jedno wychodzi) w najliczniejszym liniowo
niezaleznym zestawie nazywa si¢ rzedem macierzy. Rzad macierzy A bedziemy oznaczac
jako rank A.

Rzad nieosobliwej macierzy A (czyli sila rzeczy kwadratowej) jest réwny jej stop-
niowi. Wiadomo, ze rank AB < min(rank A, B). Dla nieosobliwej macierzy B zachodzi
rank AB = rank A.
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Sladem macierzy kwadratowej nazywamy

trace A = i Qi
i=1
czyli sume elementéw na gléwnej przekatnej. Bez trudu sprawdzamy, ze
trace AB = trace BA.
Cwiczenie C.1.1. Wykazemy, ze, dla kazdej macierzy A,
rank ATA =rank AAT = rank A.

Oznaczmy przez ay,...,a, kolejne kolumny macierzy A. Niech R(A) bedzie prze-
strzenig rozpieta przez wektory ai,...,a,, tzn. zbiorem wszystkich wektoréw postaci
yia1 + -+ + v,an, gdzie vq,...,7,, sa dowolnymi liczbami. Jest oczywiste, ze wymiar
tej przestrzeni jest réwny rzedowi macierzy A. Zalézmy, ze wektor x jest ortogonalny
wzgledem R(A). Zatem xTa; = 0, dla kazdego i, skad wynika, ze x’ A = 0. Zatem
xTAAT = 0. Wektor x jest wiec ortogonalny wzgledem R(AAT). Jesli natomiast wektor
X jest ortogonalny wzgledem R(AAT)7 to x’AAT = 0, skad wynika, ze xT AATx = 0,
czyli xI' A = 0. Wektor x jest zatem ortogonalny wzgledem R(A). Wykazali$my zatem,
ze wektor jest ortogonalny wzgledem R(A) wtedy i tylko wtedy, gdy jest ortogonalny
wzgledem R(AAT), co jest réwnoznaczne temu, ze wymiary przestrzeni R(A) i R(AAT)
sa identyczne. Zatem rank AA” = rank A. Drugg réwnosé¢ weryfikujemy podobnie.

Cwiczenie C.1.2. Sprawdzic¢, ze

. n .
cosr —sinx | cosnz —sinnz
sin x Ccos T sin nx cosnx

Przykiad C.1.1. Jesli
aig
A —
Akl

to det A = (—1)*F=D/2q a0 1 -+ ap.

Przyklad C.1.2. Mozna sprawdzi¢, ze jeSli A oraz D sa macierzami kwadratowymi, to

det { A B ] = det A det D.

0 D
Przykiad C.1.3. Dla kwadratowych macierzy A, B, C stopnia k,

A B

det[c 0

} = (—=1)*det Bdet C.

Cwiczenie C.1.3. Aby sprawdzi¢, ze

A B

det[c D

} = det(D — CA™'B)det A,
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zauwazmy
A B
ERRL
gdzie
H— I 0 A 0 I A'B
Tl cATh T 0 D-cA'B||0 I '
Zatem
I 0 A 0 I A'B
detH = det{CA_l I}det[o DCA_lB}det[O I ]
A 0

det [ 0 D-CA™'B

] = det(D — CA™'B)det A,

co konczy sprawdzenie.

C.2. Wektor wlasny, wartos¢ wlasna

Wielomianem charakterystycznym kwadratowej macierzy A stopnia k nazywamy
det NI — A) = M +ap N1+ ag )\ + ag,
a det(A\I — A) =0, czyli
Nt ap i N a4 ag =0, (C.5)

jej réwnaniem charakterystycznym. Jego rozwigzania nazywamy warto$ciami wlasnymi
macierzy. Macierz ta ma zatem k wartoSci wlasnych. Moga one by¢ rzeczywiste lub
zespolone, pojedyncze lub wielokrotne. Oznaczajac je jako A1, ..., Ax, mozemy napisaé

det(\I—A)=(A=A1) - (A= Ap),
a po podstawieniu A = 0 otrzymujemy
k
det A =[] i (C.6)
i=1
Macierz jest osobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy zero jest jej wartoscig wlasna. Wazna jest

takze kolejna wlasnosc:

trace A = Z)‘i' (C.7)
i=1

Niezerowy wektor x; spelniajacy réwnosc
AXZ‘ = )\ixi

nazywamy wektorem wlasnym macierzy stowarzyszonym z wartoScia wlasng A;. Jest
przy tym oczywiste, ze ax;, a # 0, jest takze wektorem wlasnym. Wektory wilasne
odpowiadajace réznym wartoSciom wlasnym sa liniowo niezalezne. Macierz A ma zatem
k wektoréw wlasnych x1, .. ., X; oraz k odpowiadajacych im wartoéci wlasnych A1, ..., Ag.
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Twierdzenie C.2.1. Wektory wilasne odpowiadajgce réznym wartosciom wlasnym sq
liniowo miezalezne.

Dowdéd. Oznaczmy przez Ay, ..., A, wartoéci wlasne, wszystkie rézne, oraz przez x, .. .,
x, odpowiadajace im wektory wlasne. Zalézmy, ze istniejg liczby aq,. .., o, takie, ze
P
Z ;X = 0.
i=1
Pamietajac, ze (A —\I)x; = 0, po pomnozeniu obydwu strony tej réwno$ci przez

(A — \I), otrzymujemy > 2 5 oi(A — A\I)x; = 0. Poniewaz Ax; = \;x;, mozemy wiec
napisac

P
Zai()\i — )\1)Xi =0.
i=2

Mnozac obie strony przez (A — A1), dochodzimy do wniosku, ze

P
Zai()\i —X2)(Ni — A1)x; = 0.
i—3

W koficu otrzymujemy

ap(Ap = Ap—1) -+ (Ap — A2)(Ni — A1)x; = 0,

skad wynika, ze a, = 0. W podobny sposéb dowodzimy, ze a; = --- = a1 = 0.
Wektory x1,...,x, sa wiec liniowo zalezne, co koiczy dowdd. ]
Cwiczenie C.2.1. Sprawdzi¢, ze macierz A~! ma wektory wlasne: x1,...,X i wartosci
wlasne: )\1_1, ceey )\,;1.

C.3. Macierze podobne, diagonalizacja

Macierze A oraz TAT ™!, gdzie T jest dowolng macierza nieosobliwa, nazywamy
podobnymi. Poniewaz det TAT ! = det T det A det T~!, a wiec

det TAT ! = det A.

Wyznaczniki macierzy podobnych sa wiec jednakowe.
Poniewaz det(AI — TAT ') = det(A\TT ™' — TAT ') = det T det (\I — A) det T,
a zatem
det(A\I — TAT ') = det(A\I — A).
Wielomiany charakterystyczne macierzy podobnych, a wiec i ich wartoéci wlasne, sa takie
same.
Transformacja podobienstwa nie zmienia takze Sladu macierzy, tzn.

trace A = trace TAT !,

poniewaz wartoSci wlasne macierzy podobnych sg wspdélne, patrz ¢wiczenie C.3.1.
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Zalézmy teraz, ze macierz A ma wszystkie wartoéci wlasne rézne. Z twierdzenia C.2.1
wynika zatem, ze
P =[p1,p2,---, Pkl (C.8)
gdzie p1, P2, ..., Pk sa jej wektorami wlasnymi, jest macierza nieosobliwa. Zauwazmy
teraz, ze
AP =[Ap,,Ap,, ..., Ap] = [MiP1, Aop2, . . ., AePi]

bowiem Ap,; = \;p;, oraz

)\1 )\1
P = [P17P27'-'7Pk‘] .
>\k >\k
= [MP1,A2P2, .-, AP -
Zatem
A1
AP=P ,
Ak
skad wynika, ze
A1
P AP = . (C.9)
Ak

Macierz o réznych wartoSciach wlasnych jest zatem podobna do macierzy diagonalnej.
W zwiazku z powyzszym méwi sig, ze P diagonalizuje macierz A.

Podsumowujac, mozemy stwierdzi¢, ze macierze podobne majg takie same:

e wielomiany charakterystyczne,

e wartosci wlasne,

e wektory wlasne,

e wyznaczniki,

e Slady.
Cwiczenie C.3.1. Z réwnoéci [det T]det T-' = 1 wynika, ze

det(AI — TAT ) = det[T~' (AL — TAT1)T].

Zatem
det(A\I — A) = det(A\I — TAT ™).
Cwiczenie C.3.2. Wykazemy teraz, ze

adj(\I — A) = T~ !adj(\I — TAT)]T.

Biorac pod uwage ¢wiczenie C.3.1 oraz nastepujace dwie réwnosci: adj(AI — TAT_l)
= (AI-TAT ")~ det(ANI-TAT ), adj (A\I — A) = (A\I—A) ! det(M—A)), dochodzimy
do wniosku, ze wystarczy sprawdzi¢, ze T~ (AI-TAT")~!T = (\I- A)~!. Kofczymy
zauwazajac, ze lewa strona jest réwna T~ (AI-TAT !)~1(T~1)~! i korzystajac z (C.4).
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C.4. Wielomiany macierzowe

Poniewaz
2 2
A X; = A(Axl) = )\z‘AXi = )\ixh
zatem Xi, ..., Xy sa wektorami wlasnymi macierzy A2, a )\%, cee )\i jej warto$ciami wia-
snymi. Podobnie, X, ...,X) sa wektorami wlasnymi macierzy A", natomiast AT, ..., A}

jej warto$ciami wlasnymi.
Niech teraz w(z) = apa™ +- - -+ a1 + ag bedzie wielomianem skalarnego argumentu
x. Przez analogie wyrazenie

w(A) = A"+ -+ a1 A + agl

bedziemy nazywa¢ wielomianem macierzowym argumentu A o skalarnych wspélczynni-
kach ay, ..., a,. Zauwazmy, ze
w(A)x; = apA"x;i+ -+ a1 Ax; + apx;
= QA%+ o AX; + apx; = w(A)xg,
co oznacza, 7€ Xi,...,X) sa wektorami wlasnymi wielomianu w(A), natomiast w(A),

.., w(Ay,) jego wartoéciami wlasnymi. Spostrzezenie to podamy w formie twierdzenia.

Twierdzenie C.4.1 (Frobenius). Wartosciami wlasnymi wielomianu w(A) sq:
w(A), ..., w(Ay),

a ponadto
k

detw(A) = J[Jw(X).

i=1
Zanim przejdziemy do kolejnego twierdzenia zauwazmy, ze dla wielomianu skalarnego
zachodzi oczywista réwnosé

an A"+ N Fag = N'ay, + -+ Aag + ao.

Dla wielomianéw macierzowych sprawa jest bardziej skomplikowana. Niech teraz W(\)
=A,\"+ -+ A1\ + Ag bedzie takim wielomianem o wspdlczynnikach macierzowych.
Na og6t, dla dowolnej macierzy kwadratowej A,

ApA" + -+ AJA+ Ag # A"A, + -+ AA; + Ay,
poniewaz iloczyn macierzy nie jest przemienny. Wynika stad, ze wielko$¢ W (A) nie jest
jednoznacznie okreSlona. JeSli jednak A;A = AA,; dla kazdego i, to lewa strona jest
réwna prawej i wielomian

W(A) = ApA™ + -+ AjA + Ag

jest rozumiany jednoznacznie.
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Twierdzenie C.4.2 (Cayley—Hamilton). Macierz A spetnia swoje réwnanie charak-
terystyczne (C.5), tzn.

AF 4+ akflAk_l + -4+ a1A+agl=0.
Dowéd. Z réwnosci (AL — A)~!det(A\I — A) = adj(Al — A) wynika, ze
MMNI=V(NOW(N), (C.10)

gdzie M (\) = det(A\I—A) = N +ap_1 A1+ 4 a1 A +ap jest wielomianem skalarnym,
a V() = (AI—A)oraz W(A\) = det(AI — A) sa wielomianami macierzowymi. Argumen-
tem wszystkich jest skalar A. W jego miejsce zechcemy wstawi¢ macierz A. Jest przy
tym oczywiste, ze wielomiany M(A) i V(A) sa jednoznacznie okreslone. Wyjasnimy
teraz, co bedziemy rozumie¢ przez W(A) = det(A\I — A)|r=a.

Poniewaz elementy macierzy rank(AI — A) sa wielomianami argumentu A stopnia nie
wyzszego niz k — 1, zatem W(A) = A "B 1 + -+ ABy + By, gdzie By, ...,Bj,_1 sa
pewnymi macierzami. Wykazemy teraz, ze

AFIB, 1+~ 4+ AB; + By =B, A" 1 ... £+ BJA + By, (C.11)

co oznacza, ze wielko§¢ W(A) jest jednoznacznie okreSlona. Zauwazmy w tym celu, ze
z (C.10) wynika, ze

MI4ap N4 a4+ aol= (M — A) (N 'Byy + -+ ABy + By).
Mnozac i poréwnujac wspotczynniki przy kolejnych potegach A, zauwazamy, ze
I=Bi_1,a,11=By_2—-ABy_1,
ap—2l=Bir_3—ABg_s,...,a11 = Bg — AB1, aol = By.
Wynika stad
Bi1=ILB, o=a;, 11+A By 35=a, I+a,1A+A% . . .,

co oznacza, ze macierze By, ..., Br_1 sa wielomianami macierzy A. Dla kazdego i za-
chodzi zatem réwnos¢ AB; = B;A. Wykazalidmy, ze réwnos¢ (C.11) zachodzi. Wielkosé
W(A) jest wiec jednoznacznie okre§lona.

W rezultacie, w réwnoéci M (A) = V(A)W (A) wszystkie trzy wielomiany argumentu
A sj jednoznacznie okre§lone. Poniewaz V (A) = 0, zatem wnioskujemy, ze M(A) = 0,
co konczy dowdd. [
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Macierze

{ ol ] —| (C.12)

—Qp —ap -+ —0Ag—1
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oraz
0 - 0 —ap
OT 1 —aq
(B
1 —ag—
gdzie, 1zecz jasna, a = [ag, ..., ax—1]7, nazywaja si¢ fazowe, a to ze wzgledu na to, ze

wystepuja ona w réwnaniach fazowych, patrz podrozdzial 2.7. Latwo sprawdzi¢, ze
)\k+ak,1)\k+-~+a1)\+ao (C.13)

jest wielomianem charakterystycznym obydwu. Z tego tez powodu macierze te sa na-
zywane takze stowarzyszonymi z powyzszym wielomianem. Przez Ai,..., A\;x oznaczymy
wartosci wlasne tych macierzy.

Podamy teraz kilka ich wlasnoéci. Poniewaz wyznacznik kazdej z tych macierzy jest
réwny (—1)Fag, zatem kazda z nich jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy ag # 0.
W sytuacji takiej

0 1 S I S B
ap ap ao
: 1 0
: - (C.14)
0 1 : :
—ap —ai —Qk—1 1 0
oraz _
a
Qa
0 0 —ag -
1 —ai
. = 7@]6,2 1
. ao
1 —ag—1 1
- 0 0
agp J

Ich réwnaniem charakterystycznym jest
ao)\k + al)\k_l + - +ap_2A+1=0,

skad wynika, ze 1/A1,...,1/\ sa ich wartoSciami wlasnymi.
Macierzg Vandermonde’a nazywamy, patrz [10],

111 1
Mo A Ag o A
vo| AN A X

k=1 k-1 k—1
by Ab D
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Dla macierzy tej det V. =[], ; ;<. (A — ;). Jesli zatem wszystkie wartosci wlasne sa
rézne, to det' V # 0 oraz -

0 1 A1
-1 : . )\2
\% - : V= :
0 1
—ag —aq “e —Qak—1 )\k

co oznacza, ze macierz Vandermonde’a diagonalizuje macierz fazowsa.
Wykazemy teraz ciekawy lemat.

Lemat C.5.1. Dla macierzy

T
A= [ ? — a]
i dowolnego wektora b = [by, ..., b_1]T, jest prawdziwa nastgpujgca réwnosé:

[b7 Aba SERE) Ak_lb] = bk*lAk_l +F blA + bOI

Dowéd. Niech w(s) = by_18* =1 + -+ + bys + by oraz e; = [0,...,0,1,0,...,0]", gdzie
1 znajduje si¢ na pozycji i. Zatem Ae; = e;;1 dlat =1,...,k — 1, oraz Ae, = —a.
Mozemy wiec napisac

w(A)e1 = bkflAk‘_lel + -+ biAe; + bgeq

= brp_1€p_1+---+bes+boe; =b.
Poniewaz e; = Ae;, wiec wynika stad, ze w(A)es = w(A)Ae; = Aw(A)e; = Ab.
Postepujac w ten sposéb dochodzimy do wniosku, ze w(A)e, = A*~1b. Ostatecznie
b 1 AP b A+ bl = w(A) = w(A) =w(A)ley, ..., e
= [b,Ab,..., A" b,

co konczy dowdd. u

Uwaga C.5.1. Zauwazmy, ze rownanie charakterystyczne
A +ap— i N+t ad+ag=0

macierzy (C.12) ma pierwiastki A1,..., A\x, natomiast réwnanie jej odwrotnoéci (C.14)
ma réwnanie
aoh + N 4+ A +1=0

o pierwiastkach 1/A1,...,1/\g.

Podamy teraz rezultat uzyskany przez Gerszgorinal, patrz [10], ktéry wypowiada sie
na temat polozenia wartoSci wlasnych macierzy. Wyciagniemy z niego nastepnie wnioski
o polozeniu wartoéci wlasnych macierzy fazowej.

'S. Gersgorin, Izv. Akad. Nauk, ZSRR, Ser. Fiz-Mat, 1931, 6, 749-754.
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Twierdzenie C.5.1 (Gerszgorin). Niech A bedzie macierzq stopnia k. Kaida wartosé
wlasna macierzy A lezy na plaszczyznie liczb zespolonych w przynajmmniej jednym z kot

{z;|z —au| < p;},i=1,2,...k,

gdzie p; = Zif:l’j# |aij|. Ponadto, jesli zbior n takich kot nie ma zadnego punktu wspdl-
nego z pozostatymi, to zawiera on doktadnie n wartosci wtasnych.

Dowdéd. Wykazemy prawdziwoS¢ pierwszej czeSci twierdzenia. Dowdd drugiej jest znacz-
nie trudniejszy i dlatego go pomijamy. Niech A bedzie wartoScia wlasng zwigzang z wek-

torem wilasnym x. Zatem Ax = Ax, czyli Z?:l ai;r; = Axg, ¢ = 1,...,k, gdzie
[x1,...,7x] = xT. Niech teraz |x,| = max;|v;|. Zatem, z p-tego réwnania wynika,
: k k , )

ze | X = appl|wp| = | D251 jzp @i | < |wpl D51 2y laij| = [@p|py, co koficzy dowsd.  m

Whniosek C.5.1. Wartosci wtasne macierzy fazowej (C.12), czyli pierwiastki wielomianu
(C.13), lezq na plaszczyinie liczb zespolonych z w zbiorze

k—2
{zlzl <V U{zlz+ e <D lal}
1=0

bedgcym suma dwdch kdt.

Cwiczenie C.5.1. Dla macierzy

OT
A= [ I~ a]
i wektora c = [0,...,0,1]7 zachodzi réwnoéé

cladj(sT — A) = [1,s,5s2,...,s" 71,

z ktérej wynika, ze dla dowolnego wektora b = [bg, by, . .., bx_1]T

cT[adj(sI —A)b= br_15" 14 4 bys+ bo.

Aby to sprawdzi¢, wystarczy wykazaé, ze [det(sI — A)JeT(sI — A)~t = [1,s,...,s* 1]

lub, co na jedno wychodzi, [det(sI — A)]e? = [1,s,52,...,s¥71](sI— A), co weryfikujemy
bez trudu.

Cwiczenie C.5.2. Sprawdzi¢, ze dla A, b, c jak w ¢wiczeniu C.5.1,
cladj(I— A7PA) = NRFE TR AT ]

oraz
cladj(IT—A""A)b = boA™ T o b oA .
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Cwiczenie C.5.3. Sprawdzi¢, ze dla kazdej macierzy fazowej A
det(sI — A) = sFtap_1s"+ - +a1s+ ag
oraz
det(T—A"TA) =1+ap A+ +a X" fagh ™,
z uwagi na to, ze det(I — A™"A) = det[(AI — A)A '] = det(AI — A) det[A~'1].
Cwiczenie C.5.4. Z twierdzenia Gerszgorina wynika, ze wlasnoéci wlasne \; dowolnej
macierzy A spelniaja nieréwnoSci

[Ai| <min(a, ), =1,...,k,

gdzie @ = max; Zle la;;|, 8 = max; 25:1 la;;]. W szczegblnosci zatem, dla macierzy
fazowej (C.12),

k—1
[A;| < min (1, Z |ai|> oraz |A;| < min (Jagl, 1+ |a],-.., 1+ |ak—1]),
i=0

dlai=1,...,k Dla dowolnej warto$ci wlasnej \;, zachodzi bowiem ciag nastepujacych
relacji: |\ — |aj;| < |Ai —aj;| = Zle la;j| < . Dowdd drugiej czeéci tezy przebiega
analogicznie.

C.6. Funkcja e?!
C.6.1. Definicja

Dla dowolnej macierzy kwadratowej A przyjmujemy na mocy definicji
At =gt {(SI - A)fl} .

W szczegélnoscei, dla A = I, zachodza réwnoSci

et e

It . I

Zauwazmy takze, ze

(sT—A)~1 adj(sI — A)

1
~ det(sI — A)
jest macierza, ktérej wszystkie elementy sa funkcjami wymiernymi. W kazdej z nich
stopien wielomianu w mianowniku, czyli wielomianu det(sI — A), jest réwny stopniowi
macierzy A (tzn. liczbie jej wierszy). Stopien wielomianu w liczniku, czyli odpowiedni
element macierzy dotaczonej adj(sI — A), nie jest natomiast wyzszy od tego w mianow-
niku. Oryginal kazdego elementu jest zatem funkcja ciagla, nieskonczenie wiele razy
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rézniczkowalng, patrz wlasnos¢ A.5.1. W rezultacie dochodzimy do wniosku, ze e® jest
funkcja ciagla, nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna.

Dzieki wprowadzeniu funkcji e mozna latwo zapisa¢ rozwiazanie liniowego wekto-
rowego réwnania rézniczkowego o postaci:

x(t) = Ax(t), (C.15)

gdzie x jest kolumnowym wektorem k-wymiarowym, natomiast A macierzg stopnia k,
tzn. macierza kwadratowa o k wierszach i kolumnach. Po dokonaniu transformacji
Laplace’a wobec obydwu stron réwnania otrzymujemy sX(s) — x(0) = AX(s), skad
wynika, ze (sI — A) X(s) = x(0). Ostatecznie zatem X(s) = (sI— A)~1x(0), co oznacza,
7e

x(t) = eAx(0). (C.16)

C.6.2. Wlasnosci

Pokazemy teraz podstawowe wlasnosci funkcji eAt. Przede wszystkim zauwazmy, ze
jest ona macierzg kwadratows o stopniu takim samym jak stopienn A. Podstawiajac ¢t = 0,
otrzymujemy x(0) = e%x(0) dla kazdego x(0). Stad

e =1
Zwracamy uwage, ze 0 jest macierza kwadratowa, ktérej wszystkie elementy sa zerami.
Poniewaz et jest funkcja ciagla, wynika stad, ze lim;_q et = 1.

Zauwazmy, ze x(t + 7) = eAH7x(0). Z drugiej strony x(t + 7) = eAlx(7) oraz
x(1) = eA7x(0), skad wynika, ze x(t + 7) = eAteA7x(0). Dla kazdego x(0) zatem
eAUt)x(0) = eAeA7x(0). Ostatecznie

eAteA‘r — eA(t-’rT)-
W szczegd6lnosci wiec
et = A,

Warto przy okazji zaznaczy¢, ze, dla macierzy A i B tego samego stopnia, na ogot
¢A+B L (A B

Podstawiajac t = 1, 7 = —1, a nastepnie t = —1, 7 = 1, dostajemy odpowiednio
efe™A =Tie Ae® =1 Wynika stad, ze det e® # 0 dla kazdej macierzy A oraz

(eA)_1 =e A
Korzystajac z reguly o transformacie pochodnej, otrzymujemy
d
£ {ﬁeAt} =s8{er} — e =s(sI - A)7t -1
= [sI—(sSI—A)(sI—A) '=A(sI—-A)""

Zatem
LN N
dt

Druga z powyzszych réwnoSci mozna zweryfikowaé podobnie jak pierwsza.
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r—o(s7TA)™, bez trudu zauwazamy, ze Siy1 = Sk + (sTLA)F!

oraz Si11 = I+ s 'AS;,. Wynika zatem stad, iz Sy = (I — s71A)"1(I — (s7LA)FH).
Poniewaz, dla wystarczajaco duzego s zachodzi zbieznosé limy (s *A)* = 0, wiec
S s T"A" = (I—s71A)7!, skad wynika, ze 00 s~ ("D A" = (sI — A)~L. Doko-
nujac odwrotnej transformacji Laplace’a i uwzgledniajac (A.11), otrzymujemy

Oznaczajgc S = Zk

1
At =N "— A", (C.17)
n!
n=0
Wréémy teraz do réwnania (C.15), ktérego rozwiazaniem jest (C.16). Przyjmujac
v = Tx, gdzie T jest dowolng macierza nieo§obliwa, otrzymujemy v = TA’I‘:IV, przy
czym v(0—) = Tx(0—). Zatem v(t) = eTAT "tv(0-), czyli x(t) = T LeTAT *Tx(0-).
Poréwnujac ten wynik z (C.16) dochodzimy do wniosku, ze

-1
eAt — TfleTAT tT.

Zalézmy teraz, ze macierz A ma wszystkie wartosci wlasne A1, ..., \; rézne. Przyj-
mujac T = P~1, gdzie P jest macierza jak w (C.8), i korzystajac z (C.9), otrzymujemy
eAt _ PeDtP_l,

gdzie
A1

Ak
czyli

At =P Pl (C.18)

e)\kt

Wynika stad, ze jeSli wartoSci wlasne macierzy A sa rézne i rzeczywiste, to

lim eAt =0 (C.19)

t—o0
wtedy i tylko wtedy, gdy A1 < 0,...,A; < 0. Nietrudno zauwazy¢ tez, ze jesli wartosci
te sa rézne i, by¢ moze, zespolone, to zbiezno$¢ ta zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
ReA; <0,...,Re); < 0. Warunek ten jest prawdziwy réwniez dla dowolnych wartosci
wtasnych, takze wielokrotnych.

Przyklad C.6.1. Dla macierzy

wyliczamy
s+3 2 -1
—1
1 [s =2 - (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)
(sI—A) _[1 s+3} - -1 s

(s+1)(s+2) (s+1)(s+2)
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Stad
At _ 27t —e72 2e7t — 2%
- _e—t +e—2t _e—t + 26_2t

Rozwiazaniem réwnania (C.15) jest wiec

x() 27t —e72 27t —2e72 71(0)
T —et4 e _emt 42072 22(0) |’

gdzie [x1(0), 22(0)]7 = x(0).
Cwiczenie C.6.1. Korzystajac z rozwiniecia (C.17), sprawdzié, ze
AT = (eMT. (C.20)

Cwiczenie C.6.2. Wykazaé, ze jedli det A #0, to
t
/ eAdr = AL (eAt -I) = (eAt ~I)AL (C.21)
0

Cwiczenie C.6.3. Sprawdzi¢, ze dla macierzy A o wszystkich wartoSciach wtasnych
. . s . . s O At _ —1
w lewej polplaszczyZznie jest prawdziwy wzor fo eMdt = A~

Cwiczenie C.6.4. Korzystajac z (C.18), sprawdzi¢, ze jeSli macierz A ma wszystkie
wartoéci wlasne rézne i rzeczywiste, to zbieznoéé lim,_, . et = 0 zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy ich czeici rzeczywiste sa ujemne.

Cwiczenie C.6.5. Sprawdzi¢, ze jesli
0 1 0 1 o w
s=volm=[na]e-[ 7]

t
At _ | e —t t Bt
¢ [ t et—t}’e

to:

1 et -1 (Gt _ ot coswt sinwt
0 e ’ —sinwt coswt |-

Cwiczenie C.6.6. Nawiazujac do powszechnie znanych wzoréw, mozemy zdefiniowaé
sin A = (1/2j) (e7® — e778) oraz cos A = (1/2) (e/* + eI#). Sprawdzi¢, ze jest praw-
dziwa réwnosé sin? A + cos? A = L.

Przyklad C.6.2. Dla macierzy A takiej jak w przyktadzie C.6.1 znajdujemy wielomian
charakterystyczny det(sI — A) = (s + 1)(s + 2), skad wynika, ze s; = —1 oraz s; = —2.
Rozwiazujac nastepnie réwnania Ax = s1x oraz Ax = soX, czyli

-1 =2 -2 =2
[ 1 2}x:00raz[ 1 1}){20,

otrzymujemy:
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Poniewaz
P{ 2 1:|OI‘3,ZD|:1 0],

zatem ostatecznie

2 11[et 0 2 177!
At Ditp—-1 __
¢ = Pe”P _[1 1“0 e2tH1 1]

2et—e 2t et _2e%
et e et |92t

C.7. Ciag A"

Rozwiazaniem réwnania x,4+1 = AX,, przy dowolnym warunku poczatkowym xg,
jest oczywiScie
X, = A"xq. (C.22)

Przyjmujac teraz v = Tx, gdzie T jest dowolng macierza nieosobliwa, otrzymujemy
Vny1 = TAT 'v,, z warunkiem poczatkowym vy = Txg. Zatem v, = (TAT ')"vy,
czyli x,, = T~ (TAT ') Tx. Poréwnujac wynik z (C.22) dochodzimy do wniosku, ze

A" = T~{TAT')"T.

Zalézmy teraz, ze macierz A ma wartosci wlasne Aq,..., Ag, wszystkie rézne. Przyj-
mujac T = P~1, gdzie P jest macierza jak w (C.8), i korzystajac z (C.9), otrzymujemy

A’n _ PD?LP—l
gdzie
A1
D= ,
Ak
czyli
AT
A" =P Pl (C.23)
Ak
Wynika stad, ze jeSli wartoSci wlasne macierzy A sa rézne i rzeczywiste, to
lim A" =0 (C.24)
n—oo
wtedy 1 tylko wtedy, gdy |A1] < 1,...,|\x| < 1. Warunek ten obowiazuje réwniez dla

dowolnych wartoéci wlasnych, takze zespolonych i wielokrotnych.

Cwiczenie C.7.1. Korzystajac z (C.23), zauwazy¢, ze je$li A ma wszystkie wartosci
wlasne rézne i rzeczywiste, to zbiezno$¢ lim, .., A™ = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy co do wartosci bezwzglednej sa one mniejsze od 1.
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Cwiczenie C.7.2. Oznaczajac S, = Y7, A’, stwierdzamy, ze S,41 = S, + A"
oraz S,+1 = I+ AS,,, skad wnioskujemy, ze S,, + A" = I + AS,,. Wynika stad,
7ze S, (I—A) =TI — A"t Jedli wigc wartoéci wlasne macierzy A sa rézne od 1, to
S, =I—-A)"! (I — A"“) = (I — A”H) I-A)L

Cwiczenie C.7.3. Wykazaé, ze jeSli 1 nie jest wartoScia wlasng macierzy A, to praw-
dziwa jest réwnos¢ Y > (A" = (I— A)~L



Dodatek D

Sterowalnos¢, obserwowalnos¢

D.1. Systemy ciagle

Przedmiotem rozwazan jest teraz system ciagly o réwnaniu stanu

{ X = Ax+ bu,

C T o (D.1)

przy czym k jest wymiarem wektora stanu. Podstawienie v = Tx, gdzie T jest dowolng
macierza nieosobliwa, doprowadza do nowego réwnania

v = TAT v+ Tbu,
(V2 oy (D2)

w ktérym stanem jest v. Opisy (D.1) i (D.2) nazywamy réwnowaznymi.

D.1.1. SterowalnoS¢

Definicja D.1.1. System nazywa sie sterowalny, jesli istnieje t* takie, ze dla kazdej pary
standw (x°,x*) istnieje sterowanie u(t) takie, ze jesli x(0) =z, to x(t*) = x*.

Jak wiemy,
t
x(t) = eAx(0) +/ A bu(7)dr.
0

System jest wiec sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje t* takie, ze réwnanie
-
X" — e x0 = / A" bu(r)dr
0

o niewiadomej u(t), t € [0,t*), ma rozwigzanie dla kazdej pary (x°,x*). Innymi stowy
jest on sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie

o
x* —eAx0 = / A Dby(r)dr (D.3)
0

0

ma rozwigzanie dla kazdej pary (x°,x*).
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Zanim podamy podstawowe kryterium sterowalnosci przedstawimy uzyteczny lemat.

Lemat D.1.1. Niech P,, = [b, Ab,..., A" 'b]. Jesli
rank P,, = rank P, 1,

to
rank P, =rankP,,; =rankP, 40 =---

Ponadto rank Py, = rank Py =rankPpio =---

Dowdd. Z réwnoéci rank P, = rank P,, 11 wynika, ze A"b, czyli ostatnia kolumna ma-

cierzy P, 11, jest liniows kombinacjg kolumn b, Ab, ..., A"~ 'b. Oznacza to, ze istnieja

wsp6lczynniki oy, . .., a,_1 takie, z2 A"b = apyb + a;Ab + -+ 4+ a,,_1 A" 'b. Zatem

A"1b = apAb + - + a,_1A"b, co oznacza, ze ostatnia kolumna macierzy P, 2,

czyli A"*1b, jest liniows kombinacja jej kolumn Ab, ..., A"b. Wykazaliémy zatem, ze

rank P,, =rank P, = rankP,, 5. Teza jest wiec prawdziwa. [ ]
Twierdzenie ponizsze stanowi kryterium sterowalnosci.

Twierdzenie D.1.1. System jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
rank [b, Ab,..., A" 'b] = k.
Dowéd. Oznaczmy P = [b,Ab7 cee Ak_lb] i zalézmy, ze rank P = k. Wykazemy, ze

system jast sterowalny na dowolnym odcinku [0,t*), gdzie t* > 0. Jako sterowanie, czyli
rozwiazanie réwnania (D.3), przyjmujemy

u(t) = bTe*ATtRfl(t*) (eiAt*x* — xo) ,
gdzie R(t*) = [} " eATbbT A T dr. Rzeczywicie, dla sterowania tego

t* t*
/ AT bu(r)dr = AV / e*ATbbTe*ATTdTR*I(t*) (e*At*x* - x0>
0 0

_ eAt”‘ R(t*)R71 (t*) (efAt* x* — XO>
= x*—eATX0

Wystarczy teraz wykazaé, ze R(t*) jest macierza nieosobliwa. Dowiedziemy tego nie
wprost. Przypu$émy bowiem, ze macierz R(t*) jest osobliwa. Skoro tak, to istnieje
niezerowy wektor £ taki, ze R(t*)€ = 0, skad wynika, ze €7 R(t*)¢ = 0. Oznacza to, ze

t* t* 2
0=¢" / A (Ab) " drg = / (€7eAb) ar.
0 0
Zatem £7eA'b = 0 dla wszystkich t € [0,¢*). Zatem takze (¢7eA'b) = 0, czyli

TeAt Ab = 0, dla wszystkich t € [0,t*). Rozniczkujac jeszcze k — 2 razy, zauwazamy, ze
ETeA A = 0,..., 6T eA'AF1b = 0 dla kazdego ¢ € [0,t*). Dlatego ¢7eA'P = 0 dla
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kazdego t € [0,¢*). Poniewaz et jest macierza nieosobliwg dla kazdego ¢, wiec wynika
stad, ze P jest macierza osobliwa, czyli rzP <k, co przeczy zalozeniu poczynionemu na
samym poczatku. Wynika stad, ze R(t*) jest macierza nieosobliwa.

W drugiej czeéci dowodu wyjdziemy od zalozenia, ze system jest sterowalny. Poniewaz
eAt =3 (n!)"'A™", patrz C.17, zatem

n=0

t e
X = / A " bu(r)dr = Z an,A"b,
0

n=0

gdzie o, = (n!)~? fg ) T"u(7)dT. Dowolny wektor x jest wigc liniowa kombinacja wekto-

réw b, Ab, A%b, ... Znajduje sie wéréd nich zatem uklad k wektoréw liniowo niezalez-
nych. Z lematu D.1.1 wynika, ze jest to uklad pierwszych k wektoréw. Wnioskujemy
ostatecznie, ze rz P = k, co konczy dowdd. [

Dla opisu réwnowaznego (D.2) macierza sterowalnosci jest
[Tb, (TAT~")Tb, (TAT")*Tb,..., (TAT")*~'Tb]. (D.4)

Poniewaz (TAT')"Tb = TA'b, zatem macierz (D.4) jest réwna TP. Rzedy macierzy
TP oraz P s zatem takie same dlatego, ze T jest macierza nieosobliwa. Wynika stad
ré6wno$é rzedéw macierzy P i (D.4). Sterowalnos¢, lub jej brak, jest zatem cecha wspdlna
wszystkich opiséw réownowaznych. Jest to wiec wlasnos¢ systemu.

D.1.2. Obserwowalnos$é

Warto$¢ wyjscia systemu w chwili ¢, czyli y(t), zalezy od stanu poczatkowego x(0)
i sterowania u(7), 7 € [0,t). Zaleznoéé te podkreslimy, piszac y(t; x(0);u(r), T € [0,1))
w miejsce y(t). Z réwnania stanu wynika, ze

y(t;x(0);u(t), 7 € [0,1)) = cTeAl%x(0) + /Ot cT A by(r)dr. (D.5)

Znajac wyjscie oraz pobudzenie na pewnym odcinku, powiedzmy [0, t), czyli znajac y(¢)
oraz u(7), 7 € [0,t), chcemy wyznaczy¢ stan poczatkowy x(0). Jest oczywiste, ze jesli
istniejg dwa wektory, powiedzmy x; oraz xs, takie ze

y(t;xa;u(7), 7 € [0,1)) = y(t; x5 u(7), T € [0,1)),

nie jest to mozliwe. Przy dwdch réznych poczatkowych wektorach stanu i tym samym
sygnale sterujacym, wyjscia systemu w chwili ¢ sg bowiem identyczne. Podamy definicje
obserwowalnosci.

Definicja D.1.2. System nazywa sie obserwowalny, jesli istnieje t* > 0 takie, ze z réw-
nosct
y(t;x1;u(r), 7 € [0,1) = y(t; x25u(r), 7 € [0,1))

zachodzacej dla wszystkich t € [0,t*) wynika, ze X3 = Xa.
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Mozna wigc powiedzie¢ krétko, ze system nazywamy obserwowalnym, jesli istnieje
t* > 0 takie, ze z nieréwnoSci x; # xo wynika, ze

y(t"sx1;u(r), 7 € [0,7)) # y(t™; x2;u(r), 7 € 0,¢7)).
Rézne stany poczatkowe powoduja wtedy rézne wartosci wyjscia w chiwli t*.

Twierdzenie D.1.2. System jest obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gdy

cTA
rank . =k.

CTAk71

Dowdd. Oznaczajac £(t) = y(t) — fot cTeAt=T)buy(7)dr (wracamy do krétkiego oznacze-
nia y(¢)), mozemy na podstawie (D.5) napisa¢ £(t) = c?eAtx(0).

Zalézmy teraz, ze rank Q = k, gdzie

cTA
Q= ) : (D.6)

CTAk71

Zatem £(0) = ¢Tx(0), ¢ (0) = ¢TAx(0),...,£¥5 7V (0) = cTAF1x(0). Wynika stad,
ze m(0) = Qx(0), gdzie (0) = [£(0),£1(0),...,*%7V(0)]. W rezultacie otrzymujemy
x(0) = Q~'n(0), co oznacza, ze system jest obserwowalny.
Zalézmy teraz, ze system jest obserwowalny. Z definicji wynika, ze istnieje t* takie, ze
z réwnoéci cTeAt x; = cTeA x, wynika, ze X1 # X2, Przypuéémy teraz, ze rank Q < k.
W sytuacji takiej istnieje niezerowy wektor € taki, ze Q€ = 0, tzn. taki, dla ktérego
c’e =cTAE = ... = cT"AF1¢€ = 0. Z lematu D.1.1 wynika, ze takze cTA%¢ = 0 dla
1=k k+1,... Zatem
T At — 1 n T An
c'e £7ngonlt c A" =0,

dla kazdego t. Wynika stad, ze
clert x) = cTel (x) + ),
co przeczy zalozeniu o obserwowalno$ci. Zatem rank Q = k, co konczy dowdd. [
Latwo sprawdzi¢, ze macierz obserwowalnoéci réwnan (D.2) ma postaé:
cI'T1

I'T-1(TAT ™) o)

CTT—l(TAT—l)k-—l

Poniewaz ¢ T~ (TAT ')’ = ¢cTA'T~!, a wiec macierz (D.7) jest réwna QT ' i jest
tego samego rzedu co Q. Rzad macierzy obserwowalnoSci jest zatem cecha systemu.
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D.2. Systemy dyskretne
System dyskretny jest opisywany réwnaniami stanu:

{ Xp+l1 = Ax, + bu,, (D 8)

_ T
Yn = C Xp,

przy czym k jest wymiarem wektora stanu. Podstawienie v = Tx, gdzie T jest dowolng
macierzg nieosobliwa, do (D.8) doprowadza do nowego réwnania

{ Va4l = TAT_lvn + Tbu,, (D.9)

_ Tm-1
Un = c'T vy,

w ktérym stanem jest v. Opisy (D.8) i (D.9) nazywamy réwnowaznymi.

D.2.1. Sterowalnoséc

Definicja D.2.1. System nazywa sie sterowalny, jesli istnieje N takie, ze dla kazdej pary
standw (x°,x*) istnieje sterowanie ug,u1, . ..,u,_1 takie, ze jesli Xg = x°, to Xy = x*.

. . n—1 —q . .y .
Jest oczywiste, ze x, = A"xg + Y ;_; A" 'bu;, co mozna zapisa¢ w postaci
n
X, = A"xg + Pruy,,

gdzie P,, = [b,Ab7 e 7A”_lb] oraz W, = [tup_1,...,u1,up]. System jest wiec stero-
walny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje IV takie, ze réwnanie

x* = A"x" + P,u,,

w ktérym niewiadoma jest u,, ma rozwiazanie dla kazdej pary (x°,x*). Innymi stowy
jest on sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie

x=P,u,
ma rozwigzanie dla kazdego wektora x.
Twierdzenie D.2.1. System jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
rank [b, Ab,..., A" 'b] = k.

Dowéd. Zalézmy, ze rank P = k. Réwnanie x = Pru; ma zatem rozwiazanie, a jest
nim ug = P;lx. System jest wiec sterowalny.

Przypustmy teraz, ze system jest sterowalny, tzn., ze istnieje N takie, ze réwnanie
x = Pyuy ma rozwigzanie dla kazdego x. WSsréd kolumn macierzy Py jest zatem
k liniowo niezaleznych. Z lematu D.1.1 wynika, ze jest to jej k pierwszych kolumn.
Zatem rank Py = k, co konczy dowdd. [
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D.2.2. Obserwowalnos¢

Dia systemu dyskretnego g, = ¢ A"xo + ¢/ P,u,,, skad wynika, ze €, = ¢ A"xq,
gdzie £,, = yn — c’P,u,,. Zatem
N, = QnXo, (D.10)

gdzie n,, = [Y0, Y1, - -, Yn—1] Oraz

cTA
Qn =

CTAnfl
Celem naszym jest teraz wyznaczenie stanu poczatkowego xy na podstawie obserwacji
wyjScia i wejdcia, tzn. Yo, Y1, .., Yn—1 OTaAZ UQ, UL, . - -, Up_1-

Definicja D.2.2. System nazywamy obserwowalnym, jesli istnieje N takie, ze réwnanie

Ny = QnXo
(o niewiadomej xg) ma rozwigzanie.

Twierdzenie D.2.2. System jest obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gdy

cTA
rank . = k.

CTAk_l

Dowdéd. Jedli rank Q = k, to réwnanie i, = QxXo ma rozwigzanie xo = Q_, 'n,,. System
jest wiec obserwowalny.

Przypuéémy, ze system jest obserwowalny i rank Q < k. Z lematu D.1.1 wynika, ze
rank Q,, < k, dla kazdego n. Dla kazdego n istnieje wiec niezerowy wektor £, taki, ze
Qr€,, = 0. Zatem

N = Qnxo

oraz
Ny = Q?L(XO + En)?

skad wynika, ze pierwsze z tych réwnan nie ma jednoznacznego rozwiazania dla zadnego
n. Zatem system nie jest obserwowalny, co oznacza sprzecznost. Zatem rank Q = k, co
koneczy dowdd. ]



Dodatek E

Procesy stochastyczne drugiego rzedu

Oméwimy teraz podstawowe wlasnoéci sygnaléw o wartosciach losowych, czyli proce-
s6w stochastycznych. Czas zmienia si¢ przy tym w sposéb ciagly lub dyskretny. W roz-
wazaniach naszych F oznacza warto$¢ oczekiwana. Dla stacjonarnego procesu stocha-
stycznego X (t), mx = EX(t), natomiast 0% oraz var[X| oznaczaja wariancje, czyli

2
E(X(t)—mx)".

E.1. Procesy z czasem ciaglym
Definicja E.1.1. Rodzina X(t), gdzie t € (—o00,00), zmiennych losowych takich, Ze
EX?2(t) < co dla kazdego t, nazywa sig procesem stochastycznym drugiego rzedu.
E.1.1. Funkcja korelacji, gestos¢ widmowa
Dla procesu drugiego rzedu definiuje sie nastepujaca funkcje korelacji:
Rx(r,t) = E{X(7)X(1)}.

Definicja E.1.2. Jesli EX(t) = const oraz Rx(7,t) = Rx(r —t,0), to mdwimy, ze
proces jest stacjonarny (a dokladniej, stacjonarny w szerszym sensie).

Dla prostoty, zamiast Rx (7,0) bedziemy pisaé¢ krétko Rx (7) (tzn. bedziemy pomijaé
drugi argument). Dla proceséw stacjonarnych zatem

Rx(r) = E{X()X(t +7)}
dla kazdego t.
Wiasnoé¢ E.1.1. Funkcja korelacji procesu stacjonarnego ma nastepujgce wtasnosci:
a) Rx(7) = Rx (-7),

b) Rx(0) = EX?(t) = E2X(t) + var[X ()],
¢) |[Rx(7)| < Rx(0).
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Dowdd. Wiasnoéci a) i b) sg oczywiste, natomiast ¢) wynika z nastepujacej nieréwnosci:
EH{Xt)X(t+71)} < EX?(t)EX%(t+ 1) = E?X?(t). Z b) i tego, ze EX(t) = const
wynika, ze takze var[X (t)] = const. ]

Zalézmy teraz, ze EX(t) = 0, tzn. ze warto$¢ $rednia procesu wynosi zero. Je§li
[=5 |Rx(7)|dr < o0, to dla procesu takiego definiujemy funkcje gestosci widmowej

[ee]
Sx(w) :/ Rx(r)e 7*Tdr,
—00
ktéra jest, rzecz jasna, transformata Fouriera funkcji korelacji. Zatem
1 [ ;
Rx(r) = o / S (w)eH ™ duw. (E.1)
7r — 00

Poniewaz Rx (1) jest funkcja parzysta, wiec gesto§¢ widmowa wyraza sie wzorem
Sx(w) = [T Rx(7)cos(wr)dr, skad wynika, ze Sx(w) przyjmuje wartosci rzeczywiste.
Ponadto Sx(w) = Sx(—w). Z (E.1) wynika, ze Rx(0) = (1/27) [~ Sx(w)dw, co, po
uwzglednieniu c), daje

1 oo
EX%(t) = %/ Sx (w)dw. (E.2)

Interpretujac EX?2(t) jako moc sygnatu, zauwazamy wiec, ze jest ona proporcjonalna do
calki z gestosci widmowe;.

Przyklad E.1.1. Dla R(7) = e=°/"l a > 0, mamy S(w) = 20/ (w? + a?).

Niech X(¢) i Y(¢) beda dwoma stacjonarnymi procesami drugiego rzedu. Funkcja
korelacji wzajemnej nazywamy

Rxy(r)=E{X({t+1)Y(t)},
gdzie t jest dowolne. Jesli ffooo |Rxvy (7)|dT < 00, to jej catka Fouriera

Sxy(w) = / ny(T)eiijdT

— 00
istnieje i nazywa sie funkcja wzajemnej gestoéci widmowej. Zauwazamy nastepnie, Ze
Rxy (1) = Ryx(—7) i, sila rzeczy, Sxy (w) = Sy x(—w).
Niech teraz Z(t) = X (t) + Y (¢). Jak latwo sprawdzié:

Rz(17) = Rx(7) + Ry (1) + Rxvy(7) + Ry x(7),

Sz(w) = Sx(w) + Sy(w) + Sxy(w) + Syx(w),
gdzie Rx (1) i Ry(7) sa funkcjami korelacji proceséw X(t) i Y(¢), natomiast Sx(w)
i Sy (w) ich gestoSciami widmowymi. Je$li natomiast procesy te nie sa skorelowane, tzn.
jeSli E{X ()Y (r)} = EX(¢t)EY (1), to

Rz(7) = Rx(7) + Ry (1) + 2EX (t)EY (t).
Jesli ponadto EX(t) = EY (t) =0, to:
Rz(7) = Rx(7) + Ry (7),
Sz(w) = Sx(w) + Sy (w).
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E.1.2. Bialy szum

Jesli EX(t) =01 Rx (1) = 0%d(7), 0% > 0, to méwimy, ze proces jest stacjonarnym
bialym szumem o zerowej Sredniej. Poniewaz 6(t) = 0 dla 7 # 0, wigc |Rx(7)| = 0
dla 7 # 0. Zatem, dla 7 # 0, E{X(7)X (7 + ¢)} = 0, co oznacza, ze zmienne losowe
X (1) i X(7 +t) nie sa skorelowane. Dla procesu takiego Sx(w) = 0%, skad wynika,
ze EX?(t) = co. Moc bialego szumu jest zatem nieskoficzona. Nie jest to wigc proces
fizyczny, lecz jedynie pewna, wygodna abstrakcja. Z tego samego tez powodu nie jest to
proces drugiego rzedu (w takim procesie bowiem EX?(t) < 00).

Jesli Y(t) = X (t) + mx, mx #0, to Ry (1) = m% +03%(7). Y(t) jest stacjonarnym
bialym szumem o $redniej mx. Poniewaz [~ |Ry (7)|dT = oo, zatem proces taki nie ma
gestosci widmowe;j.

Przykilad E.1.2. Niech Z(t) = X(t) + Y (¢), gdzie X (¢) jest bialym szumem o funkcji
korelacji Rx(7) = &(7), natomiast Y (¢) nieskorelowanym z nim procesem o funkeji ko-
relacjii Ry (7) = e~ |7, Zatem Ry (1) = §(7) + e~ I"l oraz Sz(w) = 1+ 1/(w? + 1), patrz
przyklad E.1.1.

E.1.3. Calka i pochodna procesu

Calka i pochodna $redniokwadratowa

W wielu zastosowaniach istnieje potrzeba operowania catks fOT Ff@®)X (t)dt, gdzie f(t)
jest pewna ustalona funkcja, a X (t) stacjonarnym procesem drugiego rzedu. Problemem
jest to, ze wlasnosci funkcji czasu X (t), czyli realizacji procesu stochastycznego, nie
gwarantuja istnienia tej catki (dla przykladu, catka Riemanna fOT X (t)dt istniataby, gdyby
realizacja X (t) procesu byla wystarczajaco gladka). Z tego powodu nalezy dostosowaé
definicje calki do zaistnialej sytuacji, co czynimy ponizej.

Dla stacjonarnego procesu X (t) drugiego rzedu okreSlimy catke $redniokwadratowa
na odcinku [a,b], gdzie a < b. Niech teraz {to,...,t,} bedzie zbiorem punktéw takich,
ze {a =1ty <ty < - <tp1 <ty = b}, tzn. punktéw dzielacych odcinek [a,b] na
poszczegdlne przedzialty. Przez A, oznaczymy dhugo$é najdtuzszego z nich, co oznacza, ze
A, = max;(t; —t;—1). Dla takiego podziatu definiujemy I, = 7" f(t;)X (t;)(t; —ti—1).
Jest oczywiste, ze I, jest zmienna losowa. WeZzmy teraz pod uwagge ciag podzialéw taki, ze
A, — 0, gdy n — oo. Jedli istnieje liczba I taka, ze lim,, .o E(I,—1I)? = 0 niezaleznie od
sposobu podzialu odcinka, to méwimy, ze calka $redniokwadratowa f(f F@) X (t)dt istnieje
ijest réwna I. Zwréémy przy tym uwage na to, ze wartos$t tej catki, tzn. I, jest zmienng
losowa. W sposob naturalny pojecie calki éredniokwadratowej na odcinku rozszerza sie
do calki na calej prostej (—oo, 00).

Warunek, przy ktérym calka sredniokwadratowa istnieje, podaje ponizsze twierdzenie,
patrz [13].

Twierdzenie E.1.1. Catka $redniokwadratowa f; F@)X(t)dt istnieje wtedy i tylko wte-

dy, gdy istnieje catka Riemanna ff ff FEOf(n)Rx (& — n)dédn (moze byé przy tym tak,
e a=—00 lubb=00).
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7 podanego twierdzenia wynika prosty wniosek:

Whiosek E.1.1. Catka sredniokwadratowa ffooo f(t — 1) X (7)dr istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje catka Riemanna [*_ [0 f(t — &) f(t — n)Rx (& — n)dédn.

Uwaga E.1.1. Dla X (t) bedacego bialym szumem catke [*°_ f(t — )X (7)dr bedziemy
traktowa¢ w sposéb formalny, patrz [13].

Omoéwimy teraz pojecie pochodnej procesu drugiego rzedu. Podamy najpierw defini-
cje ciaglosci procesu.

Definicja E.1.3. Proces X (t) drugiego rzedu nazywa sie cigglym §redniokwadratowo,
jesli E(X(t+h) — X(t))? =0, gdy h — 0.

Powyzsza zbieznos¢ zapisuje sie takze w nastepujacej postaci:
X(t+h) — X(t), gdy h — 0 wedlug éredniej drugiego rzedu.

Ciaglo$t wiaze sie bezposrednio z wlasnoéciami funkcji korelacji, poniewaz stacjo-
narny proces X (t) drugiego rzedu jest ciagly $redniokwadratowo wtedy i tylko wtedy,
gdy lim, 0 Rx(7) = Rx(0). Jest bowiem oczywiste, ze prawdziwa jest nastepujaca
réwnoéé: E(X(t+h) — X(t))? = 2EX?%(t) — 2Rx (h).

Definicja E.1.4. Pochodng X (t) Sredniokwadratowq w punkcie t stacjonarnego procesu
X(t) drugiego rzedu nazywamy
X(t+h)—X(t)

X(t) = lim

Jim wedtug Sredniej drugiego rzedu.

Ciagloé¢, jak sie nietrudno domyséle¢, nie wystarcza do rézniczkowalnoSci procesu.
Pochodna éredniokwadratowa procesu X(t) istnieje bowiem dla kazdego ¢ € (—o0,c0)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje pochodna R’ (0), patrz [13].

E.2. Procesy z czasem dyskretnym

Niech teraz {...,X_1, X0, X1,...} bedzie ciagiem zmiennych losowych o takim sa-
mym rozkladzie prawdopodobiefistwa. Niech ponadto EX2 < co. Ciag ten nazywa sig
dyskretnym procesem stochastycznym. Funkcja korelacji tego procesu jest

Rx (n) = E{XH+WLX7IL}7 (E3)

gdzie m jest dowolne. Funkcja ta ma nastepujace wlasno$ci:

a) Rx(—n) = Rx(n),

b) [Rx(n)| < Rx(0),

c) Rx(0) = EX2.
Wiasnosci a) oraz c) sa oczywiste, natomiast b) wynika stad, ze jest prawdziwa nieréw-
noé¢ E?|XoX,| < EXZEXZ2.
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Zalézmy teraz, ze érednia tego procesu réwna si¢ zero, tzn. ze EX,, = 0. Jesli

S |Rx(n)] < oo, to istnieje gestosé widmowa Sy (w) zdefiniowana nastepujaco:
o0
Sx(w)= Y Rx(n)e /", (E4)
n=-—o00

ktoéra jest transformata Fouriera funkcji korelacji. Zatem

Ry (n) :% /0 " S ()P . (E.5)

Poniewaz Rx(n) jest funkcja parzysta, wiec Sx(w) = Y oo Rx(n)coswn, skad wy-

n=-—o0o
nika, ze Sx(w) przyjmuje wartodci rzeczywiste oraz Sx(w) = Sx(—w). Z (E.5) wynika,
ze Rx(0) = (1/2n) 0% Sx(w)dw, co, z uwagi na c), daje

1 2T

EX? = o Sx (w)e? ™ dw.
0

Jesli Rx(n) = 0%d,, gdzie &, jest dyskretnym impulsem Diraca, to méwimy, ze
proces jest bialym szumem. Dla bialego szumu zatem EF{X,X,,} = 0 dla n # m, co

oznacza, ze X, i X,, sa nieskorelowane dla n # m.
Dla dwéch stacjonarnych proceséow X, i Yy,

ny(n) = E{Xn+mym}
nazywa si¢ funkcja korelacji wzajemnej, a jej catke Fouriera

Sxy(w)z i RXy(n)e_j“”

n=—oo

funkcja wzajemnej gestosci widmowej. Oznaczajac Z,, = X,, + Y, mozemy napisac:
Rz(n) = Rx(n) + Ry (n) + Rxy(n) + Ryx(n),

Sz(w) = Sx(w) + Sy (w) + Sxy (w) + Sy x (w).
Jedli procesy X,, i Y, nie sa skorelowane, tzn. je$li E{X,Y,,} = EX,EX,,, to

Rz(n) = Rx (71) + Ry(n) +2F X, FY,.
Jedli ponadto EX,, = EY,, =0, to
Rz(n) = RX(n) + Ry(n)

Sz(w) = SX(W) + Sy(w).






Dodatek F

Tablice transformat

F.1. Transformacja Laplace’a
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ot w
sinw _
52 +w?
; S
COS W _
52 +w?
. ssin g + wcos ¢
sin(wt + @) EEETC
$cosp —wsin
cos(wt + @) B S
et sin wt 7( L)uz e
s—o w
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et coswt ()%
s—o w
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tsinwt m
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t cos wt m
2w(s — o)
t .
te?' sinwt —((s — o)+ W)
2 2
. (s—0)—w
te?" coswt —((S ~ ot W)
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F.2. Transformacja Z

on !
z
1,
z—1
] z
(z—1)?
n2 z2(z+1)
(z—1)
, z
)\IL
z—A
(e m+2), &
2 (2= A7
) z
D{(n+1)A"} (z — \)?
(n + k)!)\n L
Fnl (z - M
Lok M}ﬁ e
k' o (Z _ )\)kJrl
N zsinw
sin wn 22 —2zcosw + 1
cos wn Lo
22 —2zcosw + 1
_ 22 sin @ + zsin(w — @)
sin(wn + ¢) 22 —2zcosw + 1
22 cosp — zcos(w — )
cos(wn + @) 22 —2zcosw + 1
o Az sinw
A" sinwn 2
22 — 2z cosw + A
n 22 — zAcosw
A" coswn

22 — 22\ cosw + A2

Uwaga: D jest operatorem opéznienia o 1.



290

F. Tablice transformat

2(2% — 1) sinw

nsinwn 5
(22 —2zcosw + 1)
2(22 cosw — 2z + cosw)
N Cos wn
(22 — 2zcosw + 1)°
2 2\
™ sin wn A(2% = \%)sinw
(22 — 22X cosw + A?)2
A" oS wn N2(22 cosw — 22\ + A% cosw)

(22 — 22X cosw + )\2)2
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calka Sredniokwadratowa, 283

charakterystyka czestotliwo$ciowa
amplitudowo-fazowa, 28, 142
logarytmiczna, 28

przyblizona, 42

czlon
calkujacy, 39
calkujacy z inercja, 39
inercyjny, 34-36
oscylacyjny, 37
proporcjonalny, 33
rézniczkujacy, 41
rézniczkujacy z inercja, 41

ekstrapolator, 150

funkcja
eAt 269
korelacji, 281, 282, 284
wymierna, 228

gesto$¢ widmowa, 282, 285

impuls Diraca, 220
dyskretny, 245
impulsator, 149

kryterium stabilnoSci
Hurwitza, 66, 178
Jury’ego, 171
Liénarda—Chiparta, 66
Michajtowa, 69, 174, 179
Nyquista, 74, 78-80, 181-185
Routha—Hurwitza, 63, 178
Schura—Cohna, 167
znak wspolczynnikéw, 62

macierz
dotaczona, 259
fazowa, 29, 148, 265
obserwowalnosci, 88, 189
podobna, 262
sterowalnoSci, 85, 188
Vandermonde’a, 266

obserwowalno$¢
systemu ciaglego, 277
systemu dyskretnego, 280
odpowiedz
impulsowa, 20, 52, 56, 143
na sinusoide, 54, 160
skokowa, 22, 56, 146

proces stochastyczny, 281
dyskretny, 284

réwnanie
charakterystyczne, 12, 137
macierzy, 261
fazowe, 29, 56
réznicowe, 135, 194, 252
rézniczkowe, 11, 97, 238
stanu
systemu ciaglego, 83
systemu dyskretnego, 187
regulacja
astatyczna, 118, 207
I, 118, 207
P, 116, 207
PI, 120, 208
PID, 121
statyczna, 114, 207
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Indeks

skok jednostkowy, 219
dyskretny, 245
splot, 29, 148
stabilnos¢, 48, 108, 155, 156, 201
sterowalno$¢
systemu ciaglego, 275
systemu dyskretnego, 279
system
automatycznej regulacji, 111, 205,
209
ciggly, sterowany dyskretnie, 203
obserwowalny, 189
réwnolegty, 19, 141
sterowalny, 188
struktura, 91, 93, 96, 190-192
szeregowy, 19, 141
ze sprzezeniem zwrotnym, 19, 72,
142

trajektoria fazowa, 30, 57, 148
transformacja

Z, 243

Fouriera, 240

dyskretna, 251

Laplace’a, 222
transmitancja, 18, 105, 140, 199

uchybowa, 112, 206

widmowa, 27, 142
twierdzenie

Abela, 236, 237

Cayleya—Hamiltona, 265

Frobeniusa, 264

Gerszgorina, 268

graniczne, 236, 237, 250

o ciggu oryginalnym, 248

o funkcji oryginalnej, 232

o rozkladzie na utamki proste, 229,

231
o stabilnosci, 48, 156

utamek prosty, 229
uchyb, 111, 205

warto$t wlasna macierzy, 261
warunek poczatkowy, 135, 239, 253

wektor wlasny macierzy, 261
wielomian charakterystyczny, 12, 137
macierzy, 261
systemu zamknietego, 73, 206
wykres Michajlowa, 174
wzor
Orlando, 64
Parsevala, 240, 241, 251, 252
wzmocnienie w stanie ustalonym, 53, 159



